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Introduccion

La teoria de numeros es la rama de las matematicas que estudia las
propiedades aritméticas de los ntimeros enteros. Propiedades aritmé-
ticas son todas aquellas que tienen que ver con suma y producto de
nimeros. Por ejemplo, dado un nimero entero n, el problema de hal-
lar todos sus divisores es un problema tipico de la teoria de ntimeros.
En esta introduccién haremos una exposicién, desde el punto de vista
historico, de cémo se ha desarrollado esta disciplina, concentrandonos
en los hechos més importantes y en sus protagonistas. Es una histo-
ria muy larga, tan larga como la del hombre, pero nos ensenia comé
el hombre se ha planteado problemas dificiles desde el punto de vista
tedrico y como se han resuelto estos problemas con la introduccion de
nuevas ideas y métodos de razonamiento. Estas nuevas rutas han gen-
erado un panorama inmenso dentro de la matematica actual, debido
a una evolucion lenta, pero extraordinaria, del pensamiento de todos
estos hombres.

Epoca Antigua

El origen de la teoria de ntiimeros se remonta a los origenes de la civi-
lizacién, con los habitantes de Caldea y Babilonia hace 3500 anos aprox-
imadamente. Ellos han dejado sus conocimientos escritos en simbolos
cuneiformes, los cuales han llegado bastante bien conservados hasta
nuestros dias. En algunas de estas tablillas se han calculado soluciones
enteras de la ecuacion

a®+ b =

Como por ejemplo el triple ( 3, 4, 5 ), el cual satisface: 3+4% = 5%, Los
babilonios conocian ésta y otras soluciones y nos dejaron una lista de
mas de sesenta de ellas. Sin embargo no se conoce el método empleado
por ellos para llevar a cabo estos calculos.

Con los griegos aparecen las primeras demostraciones formales en
matematica, lo cual es un avance extraordinario en comparacién con
las culturas anteriores. Antes de ellos, los problemas se resolvian de
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manera particular sin dar un método general para hallar las soluciones.
El espiritu de razonamiento griego, claro y riguroso, establece las bases
sobre las que se ha desarrollado la matematica a través de los siglos.

Una muestra de esta capacidad de razonamiento abstracto de los
matematicos griegos son todos esos hermosos teoremas sobre geometria
plana, en donde se demuestran de forma elegante, proposiciones sobre
areas de triangulos, cuadrados y poligonos, usando propiedades muy
simples sobre puntos, interseccion de lineas, etc.

Asi vemos como Pitdgoras ( 500 a.c.) nos da un método general
para hallar todas las soluciones de la ecuacion

2 4yt = 22
razén por la cual, se le da el nombre de Ecuacién Pitagérica.

Aparte de Pitagoras, hay que mencionar a otros dos grandes ma-
tematicos griegos, cuya contribucién a la teoria de nimeros es muy
importante.

El primero de ellos es Euclides ( 300 a.c.) quien escribié uno de
los libros mas famosos que se conoce sobre Geometria, llamado Los
Elementos. Este libro es un modelo del método de demostracion creado
por los griegos, llamado método deductivo, mediante el cual se demues-
tran teoremas y proposiciones a partir de otras proposiciones simples
llamadas axiomas , en forma légica y muy eficiente.

En uno de estos elementos, Fuclides establece una serie de proposi-
ciones sobre los ntumeros enteros, las cuales pueden ser consideradas
como el inicio de la teoria de niimeros. Por ejemplo, la prueba sorpren-
dente de que existe un niimero infinito de niimeros primos.

Euclides suponia que existe un ntmero finito de primos p1, pa, . . ., ps,
luego el niimero
r=pip2...pr+1

no esta en la lista de los anteriores y por lo tanto, no es primo.

Sin embargo, usando el teorema de Factorizaciéon tnica de los nu-
meros enteros, el cual se debe también a Euclides, se concluye que z
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tiene algin divisor primo p; . Esto nos lleva a una contradiccién, pues
p; no puede dividir a pips...ps + 1.

Este método de demostracion, llamado reduccion al absurdo, se
debe a los griegos y ha sido uno de los mas utilizados en la matemaética
desde entonces.

Los ntimeros primos: 2, 3, 5, 7, ... han ejercido una atraccién
fascinante sobre todos los mateméticos desde la época de los griegos. Su
distribucién en el conjunto de los enteros es realmente un misterio, por
la forma tan irregular como aparecen. Ellos han ocupado un papel de
primera importancia dentro de la teoria de nimeros; muchas preguntas
sobre los niimeros primos, ain hoy en dia, permanecen sin respuesta.

También a Euclides se debe el algoritmo para hallar el maximo
comun divisor entre dos enteros, el cual es una aplicacion del teorema
de la division. Gracias a este algoritmo, y al teorema de factorizacién
unica, se pueden obtener muchas propiedades importantes sobre la ar-
itmética de los enteros.

El tercer matematico griego cuya contribucion a la teoria de niime-
ros ha sido fundamental, fue Diofantos de Alejandria ( 250 a.c.);
llamado el Padre de la Teoria de Numeros.

Diofantos escribié muchos libros de matemdtica (cerca de 12), de
los cuales s6lo han sobrevivido cuatro. El mas importante de todos es
La Aritmética.

Esta obra es un tratado de resolucién de ecuaciones algebraicas
provenientes de la solucion de problemas practicos. El método em-
pleado por Diofantos en el tratamiento de estas ecuaciones, consiste en
hacer cambios de variable muy ingeniosos para reducir el grado de éstas,
asi como el nimero de indeterminadas. Los problemas planteados son
en numeros enteros, de cierta dificultad, y llegan a aparecer ecuaciones
hasta de sexto grado con varias variables. Por ejemplo en el libro IV
aparecen las ecuaciones

2=

22 —dr+4 =18
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También ecuaciones mas complejas con tres incégnitas, como

3 3
(sz> ‘tap=u; k=1,...,3
i=1

En la mayoria de los casos, Diofantos obtiene una solucién particular
de los problemas, sin demostrar un método general. Cada ecuaciéon es
tratada individualmente haciendo uso de brillantes artificios de calculo.
Sin embargo, se sabe que muchos de los problemas planteados poseen
otras soluciones de las cuales él no estaba consciente.

No obstante, Diofantos menciona tres lemas en su Aritmética, lla-
mados Porismos, que quizas fueron demostrados. Uno de ellos dice:

Sizx+ta=u?ey+a=1°,2y+a=w?

, entonces v = u + 1.
También se puede concluir que Diofantos conocia algunos hechos

importantes de la teoria de nimeros, pero cuya demostracion se produjo

varios siglos més adelante. A manera de ejemplo, Diofantos conocia :

1. Todo primo de la forma 4n + 1 es suma de dos cuadrados.

2. Ningun primo de la forma 4n + 3 es suma de dos cuadrados.
3. Ningtn nimero de la forma 8n + 7 es suma de tres cuadrados.
4. Todo entero positivo es suma de cuatro cuadrados.

Todos estos problemas fueron atacados por los matematicos de épocas
posteriores y algunos de ellos fueron resueltos en el siglo XVIII.

Otro aporte muy valioso de Diofantos fue el estudio de los niimeros
poligonales. Un ntmero es poligonal cuando representa la suma de
los puntos enteros dentro de un poligono. Por ejemplo, los nimeros
triangulares son 1, 3, 6, 10, ... etc. Diofantos obtuvo una férmula para
hallar todos los niimeros poligonales.

La obra de Diofantos ciertamente dio inicio a la teoria de niimeros.
Sin embargo no fue apreciada en toda su magnitud por los matematicos
posteriores. Transcurren varios siglos sin haber algin hecho importante
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en esta area de la matematica, después del impulso vigoroso dado por
los griegos. Hubo de esperar hasta el siglo XVII cuando Pierre de
Fermat y otros, descubren las viejas traducciones de su obra y aprecian
el verdadero valor de sus ideas.

Apartandonos un momento de la Civilizacién Occidental, volvamos
nuestra mirada hacia la antigua China, en donde la matematica ha
alcanzado un cierto desarrollo durante la Edad Media, independiente-
mente de Occidente.

Una figura de gran relevancia en este ambiente, es sin duda el
matemadtico, poeta y arquitecto Ch’in Chiu-Shiao ( 1202 d.c.),
cuya obra mas importante es el libro Shu-shu chiu-chang ( Tratado
de Matemaéticas).

Dicha obra esta dividida en nueve secciones:

1. El analisis indeterminado.

2. Calendario astronémico y cédlculos metereolégicos.
3. Agrimensuria.

4. Métodos de triangulacion en la agrimensuria.

5. Impuesto a las propiedades.

6. Economia.

7. Asuntos militares.

8. Compras y ventas.

9. El comercio de trueque.

Por esta lista tan diversa de tépicos, podemos darnos una idea del
avance de la matematica en China y sus aplicaciones en aquella so-
ciedad. Sin embargo, la parte que nos interesa es el Anélisis Indetermi-
nado en cuyo texto se exponen problemas matematicos que conducen
a sistemas de ecuaciones de congruencia. Estos problemas tienen una
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data muy antigua como el siguiente, que aparecié en un libro de Chin
en el siglo IV d.c.

FExiste una cantidad de cosas que al contarlas de tres en tres, deja
un residuo de dos; al contarlas de cinco en cinco deja un residuo de
tres; al contarlas de siete en siete deja un residuo de dos. Hallar el
numero de cosas.

Este problema se puede plantear usando la notacién de congruencias

z =2 mod 3
z =3 mod b
z=2mod 7

donde x es la cantidad de cosas.

Este es un caso especial del Teorema chino del resto, y Shao nos da la
solucion x = 23, la cual se obtiene mediante un algoritmo desarrollado
por él. No se sabe si los chinos conocian el método general para resolver
este tipo de problemas.

En el ano 622 se inicia la expansion del imperio arabe, cuya hege-
monia en Europa duré cerca de ocho siglos. En pocos anos, los arabes
tomaron las ciudades de Damasco y Jerusalem. En 1641 se produce la
toma de Alejandria, que era el centro cultural y cientifico més impor-
tante de la antiguedad.

Los arabes no tenian al comienzo una cultura matematica propia,
pero se dedicaron a traducir obras de los griegos, persas e hindues a fin
de asimilar esos conocimientos. Por ejemplo, de los indtes tradujeron
el Surya Siddhanta y de los griegos el Almagest de Ptolomeo y Los
Elementos de Euclides.

Hacia el ano 800, el centro cultural de este imperio era Bagdad,
en donde el Califa Al-Manun fundé una casa de sabiduria, la cual era
centro de reunién de matematicos y astrénomos. Uno de estos, Mo-
hamed ibn-Musa al-Khowarizmi, se convertiria en el mas famoso
de todos los matematicos arabes; siendo su influencia tan grande como
la de Euclides entre los griegos.
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Este matematico escribi6 cerca de 6 obras de algebra y astronomia;
la primera de ellas inspirada en el libro Sindhind de los hindies. Su
interés por la ciencia fue muy amplio pues, aparte de matematicas y
astronomia, escribié sobre astrolabios, relojes de sol y geografia. En uno
de sus libros titulado El arte de contar se hace una exposiciéon completa
del sistema de numeracién en base 10, sistema este que fue inventado
por los hindies. Dicho sistema se conocié en Europa gracias a los
escritos de al-Khowarizmi, razén por la cual algunos le atribuyen a los
arabes la invencién de nuestro sistema de numeracion actual, llamado
sistema arabigo o decimal.

La palabra algorismo, empleada a partir de los arabes, en relacion
con las operaciones de suma y multiplicacion en base 10, proviene del
nombre de al-Khowarizmi.

El libro mas difundido de al-Khowarizmi fue el Al-jabr wa’l, palabra
ésta que dio origen al término dlgebra. Este texto fue muy conocido en
Europa y contribuyé a dar a conocer el dlgebra entre los matematicos
medievales, razén por la cual se llama a al-Khowarizmi el Padre del
Algebra.

Comienza este maravilloso libro con una exposiciéon de las princi-
pales propiedades de los niimeros enteros y fraccionarios. Luego re-
suelve muchas ecuaciones, en donde intervienen raices cuadradas y po-
tencias. Es importante mencionar la forma rigurosa y exhaustiva cémo
trabaja este autor, resolviendo todos los casos posibles de ecuaciones
lineales y cuadraticas en una incégnita.

También contiene muchas demostraciones geométricas de ecuaciones
algebraicas, usando el método desarrollado por los griegos, el cual con-
sistia en asociar a un numero la longitud de un segmento lineal y al
cuadrado de un numero el area de un cuadrado.

Hacia la postrimerias de la Edad Media, otro matematico arabe
Al-Kashi produce uno de los libros més completos de matemaética ele-
mental de la antiguedad. Esta verdadera enciclopedia, llamada Miftah
al-Hisab, estaba destinada al uso de calculistas , arquitectos , agrimen-
sores y comerciantes. En la parte de dlgebra se destacan las férmulas
para elevar un binomio a cualquier potencia ( Binomio de Newton).
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También se da la construccion de los coeficientes binomiales a través
del triangulo de Pascal.

En otro de los libros se estudia la teoria de ecuaciones algebraicas
de grado menor o igual a cuatro. Al-Khashi obtuvo férmulas para re-
solver algunas ecuaciones de cuarto grado, lo cual es realmente sorpren-
dente para su época. Anteriormente, otro matematico arabe, Omar
al-Khayyami habia descubierto férmulas para resolver la ecuacién
cubica.

Con al-Khashi se cierra el ciclo de la matematica arabiga. Después
de su muerte en 1436 el imperio musulman comienza a desintegrarse y
desaparece del panorama europeo. A partir de alli comienza una nueva
corriente de la matematica, con el renacimiento, en donde comienzan
a profundizarse los métodos del algebra, motivado por la resolucion de
ecuaciones de grado mayor que tres.

Si bien la teoria de niimeros no muestra ningin avance importante
en este periodo; este desarrollo del dlgebra y la geometria preparara el
camino para los grandes pasos que se daran en el siglo XVII.

Epoca Moderna

Iniciando la nueva era de la matematica moderna, encontramos la figura
de Pierre de Fermat ( 1601-1665) , sin duda el mas grande de los
matematicos del siglo XVII en el area de teoria de nimeros. Es en este
siglo cuando se presencian los mayores avances en casi todas las areas
de matematica, con la invencion del calculo por parte de Issac Newton
y Leibniz , y por otra con el descubrimiento de la geometria analitica
por Descartes y el mismo Fermat.

Se conocen pocos hechos acerca de la vida privada de Fermat, quién
nacié en Beaumont-de-Lomagne en Francia el 20 de Agosto de 1601.
Proveniente de una familia con buena posiciéon econémica, Fermat se
dedicé a estudiar leyes y obtiene la licenciatura en 1631. Luego se
instala en la ciudad de Tolouse en donde ejerce el cargo de Consejero
del Parlamento local. Debido a esto, disponia de tiempo suficiente
para dedicarse al estudio de las obras clésicas de la literatura y la
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matematica. Tenfa un gran dominio de las lenguas: francés, italiano,
espanol, latin y griego. También demostrd cierta inclinacién hacia la
poesia, componiendo versos en latin.

Durante su época de estudiante en Bordeaux volcé su atencion hacia
la matematica, al estudiar en profundidad la obra de Francisco Vi-
eta, quien fue el méas grande algebrista del siglo XVI. Vieta desarroll6
la notaciéon simbdlica del dlgebra, lo cual facilité considerablemente
el manejo de las variables dentro de una ecuacién. Fermat retoma
las ideas de Vieta sobre el tratamiento analitico, de muchos problemas
planteados por los antiguos de Algebra y Geometria. La teoria de ecua-
ciones de Vieta, en donde se analizan las relaciones entre las distintas
soluciones de una ecuacién y la estructura de las mismas, permitio a
Fermat desarrollar un nuevo método llamado Andlisis Reductio. Con
esta herramienta resuelve muchos problemas geométricos de Pappus y
Apolonio, sobre construcciones con regla y compas, planteando ecua-
ciones algebraicas en una variable real.

Fermat estudié profundamente la obra de Diofantos, Euclides y
Apolonio, se interes6é en los problemas planteados por ellos e intento
resolverlos usando los métodos modernos. Este nuevo enfoque fue muy
fructifero para la teoria de nimeros, pues Fermat pudo hallar soluciones
muy generales para muchas ecuaciones Diofanticas, usando métodos de
demostracion suficientemente rigurosos.

Muchos de los resultados de Fermat han llegado hasta nosotros por
las anotaciones que hacia sobre el margen de la Aritmética de Diofan-
tos, traducida por el mateméatico Bachet. También tuvo una extensa
correspondencia con otros matematicos de su época como Mersenne,
Frenicle, Pascal y Carcavi, a quienes les formulaba problemas dificiles
de teoria de ntimeros a manera de reto.

El interés de Fermat en teoria de niimeros no tenia limites: se ocu-
paba de los niimeros primos, niimeros amigables, sumas de cuadrados,
ecuaciones de congruencias y otras cuestiones relacionadas con la ar-
itmética de los enteros.

Demostrando una sagacidad muy superior a la de todos los ma-
tematicos que le precedieron, Fermat descubrié y enuncié el siguiente
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resultado, muy importante
Si p es un numero primo, entonces
a” =1 modp

Este resultado, conocido como el pequeno teorema de Fermat, nos
da el primer test de primalidad conocido para un niimero p. Hoy en dia
se conoce una generalizacién de este resultado en la teoria de grupos.

La intuicion de Fermat para plantear problemas en teoria de nime-
ros, es realmente maravillosa. Algunos de estos problemas los resolvi
usando sus propias técnicas, otros, sin embargo, fueron resueltos por
matematicos de siglos posteriores despiies de haber sido atacados por
los mejores hombres de ciencia de varias épocas.

Veamos algunos de ellos, propuestos en varias cartas a Carcavi

1. Todo nimero primo de la forma 4n+1 se puede escribir como
suma de dos cuadrados.

2. Todo nuimero natural se expresa como suma de cuatro cuadrados.

3. La ecuacién
2 —dy* =1

tiene infinitas soluciones.

Fermat hall6 demostraciones correctas para los problemas 1) y 3),
sin embargo no pudo hallar una demostracién general para el 2). Este
fue resuelto dos siglos después por Lagrange.

El problema mas famoso planteado por Fermat, quizas el mas fa-
moso de toda la matematica, es el Gran Teorema de Fermat. Este
consiste en probar que la ecuacion

no posee solucion para x, y, z numeros enteros, si n > 3.
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Para n=2, esta ecuacion se reduce a la ecuacién pitagérica, de la
cual ya hemos hablado.

Fermat dijo que él tenia en su poder una prueba maravillosa de
tal teorema, pero nunca la dejé escrita. Muchos matématicos dudan
que esto sea cierto debido a la dificultad del teorema, por una parte, y
porque Fermat dio una demostracién para el caso particular n = 4, de
la cual se sentia muy orgulloso, en donde desarrolla un nuevo método
de prueba llamado Descenso al Infinito.

El Teorema de Fermat ha llamado poderosamente la atencién de los
mejores matematicos de todas las épocas. Si bien ha sido atacado du-
rante mas de tres siglos no ha podido resolverse completamente. En los
intentos por hallar una solucién a este misterio se ha producido mucha
matematica, con la apariciéon de nuevas técnicas muy sofisticadas, como
lo son la teoria de niimeros algebraicos y la geometria algebraica, entre
otras.

La demostracion del caso n = 3 , descubierta por Euler un siglo
mas tarde, es muy complicada y utiliza técnicas desconocidas para la
época de Fermat.

En 1847, E. Kummer probé que el teorema de Fermat es cierto
para todo n < 100. Recientemente, en 1977, S.S. Wagstaff usando
métodos de computacion, probd que el teorema es cierto para todo
primo p , con p < 125.000. Finalmente, hay que mencionar a Andrew
Wiles quien en 1993 parece haber hallado una demostracion de dicho
teorema.

Después de Fermat, la teoria de numeros permanecié sin muchos
progresos por un siglo, hasta la llegada del gran matemético suizo
Leonhard Euler, quien nacié en 1707 en Basilea. A la edad de 14 anos,
ingresa a la Universidad de Basilea, en donde recibe clases del célebre
matematico Johan Bernoulli I. Demostrando su genialidad desde tem-
prana edad, publica su primer resultado sobre matematicas a los 18
anos.

En 1726 es llamado a la Academia de San Petersburgo, donde se le
ofrece un cargo de profesor. Alli, ademas de ensenar matemaéticas,
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investiga mucho en ciencias aplicadas como fisica, ingenieria, nave-
gacién, construccion naval y cartografia. Luego, en 1741, se traslada
a la Academia de Ciencias de Berlin, invitado por el Rey Federico el
Grande de Prusia. En esta academia permanecio hasta 1766 cuando la
Reina Catalina IT de Rusia lo llama nuevamente a la Academia de San
Petersburgo, donde permanece hasta su muerte en 1783.

La vida de Euler fue una de las més fructiferas que haya tenido
matematico alguno. Fue un escritor infatigable: jsu obra completa al-
canza mas de 70 volumenes! Lo mas asombroso es la gran cantidad
de articulos escritos en los tltimos diez anos de su vida cuando estaba
ciego. Ademds de estos articulos, Euler escribié un libro llamado In-
troduccion al Andlisis Infinito que se puede considerar como el primer
libro del andlisis moderno y que tuvo mucha influencia en la evolucién
de la matemadtica posterior a él.

Gracias a Euler tenemos la notacién moderna que utilizamos hoy en
dia en: series, numeros complejos, sumatorias potencias, exponenciales
y muchas funciones de la matematica. Euler recopilé todos los resul-
tados que se conocian en teoria de niimeros, que se hallaban dispersos
en cartas y pequenos articulos, dandoles una nueva apariencia con las
notaciones modernas.

En el campo de la teoria de nimeros, Euler inicié una nueva etapa
en esta area, al probar algunos teoremas usando métodos del anélisis.
Esta nueva rama iniciada por Euler se conoce con el nombre de teoria
analitica de numeros. A manera de ejemplo, mencionaremos su de-
mostracion de la infinitud de los nimeros primos, la cual se basa en
demostrar que la serie

Z 1
p

diverge, donde p recorre el conjunto de los nimeros primos.

Es importante destacar la labor realizada por Euler, al continuar la
obra de Fermat, resolviendo algunos problemas dificiles planteados por
este ultimo. Asi pues, Euler probé en forma general el pequeno teorema
de Fermat, el cual ya hemos mencionado, y ademés dio un resultado
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mucho maés general, para lo cual introdujo una nueva funcién en los
nimeros enteros. Si n es un entero positivo, entonces la funcion ¢ de
Euler, aplicada a n, es un ntimero entero positivo ¢(n) el cual es igual
al nimero de enteros z, 1 < x < n que son primos relativos con n. El
teorema del cual hablamos, llamado Teorema de Euler, establece

a®™ =1 mod n
para todo entero a.

Euler poseia una capacidad de calculo extraordinaria, muy superior
a la de cualquier matématico de su época. Fermat habia supuesto que
todo numero de la forma
2% +1

siempre es primo, para cualquier n.

Este resultado lo comprobé el mismo Fermat, para los valores de
n =1, 2, 3, 4. Sin embargo Euler probé que para n= 5 el resultado es
falso, mostrando la factorizacién

92" 1 1 = 4.294.967.297 = 6.700.417 x 641

resultado este, que habla por si sélo de las habilidades de Euler para
factorizar niimeros compuestos bastante grandes.

Durante el siglo XVIII, gracias a la obra de Euler y los hermanos
Bernoulli, la matematica demostro su poder de aplicacion a otras ramas
de la ciencia como la astronomia, mecanica, hidraulica,...etc. Uno de las
figuras mas importantes en este periodo fue Joseph Louis Lagrange,
de quien se puede afirmar, a través de sus obras, fue el mas grande de
los matematicos del siglo XVIII.

Lagrange nace en Turin, Italia en 1736 y muere en Francia en 1813.
Desde joven se interesé en las lenguas clésicas: latin y griego, pero
también tuvo un fuerte interés en la matematica, razén por la cual,
lo vemos como profesor de Artilleria en Turin a los 19 anos de edad.
En 1766, ayudado por d’Alembert, obtiene un puesto en la Academia
de Berlin, hasta 1787 cuando ingresa a la Academia Francesa en Paris
donde permanecié hasta su muerte en 1813.
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La obra de Lagrange esta claramente marcada en estos tres periodos
en donde fijo su residencia. Los dos primeros periodos; el de Turin y
Berlin, fueron de mucha actividad cientifica. Comenzando en 1745 con
el descubrimiento del calculo de variaciones y la posterior aplicacién de
este a la mecanica en 1756. El también trabajo en mecanica celeste en
esta época, estimulado por los concursos de la Academia de Ciencias
de Paris.

En 1762 se establece una competencia cientifica, cuando la Academia
formula la siguiente pregunta: ; Cémo se puede explicar fisicamente
que La Luna siempre presenta la misma cara hacia La Tierra? En 1763
Lagrange envia una memoria a la Academia titulada ” Investigaciones
sobre la liberacion de La Luna, en donde se ataca el problema propuesto
por la Real Academia de Ciencias’. En este trabajo, Lagrange da una
explicacién satisfactoria sobre los movimientos de La Luna.

Mas tarde en 1766 la misma Academia propone otra pregunta: ;Co-
mo se explica matematicamente, el movimiento de los cuatro satélites
de Jupiter? Nuevamente Lagrange envia una memoria, dando una ex-
plicacién correcta de este hecho y la cual resulté ganadora del concurso.

Durante su estadia en Berlin en 1770, Lagrange expone ante la
Real Academia uno de sus mejores resultados en teoria de nimeros:
Demostracion de un teorema de aritmética, en donde demuestra un
problema que habia sido planteado por Fermat, y atacado por Euler y
otros matematicos sin ningun éxito. El problema consiste en probar:
Todo nimero natural puede ser representado como suma de cuatro
cuadrados.

En esta misma linea de investigacién, aparece en 1771 una demos-
tracién de un teorema propuesto por Wilson :

p es un numero primo si y sélo si (p — 1)! + 1 es un multiplo de p.

Finalmente mencionaremos los trabajos de Lagrange sobre la Ecua-
cién de Fermat ( o Ecuacién de Pell)

?—dy? =1
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Lagrange da una prueba completa de que esta ecuaciéon posee in-
finitas soluciones, para lo cual desarrolla toda la Teoria de Fracciones
Continuas, que habia sido iniciada por Euler. Esta ecuacién posee un
grado de dificultad superior a las otras ecuaciones diofanticas, tratadas
por Fermat y Euler. Si esta ecuacién se factoriza, entonces tendremos

(= Vdy)(z + Vdy) = 1

lo cual plantea la necesidad de trabajar con nimeros de la forma a +
bV/d, los cuales eran un misterio para los mateméaticos de la época.

Si el par (z,y) es solucién y ademés z e y son suficientemente
grandes, entonces el cociente z/y es una aproximacién de Vd. El
método de aproximacion de numeros irracionales mediante una fraccién
continua, nos proporciona todas las soluciones de la ecuacién de Fer-
mat, esto lo demuestra Lagrange en su trabajo. Los métodos usados
por Lagrange, la forma de escribir las demostraciones en forma clara y
concisa, y el empleo de una légica rigurosa hacen de este articulo una
de las paginas mas brillantes en toda la teoria de niimeros.

Los anos que Lagrange paso6 en Paris, fueron dedicados a la docencia,
escritura de obras didacticas y la publicacion de grandes tratados de
matematica. Todo esto contribuyé a darle a esta ciencia una nueva
vision, a partir del siglo XIX. Lagrange tuvo una participacion muy
activa en todas las reformas cientificas y educativas que se originaron
durante la Revolucion Francesa.

En Mayo de 1790, la Asamblea Constituyente decreté la unificacién
del sistema de pesas y medidas, y le dio a la Academia de Ciencias la
tarea de buscar un sistema con una base Unica y que seria usado por
todos los pueblos de la humanidad. Esta comision, en la cual estaba
Lagrange junto con otros cientificos notables de la época, propuso el
sistema de pesos y medidas en base 10, o decimal, el cual utilizamos en
la actualidad.

Lagrange fue uno de los fundadores de la Escuela Normal y de la
Escuela Politécnica de Paris, las cuales existen hoy en dia. Estos dos
centros han dado grandes aportes en el campo de la matematica, tanto
en el siglo pasado como en el actual.
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Uno de los matematicos contemporaneos de Lagrange, cuya obra
tuvo mucha influencia en el desarrollo posterior de la teoria de nimeros,
fue Adrien-Marie Legendre (1752- 1833). En 1782 gand el premio
de la Academia de Berlin con una memoria sobre balistica. Esta trabajo
llamé la atencion de Lagrange, quien se intereso de inmediato en la obra
de este joven matematico.

Legendre trabajé en las areas de funciones elipticas, mecanica ce-
leste y teoria de ntmeros. En 1798 publicé un obra titulada Ensayo
sobre la teoria de numeros en donde aparecen una serie de resultados
importantes, sobre la representacién de un niimero primo por una forma
cuadratica del tipo : 22 + ay®. En este trabajo se establece por vez
primera la famosa Ley de Reciprocidad Cuadrdtica, la cual fue probada
en forma definitiva por Carl. F. Gauss.

Si p es un nimero primo y a es un entero positivo, entonces Legendre
define el simbolo: (%) llamado simbolo de Legendre, el cual es igual a
1, si a es un residuo cuadratico modulo p, y -1 en el caso contrario. La
ley de reciprocidad cuadratica establece entonces:

Si p y q son dos niimeros primos, se tiene

() -

Con el inicio del siglo XIX aparece la figura de uno de los matema-
ticos mas grandes de todos los tiempos , quizas el mas grande de todos,
como lo fue el mateméatico aleman Carl Friedrich Gauss ( 1777-1855),
llamado con justa razén: El Principe de los Matematicos.

En 1795, bajo el patrocinio del Duque de Brunswick, entra en la Uni-
versidad de Gotingen. El 30 de Marzo de 1796 a la temprana edad de
19 anos, da muestra de su genio matematico al resolver uno de los pro-
blemas més antiguos (més de 2000 anos) planteado por los mateméticos
griegos, sobre la construccién de poligonos regulares con regla y compas.
Gauss probd que se puede construir con regla y compas el poligono de
17 lados.

En forma mas general, Gauss probd el siguiente resultado, usando
las raices de la ecuacién

l4+o+22+... +2771=0
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Se puede construir con regla y compas el poligono de n lados, si y
solo si

nz?kpl...pr

donde los p; son primos de la forma
pi=2"+1

Unos dias mas tarde, el 18 de Abril de 1796, Gauss dio la primera
prueba completa de la Ley de Reciprocidad Cuadratica, la cual habia
descubierto ¢l mismo, independientemente de Legendre.

Otro resultado importante de Gauss, es la demostraciéon de Teo-
rema Fundamental del Algebra, del cual d’Alembert habia dado una
demostracion, pero incompleta. Mediante este teorema se prueba la
existencia de raices complejas para cualquier polinomio con coeficientes
en los complejos.

Su obra mas famosa es Disquisitiones Arithmeticae, publicada en
1801, en donde Gauss sienta las bases de la teoria de nimeros, como
una de la disciplinas més sélidas y ricas de la matematica.

Gran parte de las Disquisitiones, estan dedicadas al estudio de las
formas cuadraticas binarias, iniciado por Legendre. Dicha teoria se
expresa de manera mas natural dentro de la moderna teoria de ideales
de cuerpos cuadraticos, descubierta por Dedekind.

Estos cuerpos cuadraticos son de la forma
Q(Vd)={a+bVd|ab e Q}

Si I, es el anillo de enteros algebraicos de Q(v/d) , entonces Gauss fue
el primero en determinar para cuales d negativos, I; es un dominio de
ideales principales. Esto ocurre sélo en los casos

d=-1,-2,-3,-7,-11, -19, -43, -67 y -163.
Esta conjetura fue comprobada en 1975 por A.Baker y H. Stark .

Ademas Gauss conjeturd que existen infinitos d > 0 para los cuales
14 es un dominio de ideales principales. Esto no se ha podido demostrar
hasta el presente.
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En 1807 Gauss fue designado Director del Observatorio de Gétingen,
debido al éxito de sus investigaciones en astronomia, actividad ésta que
compartié con la mateméatica durante toda su vida. En 1801 mediante
unos calculos asombrosos permitié redescubrir el planetoide Ceres, que
habia desaparecido de la vista de los astrénomos.

En Gotingen paso los tltimos 50 anos de su vida, trabajando como
profesor de matematicas e investigador, hasta su muerte en 1855. La
obra de Gauss gener6 toda una nueva corriente de pensamiento den-
tro de la teoria de nimeros, que nos conduce a la teoria de nimeros
algebraicos. Los herederos de la tradicién de Gauss han sido Dirichlet,
Dedekind, Kummer y Minkowsky , mateméticos éstos del siglo pasado
y comienzos del actual, que generalizaron muchos de sus resultados.

La teoria de nimeros ha tenido un desarrollo muy vigoroso a partir
de entonces, con la introduccién de nuevas técnicas como las teorias de
ideales, formas cuadraticas, formas modulares, ... etc y ha permitido
resolver muchos problemas de teoria de nimeros elemental, que eran
intratables con los métodos clasicos.



Capitulo

1

Los Numeros Enteros

1.1 Introduccidon

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de los nimeros enteros
los cuales son el punto de partida de toda la teoria de ntimeros. Es-
tudiaremos una serie de propiedades basicas de este conjunto, que son
fundamentales para el posterior desarrollo de esta materia, como lo son
el algoritmo de la divisién y el teorema de la factorizacion tnica.

Advertimos al lector sobre la necesidad de estudiar cuidadosamente
el material expuesto en todas estas secciones de este capitulo, antes de
pasar a los siguientes.

El enfoque usado en estas notas consiste en exponer inicialmente las
propiedades basicas de los enteros, y a partir de éstas, ir deduciendo
propiedades més avanzadas, como proposiciones, teoremas,..etc. En
ningtin momento nos planteamos dar un tratamiento formal y riguroso
del tema de los ntmeros enteros, cosa que esta fuera del alcance de
este curso. Para un estudio completo acerca de la construccion de los
enteros a partir de los naturales, ver [1].

1.2 Definiciones Basicas

Supondremos que el lector esta familiarizado con la notacién de con-
junto y ademas maneja los conceptos de pertenencia, inclusién, unién
e interseccion.

Definicién 1.2.1 Sean A y B dos conjuntos, una funcién de A en

B, es una ley que asocia a cada elemento a de A, un unico elemento b
de B.
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Usamos la letra f para indicar la funcién, o bien el simbolo
f: A — B. El elemento b se llama la imagen de a bajo la funcién f,
y serd denotada por f(a).

Definicién 1.2.2 Sea f : A — B una funcion y E un subconjunto
de A, entonces la Imagen de E bajo f es el conjunto

f(E)={be B|b= f(c), para algin c en E}.
Es claro que f(FE) es un subconjunto de B.

Definicién 1.2.3 Sea f: A — B una funcion y G es un subconjunto
de B, la imagen inversa de G bajo f es el conjunto

[7H(G)={de A| f(d) € G}.

Definicién 1.2.4 Una funcion f: A — B se dice Inyectiva si para
todo b en B, f~1({b}) posee a lo sumo un elemento.

Observaciéon: Otra forma de definir la inyectividad de una funciéon es
la siguiente: Si cada vez que tengamos un par de elementos a y b en
A, entonces si estos elementos son diferentes, sus imagenes deben ser
diferentes.

Ejemplo: La funcién F' : IN :— IN, donde IN denota al conjunto de
los nimeros naturales, dada por F(n) = 2n, es inyectiva. ;Podria el
lector dar una demostracién de este hecho?

Definicién 1.2.5 Sea f : A — B una funcion. Diremos que f es
Sobreyectiva si f(A) = B.

Observacién: El conjunto imagen de A, se llama también el rango
de la funciéon. Luego f es sobreyectiva si su rango es igual al conjunto
de llegada.

Ejemplo: La funcion del ejemplo anterior no es sobreyectiva ; Porqué?

Ejemplo: Sea g : N — IN dada por g(n) = n + 1. Entonces esta
funcién tampoco es sobreyectiva. Sin embargo si denotamos por Z
al conjunto de los enteros y G : Z — Z, mediante G(z) = z + 1,
entonces G si es una funcién sobreyectiva.
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Definicién 1.2.6 Una funcion f: A — B se dice biyectiva si f es
myectiva y sobreyectiva.

Definicién 1.2.7 Sea A un conjunto cualquiera, una relaciéon en A,
es un subconjunto R del producto cartesiano A x A.

Si el par (a,b) estd en R, diremos que a esta relacionado con b,
y lo denotamos por a ~ b, 6 aRb.

Definicién 1.2.8 Una relacion R sobre A, se dice que es de equiva-
lencia, si satisface las tres condiciones

1. Reflexiva
a ~ a para todo a en A.

2. Simétrica
a ~ b implica b ~ a, para todos a y b en A.

3. Transitiva
Sta~byb~ c, entonces a ~ c, para todos a, b y c en A.

Para cada a en A, el conjunto
[a] ={be A|b~a}
se llama la clase de equivalencia de a.

Definicién 1.2.9 Una operacion binaria sobre un conjunto A, es
una funcion g: A x A — A.

La imagen del elemento (a,b) bajo la funcién g se denota por a * b.

Ejemplos de operaciones son la suma y producto de nimeros en-
teros. También se pueden definir operaciones en forma arbitraria. Por
ejemplo, si IN es el conjunto de niimeros naturales, podemos construir
la operacion

x : INXIN—IN
(a,b) — axb=ab+ 1.
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1.3 Propiedades de los Enteros

Nosotros supondremos que el lector esta familiarizado con el sistema
de los nimeros enteros ...—2,—1,0,1,2,3,..., el cual denotaremos por
Z , asi como también, con las propiedades bésicas de adicién y multi-
plicacién. Podemos dar algunas de estas propiedades como axiomas y
deducir otras, a partir de las primeras, como teoremas.

I) Axiomas de Suma

Existe una operacién binaria en Z, llamada la suma de enteros,
la cual sera denotada por + y satisface :

1.

Cerrada
Para a y b ntimeros enteros, a + b es un ntimero entero

Conmutativa
a+ b= b+ a, para todos a y b enteros .

Asociativa
(a+0b)+c=a+ (b+c), para todos a, b y ¢ enteros.

Elemento neutro
Existe un elemento en Z llamado el cero, el cual se denota por
0, y satisface:

O+a=a+0=a

para todo a entero.

Elemento opuesto
Para todo a en Z existe un elemento, llamado el opuesto de a, el
cual denotamos por —a, y que satisface:

a+(—a)=—-a+a=0

IT) Axiomas de Multiplicacién

Existe una operacién binaria en Z, llamada producto de niime-
ros enteros, la cual se denota por -, y satisface:
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1. Cerrada
Para a y b nimeros enteros, a - b es un nimero entero

2. Asociativa
Para a, b y c enteros

a-(b-c)=(a-b)-c

3. Conmutativa

Para a y b enteros
a-b=>b-a

4. Elemento neutro
Existe un entero, llamado el uno y denotado por 1, tal que para
todo entero a se tiene

IIT) Axioma de distributividad
Para a, b y ¢ enteros se cumple que

(a+b)-c=a-c+b-c
a-(b+c)=a-b+a-c

Antes de pasar a ver otros axiomas de los nimeros enteros, como
son los axiomas de orden, necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 1.3.1 Una relacion de orden en un conjunto A, es una
relacion R sobre A, con las siguientes propiedades:

1. Propiedad simétrica
Para todo a en A, se verifica aRa.

2. Propiedad Transitiva
Para a, b y c en A se verifica: Si aRb y bRc, entonces aRc

3. Propiedad antisimétrica
St aRb y bRa entonces a = b.
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Ejemplo: La relaciéon “Menor o igual que”, en el conjunto de los en-
teros, es ciertamente, una relacién de orden. Esto puede ser verificado
sin ninguna dificultad por el lector.

A continuacion daremos una forma, quizds un poco rigurosa, de
introducir esta relacion, usando la suma de enteros y la existencia de
un conjunto P. ( Conjunto de enteros positivos).

IV) Axiomas de Orden
Existe un conjunto de enteros, llamados enteros positivos, el cual
denotaremos por P,y que satisface:

1. Para todos ay ben P, a+ by a.bestian en P.
2. 1 estaen P.

3. Ley de tricotomia
Para todo entero a se tiene una y sélo una de las siguientes:

i) a estd en P, ii) —a estd en P, iii) a = 0.

Usando los axiomas de orden, se define la siguiente relacion en el
conjunto de los enteros:

Definicién 1.3.2 Sean a y b dos enteros, diremos que a es menor o
igual que b, y lo denotamos por a < b, si y solo si b — a es positivo o
cero.

Definicién 1.3.3 Sean a y b dos enteros, diremos que a es menor
que b, y lo denotamos por a < b si y solo sia <bya#b.

También diremos que: a es mayor o igual a b, y lo denotamos por
a > b si b es menor o igual que a.

Igualmente, diremos que a es mayor que b, y se denota por a > b,
si b es menor que a.

Observacion: El conjunto P de enteros positivos es igual al conjunto
de los nimeros naturales IN = {1,2,3,...}, como veremos a continua-
cion:
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Notemos en primer lugar que 1 estd en P (Axioma 2 de orden). Por
la primera parte del axioma 1, se sigue que 2 = 1 + 1, también estd en
P. De igual manera 3 = 2+ 1, esta en P, ... y asi sucesivamente. De
esta forma se concluye que el conjunto de los niimeros naturales estd en
P. jHabran otros elementos en P ademas de estos? La respuesta a esta
pregunta, la podremos obtener como una consecuencia del teorema del
minimo elemento.

1.4 Axioma del Elemento Minimo

Los axiomas estudiados hasta ahora no son suficientes para carac-
terizar el conjunto de los niimeros enteros, en el sentido de determinar,
sin ningun tipo de duda, todas y cada una de sus propiedades. A ma-
nera de ejemplo, la propiedad de infinitud de los enteros, no se puede
derivar de ninguno de los axiomas o propiedades antes vistas. De aqui
se concluye que es necesario incluir mas axiomas, si se quiere tener
un sistema completo, suficientemente bueno como para deducir, esta y
otras propiedades que caracterizan a los enteros.

Definicién 1.4.1 Sea A un conjunto no vacio de Z , entonces diremos
que un entero a es una cota superior para A, si se cumple:

n < a, para todon en A .

Definicién 1.4.2 Diremos que un conjunto A esti acotado supe-
riormente, si A posee una cota superior.

Definicién 1.4.3 Sea A un conjunto no vacio de Z. Un elemento a

del conjunto A se dice elemento maximal , si n < a para todo n en
A.

Observaciéon: La diferencia entre las definiciones 1.4.1 y 1.4.3 radica
en lo siguiente: Un conjunto A de enteros puede tener una cota superior
a, pero, posiblemente a no es un elemento del conjunto A, por tanto a
no es un elemento maximal.
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Definicién 1.4.4 Sea A un conjunto no vacio de Z . Un entero b se
llama cota inferior para el conjunto A, si se cumple:

b <z, para todo x en A

Definicién 1.4.5 Sea A un conjunto no vacio de Z. Un elemento a
de A se llama elemento minimal( o elemento minimo ), si satisface:

a <x, para todo v en A .

La misma observacién que hicimos para el elemento maximal, se
aplica al elemento minimal.

’Axioma del minimo elemento

Todo conjunto no vacio de niimeros enteros positivos, posee un ele-
mento minimal.

El axioma del minimo elemento, es equivalente a otro axioma, lla-
mado Principio de Induccion, el cual damos a continuacion:

’ Principio de Induccién

Sea P(n) una proposicién que depende de un entero positivo n, y
supongamos que:

1. P(1) es cierta.

2. Si P(k) es cierta, para un entero k, entonces P(k+ 1) también es
cierta.

Luego P(n) es cierta para todo entero positivo n.
A partir del principio de induccién es posible probar una gran can-
tidad de férmulas o identidades, que involucran un nimero positivo

n.

Ejemplo: Probar la férmula:
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1
1+2+3+...+n=”(";) (1.1)

Demostracién:

A fin de utilizar el principio de induccién, haremos una proposiciéon
que depende de n, y la llamaremos P(n). Luego probaremos que esta
proposicion satisface las condiciones 1) y 2) del principio, con lo cual
se estard verificando para todo n. Por lo tanto hacemos:

P(n) = “la férmula (1.1) vale para todo n”.

Notemos en primer lugar, que P(1) se reduce a afirmar lo siguiente:

MERICED)

lo cual es evidentemente cierto.
Sea ahora, k un entero y supéngase que P(k) es cierto, esto es:

k(k+1)

1+24+3+...+k= 5

Partiendo de esta ecuacion, y sumando k + 1 a ambos lados, se tiene

k(k +1)

14243+ +k+(k+1)= + (k+1)

Luego podemos sumar los dos términos en el lado derecho de la ecuacién
para obtener:

(k+1)(k+2)
2

1424+3+...+k+(k+1) =

Vemos entonces que esta tultima férmula es igual a (1.1), con
n = k+ 1. Por lo tanto P(k + 1) es cierto, si se asume que P(k)
es cierto. Esto, unido a la veracidad de P(1), nos permite afirmar la
validez de P(n) para todo n.

)
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Ejemplo: Consideremos el tridngulo de Pascal:

donde todos los elementos situados sobre los lados oblicuos son iguales
a uno, y cada elemento interior es igual a la suma de los dos elementos
adyacentes sobre la fila anterior.

Podemos denotar por C(n,r) al elemento del tridngulo de Pascal
situado en la fila n y en la posicién r (dentro de esta fila).

Luego se tendra
C(0,0) =1

C(1,00=1, C(1,1)=1
C2,00=1, C2,1)=2, C(@2,2)=1

y asi sucesivamente.
En general se tiene la férmula

C(n,r)=Cn—1,r—1)4+C(n—1,r)

Este tipo de férmula, en donde un elemento se define en funcion
de los anteriores se llama férmula de recurrencia. La posibilidad
de definir elementos enteros mediante esta técnica de la recurrencia se
debe al principio de induccién, ver [1].

Existe otra forma de expresar los coeficientes del triangulo de Pascal,
explicitamente en funcién de n, la cual probaremos usando induccion.
Mas precisamente:



1.4. Axioma del Elemento Minimo 11

Proposicién 1.4.1 Sin es un entero positivo, entonces se tiene

|
C(n,r) = S 0<r<n. (1.2)

(n—r)r

Demostracién:

Denotaremos por P(n) la proposicién (1.2), y probaremos que P(n)
es cierta para todo n, usando el principio de induccién.
El primer paso de la induccion corresponde a n = 0, lo cual nos da:

0!

L=0C0.0 = 550

siendo esto cierto, se tiene que P(0) es cierto.
Sea n un entero positivo cualquiera, y supongamos que la relacion
(1.2) sea cierta. Luego debemos probar P(n + 1):

(n+1)!

1) 0<r<n+1

Cln+1,r)=

Sea r entero positivo, 0 < r < n + 1. Luego usando la férmula de
recurrencia para C'(n + 1,7) se obtiene:

Cn+1,7r) = C(n,r)+C(n,r—1)

B n! N n!
 n=r)l! T (n—r+ D! (r—1)!
(r+1)!
(n+1—=n7)r!
Si r =0, se tiene:
(n+1)!
C 1,0)=1=
(n+1,0) (n+1-0) o0
Sir=n+1 se tiene:
(n+1)!

Cn+1l,n+1)=1=

(n+1)—(n+1)! (n+1)!
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Por lo tanto, hemos demostrado la veracidad de P(n + 1), a partir
de la veracidad de P(n) . Luego la férmula (1.2) es cierta para todo n.

)

Observacién: Los nimeros C'(n, r) son los coeficientes de la expansion
del binomio (z + y)™ y por ello se les llama coeficientes binomiales

Ejercicios

1) (Binomio de Newton) Sean z e y nimeros reales cualesquiera y sea
n un entero positivo. Probar

w3 (7)o

r=1

2) La sucesién de Fibonacci. La sucesion a,, definida por recurrencia
ap=0,a1=1...,a,41 = ap+a,_1, se denomina sucesion de Fibonacci.
Demostrar, usando induccién sobre n, que el término general de esta
sucesion viene dado por:

(7)) w2

NAUP NP

Ay =

3) El Nimero de Oro:

El ntimero ¢ = (H—Q\/g) que aparece en la sucesion de Fibonacci, se

llama el Numero de Oro y posee propiedades muy interesantes. Este se
obtiene como el cociente de los lados del rectangulo de lados a y b, tal
que es proporcional al rectangulo de lados b, a + b. Esto es

b_a+b

a b

b
Probar que el radio — es igual a .
a
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4) Si a,, es el término enésimo de la sucesién de Fibonacci, probar

. Ap41
lim =

n—oo an

5) Usando el principio de induccién, probar las férmulas

nn+1)2n+1)
6

2. 1434+54+7+...42n—1=n?

1. 14+22432+... 4+n*=

3.1 4+24+22 4234+, 4 2vl=02n_1

6) Probar

7) Probar

() () e () =)

8) Probar que no existe un nimero entero = con la propiedad:
0<z <l

Ayuda: Suponiendo que tal x exista, consideremos el conjunto de en-
teros positivos {x,z2, ...}, el cual es distinto del vacio y no tiene ele-
mento minimal. Esto contradice el axioma del minimo elemento.

9) Usando el ejercicio anterior, probar que si n es un ndimero entero

cualquiera, entonces no existe entero x con la propiedad:

n<r<n+1

10) Probar el principio de induccién a partir del principio del minimo
elemento.

11) Probar que el conjunto de los nimeros enteros no esta acotado
superiormente.
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12) Probar que en Z valen las dos leyes de cancelacién, es decir, para
todo a, by cen Z, con a # 0, se tiene

ab=ac=b=c
ba =ca = b=c
13) Probar que si a y b son dos enteros diferentes de cero, entonces
ab=0=—=a=0 6 b=0
14) Demuestre que no existe un entero a # 0, con la propiedad.

a+x=ux,

para todo x entero.

15) Probar que toda funcién inyectiva f : A — A, donde A es conjunto
finito, es sobre.

16) Demuestre que cualquier elemento a € Z satisface:
i) a™.a” = a™tm
i1) (™)™ = a™™,
para todos m y n enteros.

17) Una particién en un conjunto A, es una familia de subconjuntos
{A;} de A, tales que.

i) A;NA; # 0, parai # j.

i>1

Probar que toda relaciéon de equivalencia en A determina una par-
ticién
18) Demuestre que cualquier conjunto de niimeros enteros acotado su-
periormente posee un maximo.

19) Demuestre que si a es un entero positivo y b es un entero negativo,
entonces ab es negativo.

20) Demuestre que si a y b son impares, entonces su producto es un
nimero impar.
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1.5 Maximo Comun Divisor

En esta seccidén estudiaremos el famoso teorema de la division de los
nimeros enteros, y algunos resultados importantes que se derivan del
mismo.

Teorema 1.5.1 Sea a un entero positivo, y b un entero arbitrario. En-
tonces existen enteros p y q, unicos, tales que

b=qa+r, 0<r<a.

El entero q se llama el cociente y r se llama el resto

Demostracién:

Primero, probaremos que ¢ y r existen, y posteriormente, probare-
mos que ellos son tnicos.

En primer lugar, si b = 0, tomamos ¢ = r = 0.

Sea b distinto de cero y consideremos el conjunto

D = {b—wua | u es un entero}

Este conjunto contiene enteros positivos, pues si b > 0, basta tomar
u = 0.

Si por el contrario b < 0, hacer u = b, con lo cual b — ba > 0, y
b—ba e D.

Por lo tanto el conjunto D, de elementos no negativos de D es
diferente del vacio.

Por el axioma del minimo elemento, este conjunto posee un elemento
minimal r el cual pertenece a DV.

Asi pues, existe un entero ¢, tal que

r=>b-—qa,

o bien
b=qa+r, 0<r.

Si suponemos r > a, se tiene r — a > 0 y por lo tanto

b—ga—a=0b—(qg+1)a>0.
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Esto es,
b—(q+1ae D"

b—(g+1)a<r,

lo cual contradice la minimalidad del elemento r. Luego se debe tener
r < a.

Unicidad:
Supongamos que existen otro par de enteros ¢’ y r’ los cuales satis-
facen
b=da+1r, 0<7 <a.

Probaremos que ¢ = ¢ , para lo cual supondremos que ¢ > q.
Luego se tiene

O0=b—b=(da+7r)—(qa+71)=(¢ —qa— (r—1"),
de donde se obtiene

d—q@a=r—7r">a
lo cual es una contradiccién, pues r—r’ < a. Similarmente si suponemos
g > ¢ llegamos a la misma contradiccién. Por lo tanto, se debe tener
qg=¢,y de esto se sigue r = 1’.

)

Definicién 1.5.1 Sea a un entero positivo, y b un entero cualquiera.
Diremos que a divide a b, y lo denotamos por a | b, si existe otro
entero ¢ tal que b = ac.

También se dice que b es divisible por a, o bien a es un divisor
de b. El concepto de divisibilidad es uno de los mas importantes en
toda la teoria de ntumeros. Uno de los problemas ain no resueltos,
consiste en hallar todos los divisores de un niimero cualquiera dado.

Algunas de las propiedades basicas de la divisibilidad, se exponen
en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.1 Sean a, b y ¢ enteros distintos de cero. Entonces
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4. Stalbyb]|c, entoncesa]| c.
5. Sia|buyalc, entonces a | bx + cy, para todo par de enteros x e
v.
Demostracion:
Ejercicio. '

Definicién 1.5.2 Sean a y b dos enteros positivos. Un entero positivo
d, se dice Maximo Comun Divisor entre a y b, si y solo si satisface

1.d|ayd]|b

2. Si ¢ es otro entero positivo con la condicion :

cla y c¢|b, entonces c|d.

El entero positivo d, se denota por d = (a,b). De acuerdo a la
definicion, se tiene que el Maximo Comun Divisor d, es el mayor de los
divisores comunes de a y b.

Ejemplo: Hallar el Maximo Comun Divisor entre 12 y 18.
En primer lugar, buscamos por tanteo, todos los divisores comunes
de ambos nimeros

Divisores de 12 : 1, 2, 3, 4, 6 y 12.
Divisores de 18 : 1, 2, 3, 6, 9 y 18.
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Es evidente que el mayor divisor comin es 6, y por lo tanto con-
cluimos

(12,18) = 6.

Existe un método practico para calcular el Maximo Comun Divisor
entre dos numeros, el cual estda basado en el algoritmo de division. Este
método, llamado Método de Euclides para el M.C.D. consiste en
una serie de divisiones sucesivas y, el Maximo Comun Divisor se obtiene
como uno de los restos en el proceso de division. Ademas de dar una
forma constructiva de calcular el M.C.D., permite al mismo tiempo dar
una demostracién de la existencia de éste.

Teorema 1.5.2 Método de Euclides
Dados dos enteros positivos a y b, el Mdzimo Comain Divisor entre
ellos, d = (a,b), siempre eziste.

Demostracién:

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que b > a > 0. Luego
por el teorema de division, existen enteros ¢; y r; tales que

b=qa+r, 0<r <a.

Si r; = 0, entonces b = gia y por lo tanto (b,a) = a, con lo cual
queda demostrado el teorema.

Si r # 0, podemos aplicar de nuevo el teorema de la divisiéon, para
obtener un par de enteros ¢o, 75 tales que

a=qri+ry, 0<ry<nr

Continuando de esta manera, se obtiene una sucesién de enteros
positivos decrecientes: r; > 19 > ... > 0. Es evidente que esta sucesion
es finita y por lo tanto existe n, tal que r, # 0 y r,.1 = 0. Luego
existen enteros qi1,qa, ... qn+1,71,72, - - -,y que cumplen las relaciones:
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aqiy + ry, O<T1<b

a = Triga+ry, 0<ry<nr

rn = Toq3+r3, 0<1r3<ry
Theo = Tn_1Qn+7Tn, 0<r,<Tn_1
'm—1 = Tn4n+1

Afirmamos que (a,b) = r,.

En primer lugar, notemos que de la ultima ecuacién se tiene que 7,
divide a r,,_; . Por lo tanto, 7, | (rp_1¢, +7x), es decir r,, divide a r,,_5.
Continuando de esta manera, llegamos finalmente, a que r, divide a
todos los demaés r; . En particular

Tn|7T1 Yy rn|re, implicaque 1, |7rige + 12

luego 7, | a.
Igualmente, usando r,, | a y r, | r1 se deduce r, | b.
Finalmente, si ¢ es un entero positivo que divide a a y a b, se tiene

C‘b_a(h?

o sea, ¢ | 1. Continuando de esta manera, se tiene que ¢ | r; para todo
iy por tanto ¢ | r,.

Con esto hemos demostrado las dos condiciones de la definicion de
Maéaximo Comun Divisor para r, y por lo tanto (a,b) = r,,.

[ )

Ejemplo: Podemos calcular el Maximo Comun Divisor entre 672 y 38,
usando el método anterior, para lo cual haremos las divisiones corres-
pondientes. Luego
672 =17-38+ 26
38=1-26412
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26=2-1242
12=6-2
El tdltimo resto diferente de cero es 2, luego (672,38) = 2.

En la demostracion del teorema anterior, obtuvimos las ecuaciones

rn = b—aq
Ty = a—Tig2

Tn—1 = Tn-3 — Tn—2qn-1
'nm = Tpn—2 —Th—-14n

Observamos que el Maximo Comtn Divisor entre a y b, dado por 7,
viene expresado en funciéon de r, o y r,_1. Ahora bien, en la penultima
ecuaciéon se puede reemplazar r,_; en funcién de r,_o y 7,_3. Conti-
nuando de esta forma, podemos ir sustituyendo los valores de r; en
funcién de los anteriores, hasta que tengamos r, en funcién de a y b.
Asi pues hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 1.5.3 El Mdximo Comin Divisor entre dos enteros a y b, se
expresa como combinacion lineal de a y b. Es decir, existen enteros x
ey tales que

(a,b) = ax + by

Ejemplo: Podemos expresar el Maximo Comun Divisor entre 672 y
38 como combinacion lineal de ambos, para lo cual usamos las cuatro
ecuaciones del ejemplo anterior.

= 26—-2-12
= 26—2- (38— 26)
3.26—2-38

= 3-(672—-17-38)—2-38
= 3-672—-53-38

NN N NN
Il
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Una de las aplicaciones de mayor utilidad que ofrece el teorema de
la division, es la representacion de cualquier niimero mediante combi-
nacion lineal de potencias de 10.

Teorema 1.5.4 Si b es un entero posilivo, entonces existen enteros
Unicos ro,r1,...,r, tales que

b=r,10" +7r,_110" 1 4+ ...+ 7110 + 7o

con 0 < r; <10 para todo 1.

Demostracién:

Usaremos induccién sobre b. Si b = 1 es cierto. Supongamos el
resultado cierto para todo entero menor que b, y probaremos la afir-
macién para b. Podemos dividir b entre 10 para obtener enteros tinicos
qy o tales que

b=q-10+179, 0<ry<10

Como ¢ es menor que b, aplicamos la hipdtesis de induccién a q.
Luego existen enteros unicos rq,79,...,7, , con 0 < r; < 10 , tales que

g=r 10"+ 41041
Por lo tanto
b= (ri+r10+...+7,10"1)10 + 7o

=r,10" + ...+ 7110+ ro
Es claro que todos los 7; son tnicos. Con esto termina la demostra-
cién.

)

Definicién 1.5.3 Dos enteros positivos a y b, se dicen primos rela-
tivos si el Mdximo Comain Divisor entre ellos es uno.
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Ejemplo: Los enteros 20 y 9 son primos relativos, pues (20,9) = 1.
Notese que 20 y 9 no son nimeros primos.

El siguiente resultado, que caracteriza las parejas de enteros primos
relativos, sera de mucha utilidad en el futuro:

Teorema 1.5.5 Dos enteros positivos a y b son primos relativos, si y
solo si existen enteros x ey tales que

ar+by=1

Demostracion:
Es claro que existen enteros x e y, tal que
ar+by =1

pues 1 es el Maximo Comun Divisor entre a y b.

Por otro lado, si suponemos ax + by = 1, para algunos enteros x e
y, podemos probar (a,b) = 1. En efecto, si ¢ es un divisor de a y b, se
tendra que c divide a ax + by, o sea ¢ divide a 1. Luego ¢ =1, y por lo
tanto el Maximo Comun Divisor entre a y b es 1.

)

Definicién 1.5.4 Sean a y b dos enteros positivos, el minimo comun
multiplo entre a y b, es otro entero positivo ¢, el cual satisface:

l.alcyb]c
2. Si e es otro entero, tal que a | e yb|e, se tiene c | e.

De la definicion anterior se sigue que ¢ es el menor miltiplo comiin
entre a y b.
Usaremos la notacion :

[a,b] = minimo comun multiplo entre a y b.

Proposiciéon 1.5.2 Sean a, b, y c¢ tres enteros positivos, tales que
(a,b) =1 ya|bc. Luego al|c.
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Demostracion:
Por el teorema anterior, existen enteros x e y tales que
ar+by =1
Multiplicando por ¢ tenemos
caxr + chy = ¢

Por hipétesis, sabemos que a | be, luego a | cby. También se tiene
a | cax, y por lo tanto concluimos

a | cax + cby

lo cual implica que a | c.

)

Para finalizar esta seccion, daremos una serie de propiedades fun-
damentales del Maximo Comun Divisor:

Proposiciéon 1.5.3 Sean a, b y ¢ enteros positivos. Entonces

1. Sim es otro entero tal que m | a y m | b se tiene
a b\ (ab)
m'm)  m

2. Sin es cualquier entero

(na,nb) = n(a,b)

a b
279
(74)

4. Si x es cualquier entero, entonces

3. Si (a,b) = d, entonces

(b,a + bx) = (a,b)
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Demostracién:

1) Sea d = (a,b), y probaremos

a by _d
m' m] m

Notemos en primer lugar que d/m es un entero. En efecto se tiene
ax + by = d, y por lo tanto

a b d
m m m
en el lado izquierdo de la ecuacién tenemos un entero, luego d/m es
entero.
Por otra parte, como d divide a a, se tiene que d/m divide a a/m.
Igualmente se tendra que d/m divide a b/m.
Finalmente, si ¢ es otro entero que divide a a/m y b/m, se tendrd

a b
—=cj y —=ck
m m
para algunos enteros j y k.
Multiplicando ambas ecuaciones por m nos da
a=mcj y b=mck
de donde obtenemos

mcla y mcl|b

Usando la definiciéon de Maximo Comun Divisor para d, se tiene que
d divide a mec, y por lo tanto d/m divide a c.
Asi pues, hemos probado 1).

2) Usando 1) se tiene

<m®=@?“>:wwm

n n n

luego
n(a,b) = (an,bn)
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3) Usar 1) con m = (a,b).

4) Observar que (a,b) | a 'y (a,b) | b. Luego (a,b) | ax +b .
Si ¢ es un entero que divide tanto a b como a a + bz, se tendra

c| ((a+bx)—bx)

y en consecuencia ¢ | a.
Luego ¢ divide al maximo comun divisor entre a y b, el cual es d.
Asi pues, hemos probado (b,a + bx) = (a,b) = d.
[ )

Ejemplo:
(200, 300) = (2,3)100 = 100.

Ejercicios

1) Usando el algoritmo de Euclides, hallar
a) (122,648)
b) (715,680)
c) (1581,206)
d) (3742, 843)
e) (120, 560)
f) (458, 1290).

2) Demuestre que si (a,b) = 1, entonces:

(a—ba+b)=1, & 2.

3) Demuestre que si ax + by = m, entonces (a,b) | m.
4) Demuestre que si (b, c¢) = 1, entonces para todo entero positivo a, se
tiene (a,bc) = (a,b)(a,c).

5) El Maximo Comtn Divisor para tres nimeros enteros positivos a,
by ¢, denotado por (a,b,c) se define como el entero positivo d que
satisface:
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l.d|a, d|b y d|c
2. Si f es otro entero tal que f | a, f|by f|centonces f|d.

Probar que (a,b,c) = ((a,b),c) = (a, (b, c)).

6) Hallar el Méximo Comun Divisor de
a) (23,12,18)
b) (90, 80, 56)
¢) (65, 20, 190).

7) Hallar una solucién en numeros enteros de la ecuacién
21z + 25y =1

8) Probar que el minimo comin miiltiplo entre dos enteros a y b siempre
existe.

9) Demostrar la formula

ab
[a7 b] - ((l, b)
10) Usando la férmula anterior, calcular
a) [12,28]
b) [120,50]
c) [34,62]
d) [88, 340].

1.6 Teorema de Factorizacion Unica

Definicién 1.6.1 Un entero positivo p, distinto de 1, se dice que es
primo si los unicos divisores de p son 1 y p.

Ejemplo: Los ntmeros 2, 3, 19 son primos.

Los nimeros enteros positivos que no son primos, se les llama com-
puestos, como por ejemplo 6. Es decir, todo niimero compuesto es de
la forma

m = mims,
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donde 1 <my <myl<mg<m.

Los ntimeros primos y su distribucion dentro de los ntimeros en-
teros, han sido estudiados desde la antigiiedad. Ellos han ejercido una
atraccion fascinante sobre los matematicos, debido a la forma tan irre-
gular como aparecen en la sucesion de los enteros. Muchos matematicos
han tratado en vano de hallar una féormula que genere exclusivamente
numeros primos. Asi por ejemplo, Pierre Fermat conjeturé que todo
nimero de la forma

s(n) =2%" +1

era primo. Esto lo comprobé para n= 1,2,3 y 4. Sin embargo en 1732
Leonhard Euler demostré que s(5) no era primo.

Existe una gran cantidad de problemas, atin no resueltos, sobre
los nimeros primos. Algunos de ellos seran tratados en las proximas
secciones.

El método mas elemental para hallar la sucesion de los primos,
es el llamado Criba de Eratostenes. Este consiste en colocar los
numeros enteros positivos en orden creciente, formando diez columnas
de la siguiente forma

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Entonces comenzamos por eliminar de la lista todos los nimeros
pares, luego los multiplos de tres, luego los de cinco, ... y asi sucesi-
vamente, hasta agotar todos los nimeros compuestos. Es evidente que
los restantes nuimeros en la lista seran todos los ntimeros primos.

Teorema 1.6.1 Todo niumero entero positivo, mayor que uno, puede
ser factorizado como un producto de niumeros primos.
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Demostracién:

Sea m el nimero en cuestién. Usaremos induccién sobre m, para
probar la proposicién “m puede ser factorizado como un producto de
primos”.

En primer lugar, la proposicién es cierta para m = 2, pues 2 mismo
es un numero primo. Supdngase la veracidad de la proposicion, para
todo niimero menor que un cierto k, es decir, todo ntimero menor que k
y mayor o igual a dos, puede ser factorizado como producto de primos.

Consideremos ahora k. Si k es primo, entonces no hay nada que
probar y el resultado sera cierto para k. Si por el contrario, k resulta
ser compuesto, entonces tenemos

k= mi1me

donde 2 <my; <ky2<my<k.

Podemos entonces aplicar la hipétesis de induccion, tanto a m; como
a msy, es decir cada uno de ellos se factoriza como un producto de
primos. Luego

my = pip2---Ps
M2 = q192 - - - qi
donde los p;, ¢; son nimeros primos.

Por lo tanto tenemos

k=mimo=pip2...psqiq2 - - - G

esto es, un producto de primos.

)

Observacién: Es posible tener algunos primos repetidos en la facto-
rizacion de un numero compuesto. Por ejemplo 24 = 2.2.2.3 . En todo
caso, podemos agrupar aquellos primos iguales usando potenciacion.
Esto es todo entero positivo n puede ser escrito de la forma

n=pips*...pd (1.3)

donde los p; son todos primos diferentes y los «; son mayores o iguales
a uno.
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La siguiente proposicién es fundamental para la demostracion del
teorema de factorizacién tnica.

Proposiciéon 1.6.1 Sean p,py,pso,,...pn numeros primos, tales que
plpi1pe...pn - Entonces p = p; para algin i.
Demostracion:

Usaremos induccion sobre n.
Para n = 1, el resultado es cierto. Supongamos que p es distinto de
p1, entonces tenemos

(p,p1) =1 y p|pi(paps...pn)

Luego por la proposicién 2 se obtiene
plp2ps...pn
Usando la hipdtesis de induccién, se concluye que p = p; para algin

)

Teorema 1.6.2 Todo numero entero positivo n, tiene una factoriza-
cion unica de la forma

— 12 (0
n=p Py ...0g°
Demostracién:

Supongamos que n tiene dos factorizaciones distintas

n:p‘f“...pg‘squl...qft (1.4)

Probaremos en primer lugar que s = t y posteriormente probaremos
que para todo i, con 1 <17 < s, se tiene

pi =qj, paraalgin jy ;= pf;.
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Usaremos induccion sobre n. Sin = 1, entonces la tesis del teorema
se cumple.

Supongamos que el teorema es cierto para todo entero positivo k,
con k < n y probemos el resultado para n.

Sea entonces n como en (1.4). Notemos que p; divide al producto de
primos qf o qtﬁ ‘) luego por el lema anterior p; debe ser igual a alguno
de ellos, digamos ¢;. Podemos entonces cancelar p; en ambos lados de
(1.4), con lo cual tendremos que n/p; posee dos factorizaciones. Si se
aplica entonces la hipotesis de induccién se obtiene el resultado.

)

Uno de los primeros resultados acerca de los nimeros primos, y que
aparece demostrado en Los Elementos de Euclides, es el siguiente.

Teorema 1.6.3 FEuxisten infinitos numeros primos.

Demostracién:

Supongase que hay solamente un ntimero finito de primos, digamos
D1, P2, - - -, Pn- Entonces el niimero

T=pip2...pn+1

puede ser factorizado como producto de primos.
Sin embargo, ningin primo p;, de los antes mencionados, puede
estar entre los factores de z, pues p; no divide a z; jPor qué?

)

Ejercicios

1) Hallar la descomposicién en factores primos de
a) 165
b) 670
c) 124
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d) 1567
e) 444.

2) Por medio de la Criba de Eratdstenes, hallar todos los primos me-
nores que 200.

3) Probar que si n no es primo, entonces n tiene un divisor primo, el
cual es menor o igual a /n .

4) Usando el resultado anterior, implemente un algoritmo de com-
putacién para determinar cuando un niimero es primo.

5) Determine cudles de los siguientes nimeros son primos:
a) 941
b) 1009
c) 1123
d) 1111
e) 671
f) 821.

6) Algunos primos son de la forma 4k + 1, como por ejemplo, 5, 17,
101, ... etc. Probar que hay infinitud de ellos.

7) Demostrar que 252 — 1 no es primo.

8) Sea
a=pt...py"
Y o
b=opi ... p,

entonces probar
(a,b) = po* ... por
donde §; = min{ay, 3;} .

[a,b] =pi"...pk"

donde v; = max{a;, B;}

9) Use el ejercicio anterior para hallar
a) (240,45)
b) [240, 45].
¢) [1650, 7800]
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d) [235, 7655]

10) Probar que v/5 es un nimero irracional.

Los Numeros Enteros



Capitulo

2

Congruencias

2.1 Definiciones basicas

Definicién 2.1.1 Sea m un entero fijo, diremos que dos enteros a y b
son congruentes médulo m , y usamos la notacion

a = bmodm
sty solo st m diwide a a — b
Ejemplo: 25 =4mod7, pues 7 divide a 25 - 4 = 21.

Observacion: Podemos decir que a es congruente a b moédulo m si
existe un entero k, tal que a = b+ km.

También se puede definir congruencia, usando el concepto de perte-
nencia. Més precisamente a es congruente a b médulo m si y sélo si a
esta en la sucesion de enteros

oo b—m,b,b+m,b+2m, ...

Cuando a y b no son congruentes médulo m, diremos que son in-
congruentes y lo denotaremos por a Z bmodm.

La notacién de congruencias fue introducida por Gauss en su libro
Disquisitions Arithmeticae, en 1799. Gauss desarrollé gran parte de la
teoria de congruencias, plante6 muchos problemas interesantes sobre
este tema y resolvié algunos de ellos. Uno de los més importantes fue
la resolucién de la ecuacion cuadratica de congruencias.

La nocién de congruencia se utiliza a diario para medir el tiempo.
Por ejemplo las horas del dia se cuentan moédulo 24, los dias de la
semana se cuentan médulo 7 | etc...

En lo sucesivo, m serd un entero positivo fijo.

33
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Teorema 2.1.1 Sean a, b y ¢ enteros cualesquiera. Entonces se tiene
1. a =amodm
2. Sia =bmodm, entonces b = amodm.

3. Sia=bmodm, y b= cmodm, entonces a = cmodm.

Demostracién:

1) Notemos que m divide a a — a = 0, luego a = a mod m.

2) Se tiene que m divide a b — a, por hipétesis, luego m| — (b —a), y
por lo tanto m | a — b.

3) Por hipétesis se tiene m | b—ay m | c—b. Luegom | (b—a)+ (c—b),
esto es m | ¢ — a. Por lo tanto a = ¢ mod m.

)

Observacion: Las tres propiedades anteriores para la relacién de con-
gruencia, nos indican que ésta es una relacién de equivalencia (Ver
Capitulo 1). Como resultado de esto, se obtiene una particion en el
conjunto de los enteros en clases de equivalencia disjuntas, las cuales
llamaremos clases de congruencia médulo m.

Definicién 2.1.2 Sea a un entero cualquiera, entonces la clase de con-
gruencia de a modulo m, es el conjunto

la] = {z entero | x = a mod m}

El entero a en la definicién anterior se llama el representante de
la clase y puede ser elegido arbitrariamente de entre los elementos de
la clase: esto es, si b = a mod m entonces [a] = [b)].

Ejemplo: Si se considera la relacion de congruencia médulo 7, se
tendra entonces:

0] ={...,—14,-7,0,7,14,...}

[1]=1{..,-13,-6,1,8,15,...}
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2] ={...,—12,-5,2,9,16,...}

6] ={...,—8,—1,6,13,20,...}

Ejemplo:. Las horas.

Para contar el tiempo en un mismo dia, usamos las horas. Un dia
tiene 24 horas exactas y para contar las horas comenzamos por la hora
1, que es cuando comienza el dia. Técnicamente, el dia comienza en
un instante 0 y contando 12 horas a partir de ese instante, el sol se
hallara en la posicion mas alta del firmamento. Asi pues, la primera
hora comienza en el instante 0, la segunda después de una hora, ...y
asi sucesivamente hasta la hora 24. Al finalizar la hora 24 comienza un
nuevo dia y aqui reiniciamos el conteo de las horas. Es decir contamos
las horas moédulo 24.

Por ejemplo, si en este momento son las 8 p.m. ;Qué hora sera
dentro de 200 horas?

Solucién:
En primer lugar, si z es la hora buscada, debemos tener
x = 20 4+ 200 mod 24

luego podemos reducir el lado derecho de esta ecuaciéon “moédulo 24”.

Asi se obtiene
z =4 mod 24

Luego la hora x sera las 4 a.m.
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Ejercicios

1) Probar que las tres definiciones de la nocién de congruencia, dadas
al comienzo, son equivalentes.

2) Si hoy es jueves, entonces jque dia de la semana sera ...
a) dentro de 20 dias?,
b) dentro de 100 dias ?

3) Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son correctas y cudles
son falsas

1. 18 =1 mod 5

2. 86 =1 mod 5

3. 100 = 10 mod 9

4. 62 # 2 mod 8

5. 102 =1 mod 9

6. 2a =6 mod 2

7. 82 +s+1=1mod?2

8. ala+1)(a+2)=0mod 3

4) Probar que si a = b mod m, entonces a = b mod k, para todo
k divisor de m. jSera cierto el reciproco de este resultado? Dar un
contraejemplo.

5) Si hoy es jueves 27 de octubre de 1993, entonces ;que dia de la
semana sera el 27 de octubre de 19947 Use congruencias para hallar el
resultado.
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2.2 Propiedades de las Congruencias

A continuacién damos una serie de propiedades de las congruencias,
relacionadas con la suma y el producto de nimeros enteros.

Teorema 2.2.1 Sia =b mod m, y c es un entero, se tiene
1. a4+ c=b+ c mod m.

2. ac = bc mod m

Demostracion:

1) Si a = b mod m, se tendra entonces m | b —a . Luego m | (a +¢) —
(b+ ¢), y de aqui obtenemos

a+c=b+cmodm
2) Se tiene m | @ — b, y por lo tanto m | (a — b)c . Luego m | ab — ac,

lo cual implica
ac = bc mod m.

)

Ejemplo: La ecuacion de congruencia 1 = 10 mod 9, se puede multi-
plicar por 30, para obtener 30 = 300 mod 9.

Observacién: El reciproco del teorema anterior no es cierto en ge-
neral. Es decir de la congruencia ca = cb mod m no se puede inferir
a = b mod m. Por ejemplo 12 = 6 mod 6, pero 6 #Z 3 mod 6.

Seguidamente, daremos un par de propiedades mediante las cuales
podemos multiplicar y sumar ecuaciones de congruencias, de la misma
forma como se hace para las ecuaciones normales.

Teorema 2.2.2 Sean a, b y ¢ enteros con
a=bmodm y c=dmodm.

Entonces se tiene
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1. a+c=b+d modm

2. ac = bd mod m

Demostracién:

1) Si a = b mod m, entonces existe un entero k tal que a = b+ km.
Igualmente de ¢ = d mod m, se obtiene un entero h, tal que ¢ = d+hm.
Luego

at+c=b+d+ (h+k)m

y de aqui se sigue que:

a+c=b+dmodm.

2) También tenemos

ac = (b+ km)(d+ hm) = bd + (bh + dk + hkm)m

y de esto se sigue que ac = bd mod m. [ Y

Teorema 2.2.3 (Congruencia de Polinomios)
Sea
F(@) = cuz™ + cpaz™ L ez oo,

un polinomio con coeficientes enteros. Entonces si a = b mod m se
tendra:

f(a) = f(b) mod m.

Demostracién:

Partiendo de la congruencia a = b mod m, y aplicando el teorema
anterior parte 2) tantas veces como se desee, deducimos

a' =b" mod m paratodo 1<i<n.
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Multiplicando cada ecuacién por su respectivo coeficiente nos da
c;a' = b mod m
Finalmente, podemos sumar todas estas ecuaciones, gracias al teo-
rema 2.2.1 parte 1), para obtener el resultado deseado

cnad" + ...+ catcyg=cp,b" + ...+ b+ g mod m

luego, hemos probado f(a) = f(b) mod m.

2.3 Cronologia

En esta seccion estudiaremos algunas aplicaciones de las congruen-
cias en la cronologia, como por ejemplo la determinacion del dia de la
semana de una fecha determinada.

El Calendario Gregoriano

El origen de nuestro calendario actual se encuentra en el Calen-
dario Juliano, llamado asi por Julio César, quien participd activa-
mente en el diseno de éste. En dicho calendario cada ano constaba
de 365 dias y cada cuatro anos habia un ano bisiesto de 366 dias. El
calendario de 12 meses comenzaba en el mes de Marzo y finalizaba en
Febrero. El nombre y duracién de los meses era el siguiente:

Nombre del mes No. de dias Nombre en Latin

Marzo 30 Martius
Abril 30 Aprilis
Mayo 31 Maius
Junio 30 Junius

Quinto 31 Quintilis
Sexto 31 Sextilis

Septiembre 30 Septembris
Octubre 31 Octobris
Noviembre 30 Novembris
Diciembre 31 Decembris

Enero 31 Januaris

Febrero 28 Februarius
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Durante el tiempo de César el mes quinto cambié de nombre por
julio, en honor a este emperador. Mas tarde, el mismo Julio César
decidié que el ano deberia comenzar en enero. De esta manera quedo
organizado el calendario sin sufrir ninguna modificacién hasta la re-
forma del Papa Gregorio XIII en 1582.

Los anos eran numerados de acuerdo al periodo de cada emperador,
hasta el triunfo del cristianismo, cuando se comenzé a enumerarlos en
forma diferente. A partir de entonces, el ano 1 fue el nacimiento de
Cristo y el dia de Navidad el primer dia de la Era Cristiana, luego los
anos se cuentan en sucesion creciente, partiendo desde este inicio. Esta
reforma fue hecha en el 533 d.c. durante el periodo del Emperador
Dionisio Exigus.

Una de las motivaciones que han tenido todos los pueblos en el
momento de establecer un calendario, es la de ubicar correctamente
las fiestas religiosas. Asi observamos que en el Calendario Cristiano,
el Domingo de Pascua determina las otras fechas movibles como la
Ascensién y el Corpus Cristi. Durante el Concilio de Nicea en el 325
d.c. se acordé fijar esta fecha, como el primer domingo después de luna
nueva que aparezca en el Equinoccio de Primavera (21 de Marzo) o
después . Si la luna nueva aparece un domingo, entonces el Domingo
de Pascua serd el domingo siguiente.

Si bien el Calendario Juliano funcioné bien durante algunos siglos,
la celebracion de una Semana Santa a fines del siglo XVI, en donde el
Domingo de Pascua correspondié al 11 de Marzo, hizo pensar a muchos
que este calendario estaba lejos de ser perfecto. Veamos el por qué de
semejante error y las rectificaciones que se le hicieron a el mismo, a fin
de ajustarlo al tiempo sideral.

El ano astronémico, una revolucién completa de la tierra alrede-
dor del sol, es de 365 dias, 6 horas, 9 minutos y 9.5 segundos. Sin
embargo el ano visible o ano tropical, periodo entre dos equinoccios
de primavera, es mas corto: 365 dias, 5 horas, 48 minutos y 46.43 se-
gundos. El Calendario Juliano suponia que el ano tenia 365 dias y
un cuarto, lo cual excede en 11 minutos y 14 segundos al ano tropical.
Como consecuencia de esto, se comete un error de un dia cada 128 anos.
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A fin de corregir este error, el Papa Gregorio XIII introdujo una
reforma en el calendario, mediante la cual se eliminaron 10 dias de la
historia . Se decidi6é que el dia siguiente al 4 de octubre de 1582, fuese
el 15 de octubre. Ademas se redujeron los anos bisiestos mediante la
siguiente convencién. Los anos bisiestos seculares (divisibles por 100)
serian solo aquellos divisibles por 400. Asi, por ejemplo 1800 y 1900 no
son bisiestos, pero 2000 sera bisiesto.

Esta reforma del Calendario Juliano se conoce con el nombre de
Calendario Gregoriano y es el calendario que se ha venido usando
hasta el presente.

Una vez hecha esta exposiciéon de nuestro calendario, pasemos a
calcular los dias de la semana de algunas fechas historicas importantes.
Notese la importancia de las congruencias, en cuanto a su capacidad
de simplificar los calculos considerablemente.

Ejemplo: ;Que dia de la semana fue el 19 de abril de 18107
Solucién:

En primer lugar, calculamos el niimero de anos bisiestos entre 1993 y
1810. Vemos que 1812 fue bisiesto y cien anos mas tarde 1912 ocurrieron
25 anos bisiestos (descontamos a 1900 que no fue bisiesto). Entre 1912
y 1993 hay 20 anos bisiestos, lo cual da un total de 45 anos bisiestos
desde 1810 hasta 1993. Luego calculamos el desfase entre ambos afios
relativo a los dias de la semana. En otras palabras nos interesa la
diferencia x en dias desde 1810 hasta 1993 mddulo 7.

Usando congruencias tenemos:

365 =1 mod 7

Multiplicando por el ntimero de afios transcurridos

183(365) = 183 mod 7 =1 mod 7

luego, después de agregar todos los dias adicionales, producto de los
anos bisiestos, tenemos:
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r=454+1mod 7=46 mod 7T =4 mod 7

Por lo tanto hay un desfase de 4 dias en el almanaque del afio 1810
con respecto al ano 1993. Por comodidad, este desfase lo haremos
positivo, —4 = 3 mod 7. Luego el desfase serd de tres dias contando los
dias hacia adelante en el tiempo.

Para terminar de resolver el problema, miramos el almanaque de
1993 y vemos que el 19 de abril fue lunes. Luego el 19 de abril de 1810
fue jueves.

De la misma forma como hallamos el dia de la semana correspon-
diente al 19 de abril de 1810, podemos determinar cualquier dia de
otra fecha en ese ano. Basta ubicar la fecha correspondiente en el al-
manaque de 1993, y entonces agregar tres dias mas. Es decir, el desfase
x da toda la informacion necesaria. Daremos los desfases para los anos
en el periodo de vida del Libertador Simén Bolivar.

Tabla Cronolégica

1783 1784 1785 1786 1787 1788 1789 1790 1791 1792
6 1 2 3 b} 6 7 1 3 4
1793 1794 1795 1796 1797 1798 1799 1800 1801 1802
4 5 6 1 2 3 4 ) 6 7
1803 1804 1805 1806 1807 1808 1809 1810 1811 1812
1 3 4 ) 6 1 2 3 4 6
1813 1814 1815 1816 1817 1818 1819 1820 1821 1822
7 1 2 4 ) 6 7 2 3 4
1823 1824 1825 1826 1827 1828 1829 1830
) 7 1 2 3 5 6 7
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Ciclos Lunares

El ciclo lunar o ciclo metonico, es un periodo igual a 19 anos solares.
La razon de esto se debe al astrénomo griego Meton (siglo 5 a.c.), quien
descubrié que 19 anos solares son iguales a 235 meses lunares.

El mes lunar o mes sinddico, es el intervalo de tiempo entre dos
conjunciones consecutivas del sol y la luna (4 fases lunares). Este tiene
una duracion de 29 dias, 12 horas y 44 minutos. En la Iglesia Cristiana
hubo necesidad de introducir el ciclo lunar dentro del Calendario, de-
bido a la determinacién del Domingo de Pascua, el cual depende de la
luna llena, como ya hemos explicado.

Los anos del ciclo meténico se llaman anos dorados. El primer
ano de un ciclo es aquel en que las fases lunares del mes de enero de
dicho ano comienzan el 24 de diciembre. Asi, por ejemplo en el ano 1 de
la Era Cristiana se inici6 un ciclo meténico. Luego en anio 1 d.c. tiene
nimero dorado 1, el afio 2 d.c. tiene nimero dorado 2 ,..etc. Luego el
ano 20 tiene nimero de oro 1, y asi sucesivamente.

La regla para calcular el nimero de oro ¢, de un ano x cualquiera
es:
t=xz+1mod 19

Por ejemplo 1993 tiene nimero de oro 18, pues

1993 + 1 = 1994 = 18 mod 19

2.4 Trucos de divisibilidad

Existen criterios practicos para decidir cuando un niimero es divis-
ible entre 3,9, 11,--- etc. Todos estos criterios estan basados en las
congruencias y son faciles de interpretar, una vez vistos los resultados
previos, en donde se estudiaron las reglas de manipulacién de ecuaciones
de congruencias.
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Criterio de divisibilidad entre nueve

Proposicién 2.4.1 Un nimero x es divisible entre nueve si y solo si
la suma de sus digitos es divisible entre nueve.

Demostracién:

En primer lugar notemos que
10 =1 mod 9

Multiplicando esta ecuacion por si misma tantas veces como se desee

10°=1mod 9 para todo 1 <.

Sea ahora x un nimero positivo cualquiera. Entonces x tiene una
descomposicion decimal, y por lo tanto existen enteros ¢;, 0 < i < n,
tales que

r=c, 10" +...c110 4+ ¢

donde 0 < ¢; <9, para todo 2. Luego

r=c, 10" +...+1104+co=c,+ ...+ ¢+ cg mod 9

Como consecuencia de lo anterior, hemos demostrado que x es con-
gruente modulo 9 a la suma de sus digitos. Entonces x es un multiplo
de 9 si y sélo si la suma de sus digitos lo es.

Ejemplo: El entero 1575 es divisible entre 9, pues

14+5+7+5=18=2x09.

Criterio de divisibilidad entre 3

Proposicion 2.4.2 Un niumero es divisible entre 3 si y solo si la suma
de sus digitos es divisible entre 3.
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Veamos ahora otra aplicacién practica de las congruencias, en la
obtencion de un viejo truco para verificar el resultado de una mul-
tiplicacién, llamado Eliminacion de los Nueve. Si se multiplican
dos nimeros a y b, para obtener un resultado ¢, entonces daremos un
método para verificar si ¢ es el resultado correcto. Este método falla
en un 10 por ciento de los casos, pero sin embargo es apropiado para
esta tarea, debido a la simplicidad del mismo.

Eliminacion de los nueve

Proposicién 2.4.3 Si en la multiplicacion de a por b se obtiene un
entero ¢, entonces al sumar los digitos de cada una de los tres nimeros
se obtienen enteros a’, V' y ', los cuales deben satisfacer: a' x b = .

Daremos un ejemplo practico para ilustrar este método.

786 T+8+6=21 24+1=3 3
x219 2+1+9=12 1+2=3 x3
172134 1 4+7+2+14+3+4=18 14+8=9 9

La prueba de la proposicion, es una consecuencia del criterio de
divisibilidad entre nueve, pues

a=ad mod9 y b= mod?9,
Luego se tiene

ab= da'b mod 9

O Sea

c=c mod9.
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Ejercicios

1) Hallar criterios de divisibilidad para 2 y 5. Justificarlos.
2) Hallar y probar un criterio de divisibilidad para 11.
)

3) Hallar y probar un criterio de divisibilidad para 7.

4) Existe un método para multiplicar, que fue muy popular en Europa
durante la Edad Media, en el cual sélo se requiere la tabla de multipli-
cacion hasta el nimero cinco. Supongamos que queremos multiplicar
7 por 8. Entonces la diferencia de 8 con 10 es 2 y la diferencia de 7
con 10 es 3. Multiplicando ambas diferencias nos da: 2 x 3 = 6. Este
es el primer digito del resultado. Luego a 7 se le resta la diferencia del
8 (o bien a 8 se le resta la diferencia de 7) y en cualquiera de los dos
casos nos da 7-3 = 8-2 = 5 . Este es el otro digito del niimero buscado.
Podemos ilustrar este algoritmo, mediante el diagrama:

Dar una demostracién de este algoritmo.
5) Demuestre que el almanaque se repite cada 28 anos.

6) Usando la tabla cronolégica hallar los dias de la semana de las fechas
siguientes.

a) 25 de marzo de 1.815

b) 6 de enero de 1.799

¢) 24 de diciembre de 1803

7) Demostrar que el error cometido al medir el tiempo con el Calendario
Juliano es de un dia cada 128 anos.

8) Calcular el error que se comete al medir el tiempo con el Calendario
Gregoriano.
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9) Usando el truco de eliminacién de los nueve, verificar las operaciones
siguientes.

a) 1.254 x 456 = 571.824

b) 6.532 x 123 = 893.436

c) 1.223 x 362 = 442.626

d) 125 x 337 = 41.125

10) Hallar el valor de = que satisfaga

a) > = —1 mod 7
b) 2* =1 mod 5
c)x® +4x—1=0mod 7

2.5 Clases de congruencias

Hemos visto que para un nimero positivo m fijo, la relacién médulo
m en el conjunto de enteros es de equivalencia. En esta seccion, veremos
cémo se puede dotar al conjunto de las clases de congruencias de una
estructura algebraica.

Supondremos que el lector esta familiarizado con los conceptos de
operacién binaria, grupo y anillo . De cualquier forma, daremos
un breve repaso a estos conceptos con la finalidad de hacer esta seccién
autocontenida.

Definicién 2.5.1 Sea A un conjunto no vacio. Una operaciéon bina-
ria en A es una ley que asocia a cada par de elementos (a,b) de A x A
otro elemento de A el cual serd denotado por a xb. Esto se simboliza
por

x: AxA— A

(a,b) — ax*b

Definicién 2.5.2 Un Grupo es un conjunto no vacio G, el cual estd
dotado de una operacion binaria *, la cual satisface

1. Paraa yb en G, axb estd en G.
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2. Para a, bycenG

(axb)xc=ax(bxc)

3. Existe un elemento e en G, llamado el elemento neutro de G, el
cual satisface:

axe=exa=a paratodo a en G.

4. Para todo a en G, existe un elemento en G, llamado el inverso
de a, el cual denotamos por a=', con la propiedad:

axa t=al%a=c.

Si ademas de las cuatro propiedades anteriores, el grupo G posee la
propiedad adicional

axb=bxa

para todo a y b en GG, entonces diremos que G es un grupo abeliano.

Ejemplo: El conjunto de los niimeros enteros con la suma (Z,+) es
un grupo abeliano.

Ejemplo: El conjunto de las fracciones no nulas bajo el producto,
(®%,.) es un grupo abeliano.

Definicién 2.5.3 Sea IR un grupo abeliano con operacion *. Diremos
que IR es un anillo, si en IR estd definida otra operacion &, la cual
verifica:

1. Paraa yben IR, a®b esta en IR.

2. para a, b ycen IR

(a®b)Bdc=a®d (bdc)
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3. Para todos a, b y c en IR

a® (bxc)=adbxadc

(axb)Bc=adcxbDc

Notacién: El anillo IR con las dos operaciones *, @, se denota por

(IR, *, D).

Si ademas el anillo IR satisface la propiedad

a®b=b®a paratodo a, b en IR,

entonces diremos que IR es un anillo conmutativo.

Si en IR hay elemento identidad para el producto, es decir un ele-
mento llamado “uno” y denotado por 1, tal que

lda=adl=a
para todo a, diremos que IR es un Anillo Unitario.

Ejemplo: Los Enteros
El conjunto Z de los nimeros enteros con la suma y multiplicacion,
es un anillo conmutativo unitario.

Ejemplo: Los Polinomios

El conjunto de todos los Polinomios en una variable x con coefi-
cientes enteros, con las operaciones de suma y producto de polinomios,
es un anillo conmutativo unitario. Este anillo se denota por Z|[z].

Enteros médulo m

A continuacién daremos un ejemplo de anillo, que serd de impor-
tancia fundamental en todo el desarrollo de la teoria de nimeros. Con-
sideremos un entero positivo m, y sea Z,, el conjunto de clases de
equivalencia médulo m. Entonces hay dos operaciones definidas en Z,,.
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1. Suma médulo m, definida por
[a] + [b] = [a + ]
2. Producto médulo m, definida por

[a] - [b] = [a - b]

Antes de pasar a ver las propiedades de este par de operaciones,
debemos asegurarnos de que no hay ambigiiedades en la definicion.
Esto es, si sumamos dos clases usando distintos representantes: ;Se
obtendra el mismo resultado? Es decir, si aq, as, by, b son enteros tales
que

[al] = [a2] y [bl] = [52]
entonces debemos asegurarnos, para evitar dudas, que:

[ar] + [b1] = [ag] + [bo]

Si esto se cumple, diremos que la suma moédulo m esta bien definida.

Notemos en primer lugar que si [a;] = [as] entonces

ay = az mod m
Igualmente, de [by] = [bo] se desprende
b = by mod m
Por lo tanto podemos sumar ambas congruencias para obtener
a1+ by = as + by mod m,

lo cual implica
[a1 + bl] = [CLQ + bg],
luego [ay] + [ba] = [as] + [bo).

De igual manera, para el producto tenemos

[a1].[b1] = [a].[ba].
Concluimos de esta manera que la suma y el producto moédulo m
estan bien definidas.
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Proposicién 2.5.1 Sea m un entero positivo. Entonces el conjunto
Z,, de las clases de congruencias modulo m, con las operaciones de
suma y producto modulo m es un anillo conmutativo con unidad.

Demostracién:

Ejercicio. ' Y

Ejemplo: Consideremos Zg, el anillo de los enteros médulo 6. Pode-
mos construir una tabla para la operacién de suma, para lo cual colo-
caremos todos los elementos de Zj en la primera columna y en la
primera fila de la tabla

TR W N~ O
= w N = OO
S ULk W N =
= O Ot e W NN
N = O Uk W W
W N = OO
W N = O Ot ot

) 4

Ejercicio: Analizar la tabla anterior, verificando cada una de las
operaciones y responda a las preguntas

1. ;Por qué la tabla es simétrica con respecto a la diagonal ?
2. jPor qué ningtin elemento se repite en una misma columna o fila?
3. jPor qué aparece el cero en todas las filas y columnas?

Podemos construir una tabla para el producto médulo 6, de la
misma forma como lo hicimos para la suma.

. 01 2 3 4 5
0 000 0 0O
1 01 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
3 0 54 3 21
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Si analizamos esta tabla, vemos que en la columna del elemento 2, no
aparece el elemento 1. Luego no existe elemento x tal que [2] - [x] = 1.
Por lo tanto los enteros médulo 6 no forman un grupo bajo el producto,
pues el elemento [2] no posee inverso.

Definicién 2.5.4 Un anillo conmutativo con unidad IR, en donde todo
elemento posee inverso bajo el producto, se llama un Cuerpo.

Observacion : Si el anillo conmutativo unitario IR es finito, entonces la
existencia de elementos inversos para el producto es equivalente a la ley
de cancelacién para el producto. La cual establecemos a continuacién:

Ley de cancelacion para el producto: Si a, b y ¢ son elementos
de IR tales que a # 0, entonces

a-b=a-c implica b=c

La prueba de esto se deja como ejercicio para el lector.
Veamos bajo que condiciones sobre m, se cumple la ley de can-
celacion en Z,,,.

Teorema 2.5.1 Sea a un entero positivo y (a,m) = d. Entonces si
ab = ac mod m,

se tiene

m

b= c mod

Demostracién:

Tenemos por hipdtesis que m | a(b—c). Luego m/d divide a a/d(b—

c) y ademas (%, §) = 1. Luego concluimos que m/d divide a b — ¢, de

donde se obtiene

m
b= d —
c mo y

)

Ejemplo: Sea la congruencia 3 x 2 = 3 x4 mod 6. Notar que (3,6) = 3
y por lo cual se tiene 2 = 4 mod 2.
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Proposicién 2.5.2 Sea p un primo y a un entero positivo, tal que
(p,a) =1, entonces si

ab = ac mod p, se tiene b= c mod p.
Finalmente, podemos caracterizar los anillos Z,,, que son cuerpos.

Teorema 2.5.2 El anillo de clases de congruencias Z, es un cuerpo
sty solo si p es primo.

Demostracién:

Ejercicio. ®

Ejercicios

1) Construir tablas para las operaciones de suma y producto médulo 7.

2) Usando las tablas anteriores, resolver la congruencias
1. 2a =3 mod 7
2. ba =4 mod 7

3) Un elemento a # 0 en un anillo IR, se dice que es un divisor de
cero, si existe un b # 0 en IR, tal que a - b = 0. Demostrar que no hay
divisores de cero en Z,, con p primo.

4) Demuestre que el anillo Z,, tiene exactamente m elementos.

5) Demuestre que en un grupo siempre se puede resolver la ecuacién:
axx=>b.

6) Sea IR un anillo y a, b y ¢ elementos de IR. ;Bajo que condiciones
sobre estos elementos, se puede resolver la ecuacién: a -z + b = ¢?

7) Demuestre que si f(z) y h(z) son dos polinomios con coeficientes
reales, se cumple que
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8) Demuestre que no existe divisores de cero en el anillo de polinomios
sobre los reales.

9) Probar que [al, [b] ¥ [c] son tres clases de congruencia médulo m, se
cumple que

10) Si p es un nimero primo probar que Z, es un cuerpo.

11) Sea A el conjunto de los niimeros reales de la forma a + bv/2, con a
y b nimeros racionales. Probar que A es un cuerpo con las operaciones
de suma y producto de nimeros reales.

12) Probar que en la tabla de operacién de un grupo no pueden haber
elementos repetidos en una misma fila o columna.

2.6 Ecuaciones lineales de congruencia
Una ecuacién del tipo
a-x=bmodm (2.1)
se llama ecuacion lineal de congruencia.

Observacién: Si xg es solucién de (2.1), y x;1 es otro entero tal que
r1 = x9 mod m, entonces x; también serd solucién de la ecuacién. Asi
pues, si (2.1) posee solucion, entonces posee infinitas. Sin embargo sélo
nos interesan aquellas soluciones que no sean congruentes entre si.

Volviendo a la ecuaciéon anterior, podemos expresarla como
a-x—m-y=>= (2.2)

donde y es un entero a determinar.
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Una ecuacién del tipo (2.2) se denomina ecuacién lineal diofanti-
ca en las variables x e y. Se supone que las soluciones de esta ecuacién
son numeros enteros.

Diofantos de Alejandria fue uno de los grandes matematicos griegos
y escribié sus obras a mediados del siglo 3 d.c. La més importante es
la Aritmética, que consistia en el estudio de resolucién de ecuaciones,
como por ejemplo la ecuacién Az? + C = y2.

Ejemplo:
Resolver
T-x+15-y=12

Solucion:

Usaremos el método de Euler, que consiste en despejar una de las
incognitas con menor coeficiente, en funcion de la otra.

Esto nos conduce a establecer una ecuacién diofantica con coefi-
cientes menores.

Se tiene entonces

12—-15-y 55—y
- "7 _1_9. S
. 7 vt —;
Si se requiere que x e y sean enteros, se debe tener
z = 2=y entero.
7
Luego
y=5-"T-2

Déandole valores enteros arbitrarios a z, podemos obtener valores
enteros de = e y, que cumplen la ecuacién original. Expresando x e y
en funcién de z se deduce

r=-9+15-%2

y=955-—"7-z.
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Siendo z cualquier entero. Por ejemplo, haciendo z = 0 se tiene
xr = -9, y =5, lo cual nos da una solucion a la ecuacion.

Como veremos enseguida, la ecuacion lineal diofantica siempre se
puede resolver si se cumplen ciertas condiciones sobre los coeficientes
a, by c.

Teorema 2.6.1 La ecuacion
axr +by =c (2.3)

tiene solucion si y sdlo si d | ¢, donde d = (a,b).

Demostracidn:

Notemos en primer lugar que d | a, y d | b. Por lo tanto, si la
ecuacién (2.3) tiene solucién (z,y) se tiene que d | ax + by, y luego
d|ec.

Reciprocamente, supongase que d | ¢. Dividiendo entre d la ecuacion
original, nos da

dr+by=7 (2.4)

donde @ = a/d, v/ = b/d y ¢ = c¢/d. Es claro que si (2.4) tiene
solucién, entonces (2.3) también posee solucién y viceversa. Luego
ambas ecuaciones son equivalentes.

Notemos que (a’,b") = 1, y por lo tanto existen enteros zj, e y;, tales
que

dxg+ by, =1
Luego es facil verificar que z¢ = 'z, e yo = 'y(, son
soluciones de (2.4) y por ende soluciones de (2.3).

Teorema 2.6.2 Si la ecuacion lineal diofdntica (2.3) posee solucion y
(x0,Y0) €s una solucion particular, entonces toda otra solucion (x,y) es
de la forma

b a

x:xo—i-gt, y:yo—gt

donde t es cualquier entero.
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Demostracién:

En primer lugar, probaremos que x e y son solucién. En efecto

b
a(ZL’() + gt) + b(yo — gt) = axy + byo =cC

Por otro lado si (x,y) es cualquier solucién de (2.3), también lo sera
de (2.4) y en consecuencia

d(x—xo)+b(y—y)=¢ - =0
de donde
a'(z — ) = —b'(y — yo)
De acé se deduce a' | b'(y — yo) y por lo tanto @' | (y — yo). Luego
= yo + a't, donde t es un entero. Igualmente, se verifica © = x¢ + 's,
con s entero.

Probaremos que s = —t, para lo cual sustituimos la solucion (z,y)
en (2.4)

a'(zg+b's)+V(yo+a't) =7

a'zg+ by +adbt(s+t)=¢

como (zg, Yo) es solucién de (2.4) se tiene a’zo+b'yy = ¢, y por lo tanto

d+dt(s+t)=7

0 sea
ab'(s+t)=0
de donde s = —t. Con esto termina la demostracion.
[ )
Teorema 2.6.3 La ecuacion lineal de congruencia
ax = b mod m (2.5)

posee solucion si y solo sid | b, donde d = (a,m). Sixq es una solucion
particular de (2.5), entonces la solucion general viene dada por

m
T = x9 mod E
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Demostracién:
Podemos expresar la ecuacién anterior como
ar —my =>b (2.6)

De acuerdo al teorema anterior, sabemos que (2.6) posee solucién y
ademas la solucién general para la x viene expresada mediante:

m
$:$0+Et.

Para finalizar la demostracion, observemos que las d soluciones

Lm N (d—1)m
o, Lo+ —, ..., 00+ ———
0, L0 d ) s L0 d
son todas distintas médulo m. [ Y
Ejemplo:
Resolver
30z = 15 mod 21
Solucién:

Obsérvese que (30,21) = 3, y 3 divide a 15. Luego la ecuacién tiene
solucién. El nimero de soluciones médulo 21 serd igual a (21,30) = 3.

Con la finalidad de hallar una solucién particular, procederemos a
dividir entre 3 la ecuacion. Luego

102 = 5 mod 21

esto es

3r=5mod 7

Por simple inspeccién, calculamos una solucién x = 4 mod 7. Luego
las tres soluciones distintas médulo 21 son: 4, 11 y 18.

Ejemplo:
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Resolver
238z + 125y = 31

Solucion:

En este ejemplo se puede reducir el tamano de los coeficientes, me-
diante un cambio de variables. Podemos reescribir la ecuacion anterior

125(y +22) — 12(x +2) =7

Empleamos ahora el siguiente cambio de variables

X=x+2, Y=y+2

Luego la ecuacion original se transforma en

125Y — 12X =7

Resolviendo tenemos

125 — 7 5Y — 7
X=——=10Y
12 0¥+ 12
Nuevamente, haciendo el cambio de variable
5Y — 7
z =
12
de donde
v — 12247 o4 22+ 2
5 5
22+ 2
Luego G es un entero y por lo tanto hacemos z = —1.

De aqui obtenemos los resultados

Y=-1 X=-11

volviendo al cambio de variables

y=15 x=-13
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Luego la soluciéon de la ecuacién original viene expresada por

r=—13+125t, y=15—238¢t

Estudiemos ahora el problema de resolver una ecuaciéon de congruen-
cia con mas de una indeterminada.

Ejemplo:
Resolver
3z + 4y = 11 mod 14 (2.7)
En primer lugar, observamos que 14 = 7 - 2. Luego es posible

trabajar con médulos 7 6 2, para hallar soluciones de (2.7). Escogemos
el 2 por ser menor. Luego tomando la misma ecuacién mddulo 2 se
obtiene

3r 4+ 4y = 11 mod 2

O Sea

3z =1 mod 2

De esta ecuacion provienen 7 soluciones distintas modulo 14 para =,
las cuales son: 1, 3,5, 7,9, 11 y 13. Al sustituir cada una de éstas en
la ecuacién original, se obtendran las correspondientes soluciones para
la y.

Por ejemplo, si se considera x = 1 mod 14, se tendra

3r + 4y = 11 mod 14

o bien

4y = 8 mod 14

Notemos que (14,2) = 2, luego podemos simplificar:

2y =4 mod 7

Luego las soluciones de y modulo 14 son 2 y 9.
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Usaremos pares ordenados para indicar las soluciones de la ecuacion
(2.7), donde la primera componente indica la x y la segunda indica la
y. De esta forma, se obtienen las soluciones (1,2) y (1,9).

Las restantes soluciones son:

(3,4), (3,11), (5,6), (5,13), (7,1), (7,8),
(9,3), (9,10), (11,5), (11,12), (13,7), (13,14).

Teorema 2.6.4 La congruencia

a1T1 + asxs + ... + apx, = c mod m

es soluble si y solo si d | ¢, donde d = (ay,aq,...,a,,m).

El nimero de soluciones distintas mddulo m es dm™!.

Demostracién:

Haremos la demostracion para el caso n = 2. El caso general se
deduce de este caso particular y del principio de induccion.

Consideremos entonces
a1z + asy = ¢ mod m (2.8)
donde (ay,as,m) =dy d | c.

Es facil ver que la condicién d | ¢ es necesaria para la existencia de
la solucion. Probaremos que esta condicién es también suficiente.
A tal efecto, sea (a2, m) = d'. Luego de (2.8) obtenemos

arx = ¢ mod d (2.9)

Notemos que (d';a1) = ((ag,m),a;) = d, y d | ¢. Luego (2.9) posee
d soluciones distintas médulo d’, de acuerdo al teorema 2.6.3. Estas d
soluciones, generan d - m/d' soluciones distintas médulo m para x.

Para cada solucién x, se reemplaza su valor en la ecuacién (2.8)
para obtener
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asy = ¢ — a;x mod m

Teniendo en cuenta que: (m,as) = d', y ademds: d' | ¢ — ajz, se
deduce entonces que la ecuacién anterior posee d’ soluciones distintas
para y modulo m.

Contando el nimero de soluciones de (2.8), se tendré la ecuacién

S=8,x 8,

donde S = nimero de soluciones de (2.8), S, = numero de soluciones
para z y S5, = numero de soluciones para y. Luego

m
S:dgd,:d.m

2.7 Teorema Chino del Resto

El problema de resolver la congruencia
ar = b mod m (2.10)

puede ser bastante laborioso si m es grande, debido al niimero de calcu-
los requeridos, cuando esta se resuelve usando el método de la seccion
anterior. Si m se factoriza como un producto de enteros my.ms...m,
entonces la ecuacion anterior es equivalente a las ecuaciones

axr = b mod m;, 1<i<n
Teorema 2.7.1 Sean mi,ms,...,m, enteros positivos. Entonces el
sistema
ar = b mod my
ar = b mod m,

es equivalente a la ecuacion

ax =b mod [my,ma, ..., my|



2.7. Teorema Chino del Resto 63

Demostracién:

Notemos que para todo i, se tiene m; | ax — b, por hipdtesis, luego
ax — b, es miltiplo comin de los m; y por lo tanto [my, ..., m,]| divide
a ar —b . Luego

ax =bmod [mq,...,my].

Reciprocamente, es facil ver que toda solucién de la ecuacion satis-
face el sistema, con lo cual se da fin a la prueba.

)

Observacién: Si los m; son primos relativos por pareja, esto es,
(mia mj) =1
para todo par de enteros i # 7,
entonces se tiene
[ma,...,my| =my...my,.
Asi pues, tenemos el siguiente resultado
Teorema 2.7.2 Sim se factoriza

— a1 a2 o
m=p; Py ...0."

entonces la ecuacion ax b mod m es equivalente al sistema de n

ecuaciones
ar =bmod pj', 1<i<n

Ejemplo:
Resolver

Tx = 6 mod 100

Solucién:
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Descomponiendo a 100 como producto de primos, nos da 100 = 2252,
luego la ecuacion es equivalente al sistema

Tr =6 mod 25

3z =2 mod 4

La primera ecuacion tiene solucién

x = 8 mod 25,
osea xr =38, ,33,58,83,....
La segunda ecuacién tiene solucion
r = 2 mod 4,
esto es x = 2,6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 50, 54, 58,62, . . ..

Luego la solucién comiuin viene expresada por

x = 58 mod 100
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Ejemplo:

Ahora planteamos un problema de la antigua China, que data del ano
1275 d.c.

“Hallar un nimero tal que, al ser dividido por siete da uno como
residuo, al ser dividido por ocho da dos como residuo y al ser dividido
por nueve da tres como residuo”.

Solucion:

Podemos plantear el problema en términos de congruencias de la
siguiente manera; sea x el nimero buscado, entonces

r = 1modT7
r = 2mod8
r = 3mod9
De la primera ecuacién obtenemos
r=14+7k

Sustituyendo en la segunda ecuacién

1+7k=2mod 8

de donde
Tk =1 mod 8
Luego
k=7 mod 8,
y por lo tanto k = 7 4 8[. Sustituyendo en la expresién de x nos

da: x = 50 4+ 56l. Este ultimo valor de z lo sustituimos en la tercera
ecuacion para obtener
50 4+ 561 = 3 mod 9

y después de reducir médulo 9 nos queda: [ = 8 4 9.
Finalmente, si se remplaza el valor de [ en la expresion de x produce
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x =50+ 56(8 + 9j5) = 498 + 5047
de donde se concluye
x = 498 mod 504

Proposicién 2.7.1 Sean my y mo enteros primos relativos. Entonces
existen enteros xog y xy tales que

o =1 mod m; x9 =0 mod my
(2.11)

1 =0 mod m; x1 =1 mod my

Demostracion:
Sabemos que existen enteros s y t tales que

s-m1+t-m2:1

Luego s-m; =1 mod my y s-mq =0 mod my. Similarmente
t-mo =1modmyyt-me =0 modms. Tomar entonces xg=1t-ms
Y1 =8-mMm;.

[ )

Proposicién 2.7.2 Sean my y mo enteros primos relativos. Entonces
dados dos enteros cualesquiera a y b, existe un entero x que satisface

T = a mod my
r = b mod my

Demostracién:

Tomar z = a-xg+0b-x1, donde zy y x; satisfacen la condicién (2.11)

)
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Teorema 2.7.3 (Teorema Chino del Resto)

Seanmy, ..., m, enteros positivos, primos relativos por parejas. En-
tonces si aq,...,a, son enteros cualesquiera, el sistema
r =a; modm
r =a, modm,

posee solucion. Ademds si m = mq ---m,, cualquier par de soluciones
son congruentes modulo m.

Demostracion:

Usaremos induccién sobre n. Para n = 1 el teorema es cierto.
Supongase que el sistema

r =a; modmy

T = ap_1 ™Mod my,_q

posee solucién tnica xg médulo m' = my - mg - - my_q.
Entonces el sistema original se puede reducir a resolver

x = x9 mod m/

T = a, mod m,

Tenemos entonces que (m,, m') = (m,, my....my,_1) = 1. Luego pode-
mos aplicar la proposicion anterior para hallar la solucién buscada, la
cual serd tnica modulo my - - - m,, por hipétesis de induccién.

Aplicacién del teorema chino en
cronologia

Una de las medidas mas usadas en la cronologia historica es la de los
dias julianos. Los dias julianos tienen la misma duracién que los dias
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solares, sin embargo éstos se cuentan a partir del primero de enero del
4713 a.c., el cual es el dia juliano 1, y de alli en adelante se enumeran
los dias en sucesién creciente.

Este sistema fue ideado por Joseph Justus Scaliger de Leyden,

y aparecié por primera vez en su obra “De emendatione temporum’
(Paris 1583).

Estos dias julianos se agrupan en periodos de 7980 anos. Cada uno
de estos periodos se denomina Ciclo Juliano o Periodo Juliano. La
razén para elegir semejante niimero, la veremos a continuacion.

Tenemos que 7980 = 28 x 19 x 15 y cada uno de estos factores
tiene un significado muy especial dentro de los calendarios de distintas
cronologias

El niimero 28 corresponde al llamado Ciclo Solar de 28 anos. Este
es el ciclo mas pequeno en el cual los dias de la semana y las fechas
del calendario se repiten. El primer ano de un ciclo solar es aquel, en
donde el dia primero de enero es lunes. Por ejemplo, el ano 1560 tiene
ano solar 1.

El nimero 19 corresponde al Ciclo Meténico o Ciclo Lunar, el
cual dura 19 anos. Este es el menor ciclo en el cual las fases de la
luna se repiten en las mismas fechas del calendario. Este proviene del
astrénomo griego Meton (siglo V a.c.), quién descubri6 que 19 afios
solares corresponden exactamente a 235 lunaciones o meses lunares.
Los anos del ciclo meténico se llaman Anos Dorados. Este sistema
fue introducido por el Emperador Dionisio Exigus en el ano 533 d.c. y
este ano tiene ano dorado 1.

Finalmente, el nimero 15 corresponde a otro ciclo, el cual no tiene
nada que ver con astronomia. Se trata del ciclo de recoleccién de im-
puestos en la antigua Roma que constaba de 15 anos y se llama la
indiccién. Este ciclo fue introducido por el Emperador Constantino
en el ano 313 d.c. correspondiendo a este ano el primer ano de dicho
ciclo.

La idea de Scaliger era usar un sistema de cronologia que inclu-
yera todos estos ciclos. Esto permitiria calcular facilmente una fecha
determinada al pasar de un sistema a otro. El problema entonces era
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escoger una fecha apropiada para iniciar la cuenta de los anos julianos.
Se necesitaba un ano x de la historia, tal que en ese ano se diera inicio
a los tres ciclos. Esto es, x debe tener

Ao solar =1
Ano dorado =1
Ano de indiccién = 1

Usando congruencias, se debe tener el sistema

z = 1560 mod 28
=532 mod 19

T
x =313 mod 15

Reduciendo esto se tiene

z =20 mod 28
z =0 mod19
r =13 mod 15

Notese que (28, 27) = 1, (28,15) = 1 y (15,19) = 1. Luego por el
Teorema Chino del Resto, el sistema anterior posee solucion.

A fin de determinar el valor de x, comenzaremos por usar la primera
ecuaciéon. Luego

r =20+ 28k con k entero.

Usando la segunda ecuacién nos queda

20 + 28k = 0 mod 19
1+9k =0 mod 19

9k = 18 mod 19
de donde

k=2 mod 19
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Luego

k=2+19s

y por lo tanto volviendo a x en la ultima ecuacion tenemos

76 + 532s = 13 mod 15

1+ 7s =13 mod 15
luego, 7s = 12 mod 15, de donde s = 6 mod 15. Por lo tanto s = 6+ 15¢.

Nuevamente, si reemplazamos este valor en la expresion para x nos

da

x = 76 4 532(6 + 15¢) = 326 + 7980t

Luego la solucién viene dada por

x = 3268 mod 7980

Sin embargo, descartamos el ano 3268 por ser del futuro y buscamos
el ano y en que se inicié el periodo juliano anterior. Esto es

y = 3268 — 7980 = —4712

En el calendario gregoriano, el ano -4712 corresponde al 4713 a.c.
(no hay ano 0) y éste se toma como el ano 1 juliano.

Ejemplo: Conociendo el ano juliano de un ano cualquiera, podemos
calcular su ano solar, dorado y de indiccion; basta tomar los restos de
la divisién del nimero entre 28, 19 y 15 respectivamente. Por ejemplo
para buscar el ano juliano de 1993, el cual llamaremos =, hacemos

x = 4713 + 1993 = 6706

Luego dividimos a 6706 entre 28, 19 y 15 respectivamente para
obtener los restos que nos dan toda la informacién. Por lo tanto
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Ano solar de 1993 = 14
Ano dorado de 1993 = 18
Ano de indiceion de 1993 = 1

Ejercicios

1) Resolver
238x 4+ 133y = 31

2) Resolver
15 + 30y = 720

3) Resolver
Tr 4+ 11y = 150

4) Resolver las ecuaciones de congruencia.
a) 12x =7 mod 17
b) 11z = 7 mod 84
¢) 18z =1 mod 25

5) Resuelva el sistema

mod 2
mod 3
mod 5
mod 7

8 8 8 8
101
Tt W N =

6) Resuelva la congruencia

2z + 3y = 15 mod 16

7) Hacer una tabla en donde aparezcan los anos solares, dorados y de
indiccién para el periodo comprendido entre 1800 y 1850.

8) Demostrar que si xy es un entero y d|m, entonces los d enteros
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L m +(d—l)m
0,40 d7 s 40 d

son todos diferentes modulo m.

9) Un comerciante compré un lote de juguetes de dos tipos distintos por
Bs. 50.000. EIl primer tipo cuesta Bs. 1.950 por unidad, y el segundo
tipo cuesta Bs. 770. ;Qué cantidad de juguetes de cada tipo comprd
el comerciante?.

10) Resolver

10502 + 6y + 462z = 6 mod 12

11) En X se celebraron eleciones para elegir el Presidente en 1994. En
1992 se realizaron elecciones para elegir gobernadores. Si el periodo de
mando de los presidente es de 5 anos, y el de los gobernadores de 8,
entonces determine en qué ano coincidiran ambas elecciones.



Capitulo

3

Congruencias de Grado
Superior

3.1 Introducidon

En el capitulo anterior vimos como resolver congruencias del tipo

ar = b modm

donde a, b y m son enteros m > 1,y (a,b) = 1.

En este capitulo discutiremos un nuevo enfoque de este problema,
al considerar esta ecuacién dentro del anillo de enteros médulo m. Sa-
bemos que a posee un inverso multiplicativo, a*, con la propiedad

a-af =1

y por lo tanto se puede multiplicar la ecuacion original por a*, a fin de
resolver en términos de x, esto es

T = a*b mod m

Veremos cémo se pueden obtener inversos multiplicativos, mediante
el teorema de Euler, lo cual nos permite resolver una gran cantidad
de problemas relativos a las congruencias lineales y de grado superior.
Como consecuencia del Teorema de Euler, se obtiene el famoso Teorema
de Fermat (Pequenio teorema), que establece la identidad

2P~ =1 mod p

vélida para todo entero z, con (z,p) =1

Finalmente, se estudian las congruencias polinomiales médulo un
entero m. En el caso de ser m un primo se dan una serie de resultados
interesantes sobre la factorizacién y el calculo de raices de polinomios.

73
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3.2 La funcién ¢ de Euler

Definicién 3.2.1 Sea m un entero positivo. Un sistema reducido
de residuos maodulo m, es un conjunto de enteros ay,-- -, a, tales que:

i) Los a; son incongruentes modulo m.

i1) Para todo i se tiene (a;,m) = 1.

iii) Si a es un entero cualquiera, tal que (a,m) =1, entonces existe
un a;, tal que a = a; mod m.

Ejemplo 1:

Un sistema reducido médulo 6, viene expresado por {1,5}.

Notemos que las propiedades i) y ii) ciertamente se satisfacen. Si
a es un entero tal que (a,6) = 1, entonces aplicando el algoritmo de la
division, se tiene enteros ¢ y r, tales que a = 6¢ + r, donde 0 < r < 6.
Por otro lado, (a,6) = (6¢ + r,6) = (r,6) = 1. Luegor =16 r =5, lo
cual implica

a=1mod6 6 a=5modb

Luego #i7) también se cumple en este ejemplo.

Utilizando un razonamiento andlogo, en el caso general, se puede
probar:

Teorema 3.2.1 FEl conjunto de enteros
A={z|0<z<m y (z,m)=1}
es un sistema reducido de residuos modulo m.

Observaciéon: El teorema anterior demuestra la existencia de un siste-
ma reducido de residuos, para cualquier entero m. Sin embargo existen
otros sistemas, ademds de este dado arriba. Por ejemplo {1,5} y {7,11}
son ambos sistemas de residuos moédulo 6.

Una pregunta natural es la siguiente: ;Todo sistema reducido posee
el mismo nimero de elementos? La respuesta a esto es afirmativa, como
se vera mas adelante.
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Definicién 3.2.2 La funcion ¢ de Fuler, aplicada al entero positivo m
se define por

p(m) = [A]

En otras palabras, ¢(m) es el nimero de enteros positivos mayores o
iguales a uno, y menores que m, los cuales son primos relativos con m.

Teorema 3.2.2 Todo sistema reducido de residuos modulo m, posee
w(m) elementos.

Demostracién:

Sea r1,---,7r, un sistema reducido de residuos moédulo m. Pro-
baremos que existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto B
formado por los r; y el conjunto A definido previamente.

En efecto, si € A, se tiene que (z,m) =1y por ser B un sistema
reducido, existe un elemento r; en B, tal que x = r; mod m. Por lo
tanto definimos

f:A— B

r—r;

Es claro que la funcion f esta bien definida, pues a cada x en A se
le puede asignar mediante esta regla un unico elemento en B. Seguida-
mente, probaremos que f es inyectiva y sobreyectiva, con lo cual habre-
mos demostrado que A y B tienen el mismo numero de elementos.

Para demostrar la inyectividad, supéngase que z; y x5 son dos ele-
mentos en A que satisfacen f(z1) = f(z2).

Luego existe un j, (1 < j <n), tal que

x1 =1; mod m

Ty =1 mod m,

lo cual implica x1 = x5 mod m. Esto ultimo sucede si y sélo si xy = 5.
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Para demostrar la sobreyectividad, sea r; un elemento cualquiera de
B. Luego se verifica (r;,m) = 1. Por ser A un sistema reducido, existe
un = en A tal que r; = x mod m, por lo cual f(z)=r;. [

Veamos a continuacion una tabla con algunos valores de la funcién
© de Euler.

mlem)  mlem)  m|em)  m|e(m)
2 1 7 6 12 4 17 16
3 2 8 4 13 12 18 6
4 2 9 6 14 6 19 18
5 4 10 4 15 8 20 8
6 2 11 10 16 8 21 12

Observando la presente tabla, notamos que ¢(m) es par, para todo
m > 3. Esto serd probado de manera general mas adelante. También
es evidente que si p es primo, entonces ¢(p) es igual a p — 1. Nuestra
préoxima meta, serd obtener una formula para calcular la funcion de
Euler de un niimero compuesto, la cual va a depender de la factorizacién
de dicho ntimero. Es decir, si m se expresa como un producto de primos
P11 Pn, entonces o(m) se expresara en funcién de py, -+, py.

El primer paso en este proceso viene dado por el siguiente:

Teorema 3.2.3 Sip es primo y a > 1, entonces

Demostracién:

Recordemos que ¢(p®) es el nimero de enteros positivos menores o
iguales que p®, y que son primos relativos con p®. Podemos contar los
enteros positivos menores que p® que no son primos relativos con el.
Una lista de estos enteros es la siguiente:

a—1

p72p73p7”'7<p_1)pap272p27'”7p p
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vemos que hay entonces p®~! de ellos, luego restando este nimero
del total de enteros positivos menores que p®, obtenemos por lo tanto

o(p*) =p* —p*". L
Ejemplo 2:

Por intermedio del teorema anterior podemos calcular la funcién de
Euler sobre una cantidad infinita de nimeros, por ejemplo

©(81) = (3*) = 3* - 3* = 34.

Teorema 3.2.4 Sean m y n son dos enteros positivos tales que
(m,n) = 1. Se tiene entonces (mn) = @(m)p(n).

Demostracién:

Definimos los siguientes conjuntos

A, ={z|]1 <z <n|(z,n) =1}
Ap = {2zl <z <ml(z,m) =1}
Apn = {2|]1 <z <mn|(z,mn) =1}
La razén de definir estos tres conjuntos se debe a que |A,| = ¢(n),

| Al = ©(m) v |Amn| = @(mn). La idea de la demostracion consiste
en probar

|Amn| = |Am X An‘ = |An||Am|>

de lo cual se deduce p(mn) = p(m)p(n).

Comenzaremos por definir una funcién
fiAp — Ay X A

de la forma siguiente:

Para cada = € A,,,, se cumple (z,mn) = 1, de donde (z,m) =11y
(x,n) = 1. Luego, existen elementos tnicos r € A, y h € A,, tales que
r=rmodnyx=hmodm.
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Definimos entonces f(x) = (r,h) € A, X A,,. Es claro que f esta
bien definida.

Ademsds, f es inyectiva, si f(x) = f(y) para algunos enteros z,y
en A,.,, se tendrda que existen enteros r, h tales que x e y son ambos
soluciones del sistema:

Z =r mod n,
Z = h mod m.

De acuerdo al teorema 3.2.3, el cual afirma la unicidad médulo mn
de la solucion de este sistema, se tendra entonces:

x =y mod mn

lo cual implica que x = y. Por lo tanto f es inyectiva.

Finalmente, para probar la sobreyectividad de f, tomemos un ele-
mento (i,j) € A, x A,,. Nuevamente, usamos el teorema 3.2.3 para
garantizar la existencia de una solucién del sistema

Z =1 mod n,

Z = j mod m.
la cual denotaremos por x. De las dos condiciones (i,n) =1y (j,m) =1
se deduce que (z,mn) = 1, luego = € A, v ademds f(z) = (i,)).

Como consecuencia de esto, se ha demostrado que f es sobreyectiva.
Al ser f biyectiva queda probado que

|Apn| = |An X Ap|

y de esto se deduce:

p(mn) = p(m)p(n).
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Ejemplo 3:
A la luz de los resultados anteriores, nos es permitido ahora calcular

la funcién de Euler para cualquier entero, una vez que se conozca su
factorizacion prima.

Por ejemplo:

©(600) = ©(2°-3-5%

= 0(2%)e(3)p(5%)
= (22 -2H)(3 - 1)(5* - 5%)
= 4-2-20

160

Corolario 3.2.1 Sin = pi" - py®---p%s, donde los p; son primos dis-
tintos se tendrd entonces:

An=n(i5) (=) 03)

Demostracién:

Ejercicio.

3.3 Funciones Multiplicativas

Existen muchas funciones en teoria de niimeros que satisfacen pro-
piedades similares a la funcién de Euler, como la establecida en el teo-
rema 3.2.4, esto es p(mn) = ¢(m)p(n) cuando m y n son primos rela-
tivos. En esta seccién se estudiaran una serie de funciones que cumplen
estas y otras propiedades interesantes.

A lo largo de este capitulo, Z* denotard el conjunto de los enteros
positivos.
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Definicién 3.3.1 Una funcion f : Z+t — Z se llama funcién arit-
mética.

Definicién 3.3.2 Una funcion aritmética f se dice multiplicativa,
si satisface

f(mn) = f(m)f(n),

cada vez que (m,n) = 1.

Definicién 3.3.3 Una funcion aritmética se dice totalmente multi-
plicativa si satisface

f(mn) = f(m)f(n),

para cualquier par de enteros m y n.

Ejemplo 4:

Las funciones siguientes son multiplicativas:

a) La funcién ¢ de Euler.

b) La funcién constante f(n) =1, para todon € Z*.

¢) La funcién idéntica f(n) = n, para todo n € Z+.

Las dos tultimas son totalmente multiplicativas, pero la primera no
lo es.

Existen otras funciones multiplicativas, de gran utilidad, como lo
son:

d(n) = numero de divisores positivos de n.

o(n)= suma de los divisores positivos de n.

Ejemplo 5:

Podemos calcular algunos valores de estas funciones y expresarlos
mediante una tabla:
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n |d(n) | o(n) n |d(n)|o(n)
2 2 3 121 6 28
3 2 4 13| 2 14
4 3 7 14| 4 24
) 6 6 15| 4 24
6 4 12 16| 5 31
7 2 8 17 2 18
8 4 15 18| 6 39
9 3 13 19 2 20
10 4 18 201 6 42
1] 2 12 21| 4 32

Notacién Si f es una funcién aritmética, y n es un entero positivo,
entonces el simbolo

> fd)

d/n
indica la suma de todos los términos f(d), donde d es un divisor de n.

Teorema 3.3.1 Sea f una funcion multiplicativa y

F(n)=>_ f(d)

d/n

entonces F' es multiplicativa.

Demostracién:

Sean m y n enteros positivos tales que (m,n) = 1. Debemos de-
mostrar entonces F'(mn) = F(n)F(m), para lo cual supondremos que
m y n tienen descomposicién en factores primos de la forma

RS I g 010 9,
n=py'py’ P, m=qq’ gyt

Entonces los divisores de mn son todos de la forma
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d=pi'pd - pla)" % 4",

donde 0 < v; < oy, 0 < A < ;.

Por lo tanto

F(m,n)

> fd)

d/mn
s A A
> foi' - pra - q)
0<v;<a;< 0<A;<B;

3 S folp @)

0<vi<a;  0<A;<pB;

> D fldi)f(do)

di/ndz/m
(£ ) (£ g1

[ )

Teorema 3.3.2 La funcion d(n)= nimero de divisores de n, es mul-

tiplicativa.

Demostracién:

Usamos el resultado anterior, haciendo f(n) = 1. Luego

es multiplicativa.

d(n) =31

d/n

)

Teorema 3.3.3 La funcion o(n)= suma de los divisores de n, es mul-

tiplicativa.
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Demostracién:

Nuevamente, por intermedio del teorema 3.3.2 se obtendra el resul-
tado. Tomando f(n) = n, nos produce:

o(n)=> d.
d/n

Claramente o es multiplicativa en virtud del teorema 3.3.2. [

Una vez que hemos demostrado este par de teoremas, nos resulta
relativamente facil calcular los valores de las funciones d(n) y o(n)
cuando se conoce la descomposicion prima de n. Unicamente falta
obtener férmulas para estas funciones en el caso de ser n una potencia
de un primo, lo cual no es muy dificil; como se verd a continuacion.

Si p es primo, entonces los divisores de una potencia de p, digamos
p%, son 1,p,p?, ---p*~ L p*. Luego se tiene

d(p®) = a+1,

o(p*) = 1+p+--+p°
1_pa+1
1—po

Podemos resumir todas estas observaciones en el siguiente corolario.

Corolario 3.3.1 Sin = pi"py®---p%s, con p; primos, se tiene:

a) d(p) = (a1 + 1)(0412 +1)- (a5 +1)
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Ejercicios

1) Construir una tabla con los valores de n, 1 < n < 100 para las
funciones

a) ¢(n)

b) d(n)

c) o(n).

2) Hallar un sistema reducido de residuos médulo 25.

3) Sea n un entero positivo fijo. Demostrar que la ecuacién p(z) = n
posee un numero finito de soluciones.

4) Hallar el menor entero x para el cual o(2x) = 2p(z).

5) Nimeros perfectos: un entero positivo n se dice perfecto si n es
igual a la suma de sus divisores, diferentes de n (divisores propios). Por
ejemplo: 6 = 3+2+1 = suma de sus divisores propios.

Pregunta: ;Existen ntimeros perfectos? La respuesta es si, 28 y
496 también son perfectos (verficarlo!).

Pregunta: ;Existen infinitos nimeros perfectos? No se sabe hasta
el presente.

Probar:
a) n es perfecto, siy sélo si o(n) = 2n.
b) Usando el resultado anterior, probar lo siguiente: si 2% — 1 es primo,
entonces 2°71(2% — 1) es perfecto.

6) Primos de Mersene: Un nimero primo de la forma 2% — 1, se
llama un primo de Mersene, por ejemplo: 3 =22 —1, 31 = 2° — 1.

Pregunta: ;Existen infinitos primos de Mersene? No se conoce la
respuesta. Se sabe que 21937 — 1 es un primo de Mersene que contiene
6002 digitos!. Hallar otro primo de Mersene distinto de los dados como
ejemplos.

7) Funcién de Mobius: Considerese la funcién aritmética
1, si n=1

pu(n) = 0, si n es divisible por un cuadrado d # 1
(=1)", si n=pips---py, p; primos diferentes.
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a) Probar que p es multiplicativa
b) Probar

> ud)=0, sin>1
d/n

8) Halle un sistema reducido de residuos médulo 10 en el conjunto
{11,12,...,20}

9) Calcular £4(429), 1(400) y 1(505).

10) Sin = pi"* - p3?--- p%s, donde los p; son primos distintos. Probar la

formulas:
1 1 1
W):n(l_pl) (1_192)"'(1_;95)

3.4 Teoremas de Euler y Fermat
En esta seccion, m serd un numero entero positivo mayor que 1.

Teorema 3.4.1 Sea xy,---,x, un sistema reducido de residuos modulo
m, y sea a un entero tal que (a,m) = 1. Luego axy,---,ax, es también
un sistema reducido modulo m.

Demostracién:

En primer lugar, debemos probar que los ax; son incongruentes
moédulo m. En efecto, supongamos que para algunos ¢, j se tiene

ar; = axj; modm.

Esto implica que m divide a (az; —az;) y de esto se deduce m|z; —x;,
pues (a,m) =1 por hipétesis. Por lo tanto se tiene que

x; = x; mod m,

con lo cual x; = z;, porque los x; son incongruentes entre si. Con esto
queda probada la primera parte de la demostracion.
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En segundo lugar, es claro que para todo i se tiene que (azx;, m) = 1,
pues (x;,m) = 1y ademds (a,m) = 1. Es decir, x; y a no poseen
factores primos comunes con m y en consecuencia ax; tampoco tiene
factores en comuin con m.

Por dltimo, resta probar que si ¢ es un entero con (¢,m) = 1, en-
tonces existe un 7 tal que

ar; = ¢ mod m.

Notemos que la ecuacién lineal de congruencia

ax = c mod m (3.1)

siempre se puede resolver, con las hipdtesis que tenemos sobre a, ¢ y
m. Por lo tanto, sea 3y una solucién de (3.1), la cual debe cumplir

ayo = ¢ + mt,

para algtn ¢ entero. Si m divide a yg, entonces m divide a ¢, lo cual es
imposible. Por lo tanto debe ser (yog, m) = 1, con lo cual obtenemos

Yo = x; mod m,
para algun ¢, y de aqui se deduce:
ayo = ax; mod m.
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.1) nos da:
c = ayy = ax; mod m,
y con esto termina la demostracion. [
Teorema 3.4.2 (Teorema de Euler) Si a es un entero, con (a,m) = 1,

entonces se tiene
a?™ =1 mod m.
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Demostracion:
Sea x1,---,x, un sistema reducido de residuos médulo m, luego
n = ¢(m). En virtud del teorema anterior: azy,---,ax, es también un

sistema reducido, y en particular obtenemos que para todo i existe un
7 tal que

x; = axj; mod m (3.2)
donde 1 <:1<n,1<75<n.

En realidad, para cada i se tiene una ecuacién del tipo (3.2). Luego
multiplicando x5 - - -z, y usando las ecuaciones dadas para cada x;,
obtenemos

[[z: =a" [] z;modm (3.3)
i=1 j=1

Observemos que cada uno de los términos x; es primo relativo con
m, luego el producto de todos ellos también lo es, y en consecuencia
podemos dividir ambos miembros de (3.3) entre este producto, para
obtener
a" = a?™ =1 mod m.
Con lo cual se da fin a la prueba. '

Teorema 3.4.3 (Teorema de Fermat) Si p es primo, entonces

a’~' =1 mod p

Demostracién:

Notemos que la condicién p|a implica (a,p) = 1, y de acuerdo al
teorema anterior se debe tener

a?P) = gp~1 =1 mod p

El teorema de Euler posee el siguiente corolario, muy importante:
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Corolario 3.4.1 Sean a y b dos enteros, con (a,m) = 1. Entonces la
ecuacion lineal de congruencia

ax =b mod m (3.4)

posee solucion

x = a?™=1b mod m

Demostracién:

De acuerdo al teorema 3.4.3 se tiene que a¥™ =1 mod m. Luego
multiplicando (3.4) por a?™~! se obtiene el resultado deseado. [ )

Ejemplo 6:
Resolver la congruencia

3z =2 mod 5

Solucién:Usando el teorema anterior se tiene:

r = 30-192mo0d5
332 mod 5
54 mod b

Luego x = 4 mod 5.

Observacion 1: El teorema de Fermat se puede generalizar a cualquier
grupo de manera siguiente:

Si G es un grupo de n elementos, entonces para todo elemento a € G
se tiene
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donde e es el elemento neutro de G.

Observacion 2: En el capitulo 2, seccion 4, vimos que si p es primo,
entonces el conjunto de enteros médulo p, denotado por Z,, es un
cuerpo. Por lo tanto, todo elemento distinto de cero en Z, posee un
inverso multiplicativo.

Por ejemplo si p =7 en Z, tenemos
2-4=1mod7 ; 3-5=1mod7 ; 6-6=1mod7
Luego se tiene

1-2-3-4-5-6 = 6mod7

6! = —1mod7
Teorema 3.4.4 (Teorema de Wilson)
p es primo <= (p— 1)l = —1 mod p

Demostracién:

Si p = 2 el resultado es evidente. Supongamos que p > 2

Sea A = {1,2,---,p — 1}. De acuerdo a la observacién anterior,
cada elemento x en A, posee un inverso multiplicativo en A. En otras
palabras, paracada z, 1 <oz <p—1,existeuny, 1 <y <p—1, tal
que

xy =1 mod p

Posiblemente suceda que x = y, en algunos casos, pero veamos cuan-
do puede ocurrir esto. Si 22 =1 mod p, entonces p divide a
(x +1)(z — 1), y como p es primo se tendré:

i) plx 4+ 1, y en este caso
r=—-1=p—1mod p,

o bien
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i1) plx — 1, y en este caso se tiene
xr =1 mod p.

Asi pues, los tinicos elementos de A que satisfacen la condicién 2! =
rsonzxr =1yx=p—1. Por lo tanto cada = de A, distinto de 1 y
p — 1, se puede agrupar con su inverso y # x, y al multiplicar ambos
obtenemos uno. Si multiplicamos ahora todos los elementos de A, y
los agrupamos en pares (x,y) donde y es el inverso de z, obtendremos

(p—3)/2 parejas de la forma (z,y) con xy = 1, lo cual produce (p—3)/2
unos, y por lo tanto

(p—3)/2 veces
——
1-1-1---1(p—1)modp
p— 1modp

p—1!'=1-2-3---(p—1)

= —1modp
Reciprocamente, si
(p—1)!'=—1mod p,

entonces de esta congruencia se deduce lo siguiente: ningun x, con
1 <x <p-—1divide a p, luego p es primo.
[ )

Ejercicios
1) Verifique el teorema de Euler para m = 7 y a tomando los valores
2,3,4,5 v 6.
2) Verifique el teorema de Fermat para p =11y a = 3.

3) Héllese el minimo valor de n para el cual 5" = 1 mod 7.

4) Si p es primo, impar y x = —1 mod p, demuéstrese que

2P 24 PB4+ 1=0mod p
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5) Resolver la Congruen01a 6z =2 mod 7.
6

)
) Resolver 2% = 2 mod 5.
7) En Z,,, hallar los inversos multiplicativos de 3,5 y 9.
) (E
)

2100

8
9) Demuestre que 35 divide a 6** — 1. Ayuda : p(35) = 24.

— 1 un nimero primo?.

10) Demuestre que (p — 1)! = —1 mod p, entonces p es primo.

11) Demuestre que si p = 1 mod 4 entonces la congruencia
22 = —1 mod p

posee solucion.

12) Hallar las soluciones de
a) 22 = —1 mod 13,
b) 2? = —1 mod 17

13) Demuestre que si p = 1 mod 4, se puede resolver

22+ 9% =0 mod p

14) Hallar una solucién de 22 + y? = 0 mod 13.

15) Probar que 2° — x es divisible por 5,8 y 10, para todo entero .

16 _ 2 es divisible por 32, para todo x entero.

17) Si p es primo, hallar el inverso multiplicativo de (p — 1)! en Z,,.

18) Hallar las soluciones de

a) 152 = 2 mod 17,
b) 8z = 3 mod 15.

19) En Z,;, hallar todos los elementos y tales que y = z* para algtin x
en Z,.

20) Hallar todas las soluciones de z* = 1 mod 11.

)
)
16) Probar que z
)
)

21) Verificar el teorema de Fermat para el grupo de los enteros médulo
m con la adicion.

22) Construir un ejemplo de un grupo finito de 6 elementos, y verifiquese
el teorema de Fermat, en el mismo.
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3.5 Congruencias Polinomiales

En el capitulo 2, vimos como se resolvia una congruencia lineal

ax =b mod m

en donde a y b son enteros.

En esta seccion y las siguientes, nos ocuparemos de resolver con-
gruencias del tipo

f(z) =0 mod m, (3.5)

donde f(z) es un polinomio con coeficientes enteros. Es decir

f(x) = apa™ + -+ + a1z + ao,
con a; entero, 1 <1 < n.

Notemos que 7 es solucién de (3.5), entonces todo entero b que
satisface b = x; mod m, también es solucién (verificarlo!), luego con-
sideramos solo aquellas soluciones distintas moédulo m.

Observacion: La teoria de polinomios moédulo m, difiere un poco de
la teoria general de polinomios sobre @.

Sabemos que en Q|z] todo polinomio de grado n, posee a lo sumo n
raices. Esto es falso en general para polinomios médulo m. Por ejemplo
el polinomio de grado 2 en los enteros médulo 6,

f@) =22
tiene 4 raices las cuales son 0,1,3 y 4.

En el ejemplo 9 se estudia el polinomio

23 — 222 — 9mod 125,

el cual tiene 11 raices.

Sin embargo si p es un nimero primo, veremos que todo polinomio
sobre Z, de grado n, posee a lo sumo n raices.

Existe una relacion importante entre los polinomios en Z[X] y poli-
nomios en Z,, [z].
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Teorema 3.5.1 Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros, Si
f(z) es irreducible mdédulo m para algin m, entonces f(x) es irre-
ducibles en Z|[x].

Ejemplo: El polinomio f(z) = 2% + 1, es irreducible en Z,. Luego
f(z) esirreducible en Z [x] y por lo tanto en Q|z], pues f(z) es ménico.

En lo sucesivo y hasta el resto de este capitulo, todos los polinomios
considerados, son de coeficientes enteros.

A fin de simplificar los calculos en las congruencias polinomiales,
introduciremos la siguiente definicién.

Definicién 3.5.1 Dos polinomios [ y g de grados m y n, con m > n

fl@)=apx™+ -+ a1z + ag
g(z) = by + - + bz + by

se dicen congruentes médulo m polinomio, y lo denotamos por
f(z) =, g(x) modm

Si a; =0 mod m, para i > n, y a; = b; mod m, y para todo i, 1 <
1< n.

Ejemplo 7:

1023 + 1722 4+ 252 — 6 =, 22% — 1 mod 5

Vemos con este ejemplo, la importancia de la definicién anterior en
lo que respecta a la simplificacién de las operaciones. Es evidente que
el polinomio de la derecha es mucho facil de manipular que el de la
izquierda.

Observacién: Si f(z) es un polinomio, entonces la congruencia normal

f(x) =0 mod p

no implica necesariamente que
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f(z) =, Omodp.

Por ejemplo, si p es un nimero primo, entonces por el teorema de
Fermat se tiene

¥ —x=0mod p

para todo x entero.

Luego el polinomio f(x) = 2 — z es congruente médulo p al poli-
nomio 0. Si embargo f(z) no es congruente a 0 médulo polinomio, pues
los coeficientes de f(z) no son congruentes médulo p a los coeficientes
del polinomio 0.

El primer paso que daremos en la resoluciéon de una ecuacion del
tipo (3.5), serd reducir el tamafio del mddulo, el cual puede ser un
numero muy grande. Supongamos que m se factoriza

— 1,2 o
m =p; Py~ Pss

entonces usando el mismo razonamiento empleado en las ecuaciones
lineales en el capitulo 2, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.5.2 Sea f un polinomio. Entonces toda solucion de

f(z) =0 mod m (3.6)

es solucion del sistema

f(z) =0 mod pi*
f(z) =0 mod p3* (3.7)

f(z) =0 mod p2
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Reciprocamente, toda solucién del sistema (3.7) es solucién de (3.6).

De acuerdo a este teorema, el problema de resolver congruencias
polinomiales, médulo un nimero compuesto se reduce a resolver con-
gruencias polinomiales médulo potencias de primos.

Ejemplo 8:
Resolver:

222 + 2 — 1 = 0mod 20

Solucion:

De acuerdo al teorema anterior, esta ecuacion es equivalente al sis-
tema

202 + 2 —1=0 mod 4
202 + 2 — 1 =0 mod 5.

Por inspeccién directa, vemos que las soluciones médulo 20 de la
primera y segunda ecuacién, son respectivamente:

r=3711,15,19 v y=4,9,14,19

Luego la solucion de la ecuacién original (médulo 20), serd la solucién
comun a ambos sistemas, es decir, x = 19 mod 20

Seguidamente, haremos un estudio de la congruencia

f(z) =0 mod p* (3.8)

donde p es primo. Probaremos que esta ecuacion se puede resolver
cuando se conoce la solucion de

f(z) =0 mod p (3.9)

Antes de entrar de lleno en la demostracién de esto, necesitamos
algunas herramientas del algebra de polinomios. Supondremos que el
lector conoce el concepto de derivada de orden ¢ de una funcién la cual
denotaremos por f'(x).
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Teorema 3.5.3 Sean x e y y numeros enteros, y [ un polinomio de
grado n, entonces

flaty) = fa)+ Dy L S

2! n!
f(x)

7!

y ademas los coeficientes son todos enteros, 1 < i < n.

Demostracién:

Observamos en primer lugar que el grado de f es n, y por lo tanto
todas las derivadas de 6rdenes superiores a n, son nulas, y en conse-
cuencia la serie de Taylor es finita. En particular el resto de orden n+1
es cero, luego la féormula anterior es correcta. Solo falta probar que los
términos f'(x)/i! son todos enteros, lo cual probaremos en el caso de
ser f(x) = az* un monomio (;Por qué ?).

Luego tenemos

File) _ak(k—1)(E=2) k=it 1)

il 1-2-3--i ’

Notese que

kK k(k—1)--(k—i—1)
<i>_(k—i)!i!_ 1-20--4

es un entero, y por lo tanto

o (1)

es también un nimero entero. ' Y

Consideremos ahora el par de congruencias

f(x) = 0mod p* (3.10)
f(x) 0 mod p* (3.11)
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Sea a una solucién de (3.10), entonces necesariamente se sigue que
a es solucién de (3.11). Luego podemos hacer a = b + kp®, donde b
es una solucién de (3.11), y k es un entero a determinar. Veremos a
continuacién, que es posible obtener todas las soluciones de (3.10) a
partir de las soluciones de (3.11), en la forma indicada, imponiendo
ciertas condiciones sobre el entero k.

Teorema 3.5.4 Sea b solucion de (3.11), entonces b+ kp* es solucion
de (3.10), si y sélo si

kf'(b) = _f;fc) mod p (3.12)

Demostracién:

Usando la férmula de Taylor tenemos

f’(bikp“ L f"(b)ﬁpa)”

f(o+kp®) = f(b) +
Notese que los términos

f'@) ) (o)
17207 7 ol

son todos enteros, y por lo tanto los términos del lado derecho en la
serie de Taylor, son todos enteros. Luego

F(b+kp®) = f(b) + f'(b)kp” mod p*+!
Si b+ kp® es solucién de (3.10), se tendra:
f(b+ kp™) = 0mod p*™,

y por consiguiente

f'(b)kp™ = f(b) mod p*** (3.13)
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Como b es solucién de (3.11) se tiene que:
f(b) =0 mod p*

luego p* divide a f(b) y por lo tanto podemos dividir la ecuacién de
congruencia (3.13) entre p® para obtener

f(b)

o

(k= mod p

con lo cual queda probado el teorema [

A continuacién, haremos un estudio detallado de la ecuacién de
congruencia (3.12), en donde analizaremos los posibles valores de f(b)
modulo p

Teorema 3.5.5 Sean a = b+kp®, como en el teorema 3.5.4. Entonces
se presentan dos casos:

i) St f'(b) = 0modp, a es solucion de (3.10) si y solo si b es solucion
de (3.11) (no hay restriccion sobre k).

it) Si f'(b)# 0 mod p, existe un tnico valor k para el cual a es
solucion de (3.10).

Demostracién:

Caso I): Si f/(b) = 0 mod p, entonces (3.12) se puede resolver si y sélo
si f(b) = 0modp™™, lo cual implica que b es solucién de (3.10). El
reciproco también es cierto.

Caso II): Si f/(b)=£ 0 mod p se tiene (f'(p),p) = 1 y por lo tanto,
f'(p) tiene un inverso bajo el producto médulo p. Sea t este inverso y
multipliquemos la ecuacién (3.12) por ¢ para obtener

k= —t];fab) mod p.

Al evaluar f(b) no debe hacerse la reduccién médulo p.
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Luego existe un tnico valor de £ modulo p, que hace a a solucién

de (3.10). ®
Ejemplo 9:
Resolver:
f(z) =2* —22° — 9 = 0mod 125 (3.14)
Solucién:

En primer lugar resolvemos.

flz)=a%—22>—9=0mod 5

esto es

23 — 222 +1=0 mod 5. (3.15)

Podemos hallar una solucion, si existe, por intermedio de la tabla
siguiente:

tabla mdédulo 5

8
8

23| 2 —222 + 1

Bl wlNo R o8
— = o
AN Ww|— O
W O | O~

Luego las soluciones son z = 1,3 mod 5
Tomemos = = 1 y consideremos aquellas soluciones del tipo

a=1+5k (3.16)
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y veamos cual de éstos es solucién de

23 — 22?2 — 9 =0 mod 25 (3.17)

Para tal fin, calculamos las cantidades involucradas en el teorema
anterior

f'(x) = 32 — 4a
luego
ff(y=3—-4=—-1=4mod5

luego despejamos k de la ecuacién

—f(1)

f(Ok = )

mod p,

teniendo cuidado que f(1) se calcula de acuerdo (3.14) sin hacer la
reduccion médulo 5.

Asi pues, tenemos

1
4k = LO mod b
5
0 sea
4k = 42 mod 5
de donde
k= 3.

Sustituyendo en (3.16) tenemos que
a=1+3-5=16

es la tnica solucién de (3.17) proveniente de x = 1.

Repetimos el mismo argumento para la ecuacién (3.17), haciendo
ahora
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a=16+25-k. (3.18)

donde k£ es un nuevo valor a determinar

Notese que
f'(16) = 3(16)* — 4(16) = 704 = 4mod 5

Luego despejamos el valor de k en la ecuacion

/ — _f<16>
fraok ==

mod p,

de donde

—3575
mod b
25

—143 mod 5
—3modb
= 2modb

4.k =

de donde

Luego
a=16+4+25-3 =91

es una solucién de (3.14).

Veamos qué sucede si volvemos hacia atrds y tomamos x = 3 como
solucién de (3.15).

Consideremos soluciones del tipo

a=3+5"k
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Para determinar el valor de k& admisible, en la ecuacién (3.17) usa-
mos el teorema

£(3) = 3(3)? —4(3) = 15 = 0mod 5.
Ademas
f(3) =0=0mod 25

y por lo tanto todos los valores de k son admisibles. Asi pues tenemos:
x = 3,8,13,18 y 23 soluciones de (3.17).

Podemos repetir el proceso para cada uno de estos valores. Esto se
expresa en la siguiente

tabla médulo 5

z | f(z) | f'(z) | f(x) mod125 | f'(x) mod5
3 0 15 0 0
8 | 375 160 0 0
13| 1850 | 455 60 0
181 5175 | 900 50 0
23| 11100 | 1495 100 0

De acuerdo a la tabla se tiene que x = 3 y x = 8 aportan nuevas
soluciones. Los valores restantes de z: 13, 18 y 23 no generan solucién
alguna.

Luego
3+25-k

es solucién de (3.14) para todo k = 0,1,2,3,4. Esto genera las 5
soluciones

{3,28,53,78,103}
Igualmente, se deduce que

8+25-k
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es solucién de (3.14) para todo k = 0, 1,2, 3,4, lo cual genera las solu-
ciones

{8,33,58,83,108}

Resumiendo entonces, la ecuacién (3.14) posee 11 soluciones dadas
por

{3,8,28,33,53,58,78,83,91, 103, 108}

Ejemplo 10:
Resolver:

22— 222 +2 = 0mod 125

Solucion:

En primer lugar resolvemos
23— 222 +2=0mod5

Por simple inspeccion, vemos que no posee solucion. Luego la
ecuacién dada tampoco posee solucion.

3.6 Congruencias Mdédulo Primo

En esta seccion se continua con el estudio de las congruencias polino-
miales del tipo visto en la seccién anterior, pero tomando como modulo
un nimero primo p. Bajo esta condicién, se tienen muy buenos resulta-
dos, algunos de ellos provenientes del algebra de los polinomios, como
por ejemplo el teorema de Lagrange que establece: Todo polinomio de
grado n posee a lo sumo n raices. Finalmente, haremos un estudio
particular de las ecuaciones cuadraticas modulo p.
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Teorema 3.6.1 Sea f(x) un polinomio de grado m, con coeficientes
enteros, y sea a un entero cualquiera. Entonces existe un polinomio
q(zx) con coeficientes enteros, tal que

f(x) = (z — a)q(x) + f(a)
y ademds, grado (q(x)) =n — 1.

Demostracién:

Podemos aplicar la divisién de polinomios entre f(z) y  — a, para
obtener

f(x) = (x —a)q(z) +r,

donde el grado de r <grado (z —a) = 1.
Por lo tanto grado r = 0 y asi pues r es una constante, que se puede
determinar al sustituir  por a en la ecuacion de arriba. Esto nos da

fla) = (a—a)g(a) +r=r

Solo resta probar que g posee coeficientes enteros, lo cual es facil ver
pues en el proceso de divisién de f entre x — a, no es necesario dividir
en ninguin momento. Para reafirmar lo dicho ¢(x) se expresa por

q(7) = apz"t + (ap_1 +aa,)2" 4 -+ (—ar),
si
f(x) = apa" + -+ - 4+ a1 + ao.
Con esto termina la demostracion o
Ejemplo 11:
Sea
f(z) =2*—32° + 222 +5

ya=1.
Luego f(1) =5y asi pues, se tiene

f(x) = (z = 1)q(x) +5

donde ¢(z) es el polinomio de grado 3: ¢q(x) = z* — 222
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Teorema 3.6.2 (Teorema de Lagrange) Sea p un nimero primo y sea
f un polinomio de grado n (n < p) con coeficientes enteros. Entonces
la congruencia

f(z) =0modp (3.19)

posee a lo sumo n soluciones distintas.

Demostracion:

Sean 71, -, 75 soluciones distintas médulo p de (3.19). Entonces
f(r;) = 0modp, 1 < i < s. Por el teorema 3.6.1 existe un polinomio
¢1(x) de grado menor n tal que

f(x) = (@ —r)q(x) mod p (3.20)
Tomando = = 75 en (3.20) obtenemos
0= f(re) = (rg — r1)q1(r2) mod p,
y por lo tanto p divide a (19 — 71)g1(r2). Como p es primo se tiene que
ro —r1 =0modp, 6  qi(r2) = 0mod p.

Lo primero no puede ocurrir, pues por hipdtesis las soluciones 71,
r9,- -+, son distintas médulo p y por lo tanto se obtiene

q1(r2) = 0mod p.

Por un razonamiento analogo al anterior, se deduce que las restantes
s — 1 soluciones de (3.19), rq,r3, - - - r¢ satisfacen la ecuacién

q1(z) = 0mod p.

Como el grado de ¢;(z) es menor que n, podemos usar induccién
sobre n, para afirmar que ¢;(x) posee a lo sumo n — 1 raices.
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Luego el conjunto {rq,rs, -, 75} posee a lo sumo n — 1 elementos.
Es decir, s — 1 < n — 1, lo cual implica que s < n. [ Y
Ejemplo 12:

Resolver la congruencia:

1227 + 682° + 393 = 0mod 7 (3.21)

Solucion:

En primer lugar podemos reducir los coeficientes del polinomio
dado. Esto es:

1227 4+ 68% + 393 =, 527 + 52% + 1mod 7

Luego la ecuacién original (3.21) se transforma en

507 + 52 + 1 = 0mod 7 (3.22)

Observamos que en la ecuacién anterior, algunas potencias de x son
de grado superior a 7. Es posible simplificar esto también, mediante la
utilizacién del teorema de Fermat, el cual establece:

25 =1 mod 7 (3.23)

para todo x.
Usando la ecuacion anterior, se puede reducir las potencias de x, de
grado mayor que 7. Por ejemplo

' =2 mod 7

8 =

28 =22 mod 7

2% = 2t mod 7
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para todo entero k, y 1 <t < 5.

Luego, (3.22) se transforma en

52° 4+ 52 4+ 1 = 0mod 7 (3.24)

Podemos eliminar el coeficiente principal 5, multiplicando por el in-
verso modulo 7 del mismo, el cual es igual 3 (verificarlo!). Haciendo esto
nos queda la siguiente ecuacién, la cual no admite mas simplificacién

2’ + 2%+ 3 =0modT (3.25)

Por inspeccién directa, vemos que la tnica solucién es x = 4.

3.7 Ecuacion Cuadratica

Finalmente, concluimos este capitulo con un estudio detallado de
la ecuacién polinomial cuadratica médulo un primo p, es decir una
ecuacion del tipo

az® + bz + ¢ = 0mod p (3.26)

Recordemos que en el caso de las ecuaciones cuadraticas sobre el
cuerpo de los niimeros reales se tenia una férmula explicita para z:

B —b+ Vb? — 4dac

2a

X

(3.27)

En el cuerpo de los enteros médulo p, podemos hacer muchas opera-
ciones similares a las efectuadas en los niimeros reales, aunque desafor-
tunadamente existen algunas limitaciones. En primer lugar no hemos
hablado de “extraer raices cuadradas modulo p”. En segundo lugar si
p = 2 entonces

2a = 0 mod 2
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y por lo tanto la férmula anterior carece de sentido en esta situacién.

Podemos solventar este y otros inconvenientes con los elementos
que tenemos en nuestras manos, sin necesidad de crear nuevos entes
matematicos.

Se puede tratar el caso p = 2 como un caso especial, dentro de la
teoria que vamos a desarrollar.

La ecuacién
ar’® + bx + ¢ = 0mod?2

se reduce a uno de los cuatros casos

2?2 =0 mod 2

224+ 1=0 mod 2
22+ 2 =0 mod 2
22+ +1=0mod?2

y cada uno de estos casos se pueden resolver por tanteo.

De ahora en adelante, supondremos que p es un primo distinto de

En primer lugar, asumiremos que en la ecuacién (3.26) el coefi-
ciente a es primo relativo con p (caso contrario se tendria una ecuaciéon
lineal, la cual fue estudiada en el capitulo 2). Por lo tanto se tiene
4a £ 0 mod p, y al multiplicar la ecuacién (3.26) por 4a, nos queda la
siguiente ecuacion:

4a’x* + dabx + 4ac = 0mod p
0 sea
(2ax + b)* + dac — b* = 0mod p
y por lo tanto
(2ax + b)* = b* — dacmod p.

Haciendo el cambio de variables
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2ar +b=X (3.28)
b — dac = B (3.29)

se tendra
X? = B mod p (3.30)

Obsérvese que si resolvemos la ecuacion anterior (3.30) para X,
entonces el valor de x se puede hallar en (3.28), pues (2a,p) = 1 y por
lo tanto la ecuacion lineal

2ax = X — bmodp
siempre posee solucion.
Hemos probado entonces:

Teorema 3.7.1 Sea p un numero primo, p # 2 entonces, toda ecua-
cion cuadrdtica
az® +bx + ¢ = 0modp

es equivalente a una del tipo
X? = b* — dacmod p,

donde B = b* — 4acmod p

Observacion: En el capitulo 4, nos dedicaremos a estudiar en detalle
las ecuaciones cuadraticas del tipo z? = b mod p con (b,p) = 1, con p
un primo. Si esta ecuacién posee solucion, entonces diremos que b es
un resto cuadratico modulo p

Ejemplo 13:

Resolver:

322 + 2 — 1 = 0mod 7 (3.31)
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Solucién:
En primer lugar, resolvemos
X? =b* — dacmodp

esto es

X? = 4—4(3)(—1)mod 7
X? = 2mod7 (3.32)

A fin de resolver la ecuacién anterior, examinamos todos los posi-
bles restos cuadraticos médulo 7, mediante una tabla. Esto nos da las
soluciones X = 3 y X = 4. Resolvemos ahora el cambio de variable

2ax + b= X mod p,
para cada valor de X independientemente. Haciendo esto obtenemos
HX =3
6 +2=3mod 7,
lo cual nos da
xr =6 mod 7
)X =4
6x +2=4mod 7,
lo que produce
x =5 mod 7

Claramente estas son las soluciones, inicas médulo 7, de la ecuacion
original (3.31).
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Ejercicios
1) Sea f(z) = 25z* + 36% — 163x + 2. Hallar un polinomio g(z) con
coeficientes minimos tal que
9(x) =. f(z) modm,
para m = 5,10 y 12.

2) Demuestre que " = x mod 7 para todo x, pero sin embargo, no se

tiene 27 =, xmod 7.

3) Sea f(z) un polinomio de grado n, tal que

~~
—
—
N—
Il
~~
~
[\
~—
Il

o= f(n+1)=0 modp

Probar que f(z) =0 mod p, para todo x.
4) Probar que lo anterior no se cumple, en general, si p no es primo.
5) Resolver las ecuaciones

a)z® + 152 — 6 = 0 mod 25

b)x? 4 22 — 15 = 0 mod 8

c)xd — 72?4+ 6 = 0 mod 27
6) Aplicando el método de division sintética, hallar el cociente y el resto
de dividir

(z* + 52 — 92 4 16)/(x — 6)

7) Resolver las congruencias
a)22® +x — 1 =0 mod 13
b)z? — 3z +6 =0 mod 7
c)bz? +2x —1=0mod 11

8) Demostrar que si x; es solucién de la congruencia

apx™ + -+ aix+ag =0 mod m (%)
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y si b es otro entero, b = xy mod m, entonces b es también solucion de
la congruencia ().

9) Resuelva las ecuaciones
a)6x? + 3x — 5 = 0 mod 21
b)9z3 + 142% — 5z = 0 mod 15
10) Reducir los siguientes polinomios
a) 27z + 2522 — 31z mod 3
b) 7T1z'3 + 442%2 — x — 102mod 11
11) Resolver:
a)z® + 37% + 3x = 0 mod 7
b)x? + 3z? 4+ 3z = 0 mod 11
¢)1272% + 6z — 78 = 0 mod 5
d)zt + 2 + 2>+ 2 +1=0mod 5
12) Probar el teorema 3.5.2 en el caso m = pq, p y ¢ dos primos distintos.

13) Probar que si B es el nimero de soluciones de la congruencia
f(z) =0 mod p*

se tiene que p|B.

14) Hallar mediante tablas, todos los restos cuadréticos médulo p, para
p=>5,7,11y 13.

15) Demuestre que en Z,, el ntimero de restos cuadraticos es igual al
nimero de restos no cuadraticos. Halle una féormula para calcular el
nimero de restos cuadraticos médulo p.

16) Resuelva:
a)z’ +z+1=0 mod 2
b)z? + x = 0 mod 2
c)z? +1=0mod p

17) Resolver:
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3210 + 128219 + 640 = 0 mod 9

18) Factorizar z°

19) Factorizar z* — 322 4+ 22 — 1 en Z,.

—x en Z; Ayuda : Usar el teorema de Fermat.

20) Demuestre que si f(x) se puede factorizar de la forma g(x)h(x) en
Z [z, entonces admite la misma factorizacién en Z [z], para todo p
primo. Usando lo anterior, probar 2 — 25z + 1 es irreducible. Ayuda :
Probar el caso p = 2
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Capitulo

4

Reciprocidad Cuadratica

En este capitulo estudiamos una serie de resultados dirigidos a de-
mostrar la Ley de Reprocidad Cuadratica, la cual fue probada por
Gauss en su libro Disquisitiones Arithmeticae en 1801. Gauss dio tres
pruebas diferentes de este teorema, y desde entonces han aparecido mas
de 150 demostraciones distintas.

Por intermedio de esta ley, se pueden determinar si existen solu-
ciones o no, de una ecuacion cuadratica del tipo:

2> =amod p, (%)

donde p es primo y (a,p) = 1.

4.1 Simbolo de Legendre

De ahora en adelante, supondremos que p es primo.

Definicién 4.1.1 Diremos que un entero a es un resto cuadratico
médulo p si la ecuacion (x) es soluble.

Con la finalidad de simplificar las demostraciones introducimos el
siguiente simbolo.

Definicién 4.1.2 Sea p primo, y sea a entero, con (a,p) = 1. En-

tonces (a)’ llamado simbolo de Legendre de a sobre p, se define por
p

a\ 1, siaesun entero cuadrdtico mod p
P —1, siano esun resto cuadrdtico mod p

2
Ejemplo 1: (7> =1, porque 2 = 3% mod 7.

115
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5
Ejemplo 2: (7) = —1, porque no existe x tal que 5 = 22 mod 7.

Algunas propiedades elementales del simbolo de Legendre, vienen
dadas en el siguiente:

Teorema 4.1.1 Sea p primo y a, b enteros, primos relativos con p.
Luego

i) <]19>2 ~1
ii) <C;> ~ 1.

iii) Si a = b mod p entonces (a) = ()

Demostracién:
Ciertamente ) y i) son triviales.
Para probar #ii) consideremos dos casos:

a
Caso I: Si () = 1, entonces existe un z tal que a = 22 mod p. Por
p

lo tanto

b=a=2? mod p,

(5)-

b
Caso II: Sea (a) = —1, y supongamos que <> = 1, entonces repi-
p p

lo que implica

. . . ’ a
tiendo el mismo argumento del caso anterior se concluia [ — | = 1, lo
p

b
cual contradice la hipotesis. Por lo tanto se debe tener <> =—1. &
p
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Teorema 4.1.2 (Criterio de Euler) Sean p primo y a un entero, con
(a,p) = 1. Entonces
o' = <a> mod p.
p

Demostracién 1:

Sea b uno cualquiera de entre los nimeros 1,2,---,p — 1 y conside-
remos la congruencia

bx = a mod p. (4.1)

la cual tiene solucién, pues (b, p) = 1.
Si b es solucién de (4.1), diremos que b y b son asociados.

a
Si <> = 1, entonces existe un b con 1 < by < p— 1, y tal que
p

b2 = a mod p.
Ademas

(p —by)? = p> — 2pby + b2 = a mod p.

Luego b, y p — by son dos soluciones de la ecuacién

22 = a mod p, (4.2)

y por el Teorema de Lagrange, sabemos que éstas son las tinicas solu-
ciones.

Podemos concluir, entonces que en el conjunto

{1727"'719_ 1} - {bhp_ b1}7

cada elemento es diferente de su asociado.
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Luego se tienen (p—3)/3 pares (b, b'), de elementos asociados distin-

tos, tales que b’ = a mod p, junto con los elementos by y p — b;. Estos
son todos los elementos de {1,2,--+ ,p—1}.

Multiplicando todos estos p — 1 elementos se tendra
(p—1)=1-2---(p—1)= a®? b (p— b)) mod p

O sea

(p—1D!'=—aP Y2 mod p (4.3)

a
Por otro lado, si [ — | = —1, los elementos 1,2,---,p — 1 se pueden
q
agrupar en (p — 1)/2 pares de asociados distintos. Por lo tanto

(p—1D)!'=a® V2 mod p (4.4)
Usando el teorema de Wilson, tenemos
—1=(p-1) =a" mod p

O sea

Demostracién 2:

a
Caso I) Si <) = 1, entonces existe = tal que
p

a = 2% mod p

luego
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p—1 (p—1)
az = 222 modp

2P~ mod p

1 mod p

Por lo tanto

Caso II) Si (a) = —1, entonces a no es cuadrado médulo p. Sean
p
Ty, 7, los cuadrados en Z,, donde s = (p — 1)/2, entonces los ele-

mentos no nulos de Z, son precisamente

L1, ,Ts, AT1, ", QT

por lo tanto

Ty xgaxy---arys = —1lmodp

por el teorema de Wilson.
Pero si x; es cuadrado, su inverso x; 1 es también cuadrado.
luego

Hxi = 1modp

i=1

Entonces tendremos

x1-rary-c-ars = a’(Ty--xy)

= a’ mod p.
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Comparando ambos resultados se tiene

p—1

a2z = —1modp ®
Veamos a continuacion algunas aplicaciones del teorema 4.1.2
Ejemplo 3:
Probar que 5 es un resto cuadratico médulo 13.
Solucién:

Usando (4.1.2) con a =5 y t = 3 tenemos

(12) = 513D/20d13

= 5%mod13
15625 mod 13
12mod 13

= —1modl13

Luego

5
(5)--
13
Teorema 4.1.3 Sea p un numero primo y a y b dos enteros primos
relativos con (a,p) =1y (b,p)=1. Entonces

()= G

Demostracién:

Por intermedio del teorema 4.1.2 se obtiene
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(a) (b) = P22 modp
pj\p

= (ab)® Y2 modp
ab
() mod p
p
Notese que los posibles valores de los términos en la congruencia

(5) (o) = (5) e

son todos +1, luego la congruencia anterior se convierte en igualdad
con lo cual se obtiene el resultado.

)

Teorema 4.1.4 Si (a,b) =1 y (¢,p) =1 se tiene

(5)-C)

Demostracién:

Usando el teorema 4.1.3 , se obtiene
(5)-()6)-()
p p p p
Ejemplo 6:

70
lcul — .
Calcular <11>

Solucion:

Aplicando las propiedades vistas en los ejemplos anteriores se tiene
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()= () G)
11/ \11/\1/\11

Para calcular estos tres valores del lado derecho de la igualdad,
construimos una tabla de cuadrados mdédulo 11:

x |0]1)2]3]4|5]6|7]8]9|10
2?2 [0[1/4]9(5[3[3|5[9[4]|10

Usando los valores de la tabla, calculamos los simbolos de Legendre
por inspeccién directa.

(- ()= ()
(B) =1

En la préxima seccion, veremos un método mas eficiente para cal-
cular simbolos de Legendre sin necesidad de usar tablas.

luego

Ejercicios

1) Sea p un numero primo.

a) Probar que en Z; = Z,—{0}, la mitad de los elementos son cuadra-
dos y la otra mitad son no cuadrados.

b) Si a es no cuadrado y x,- -+, x5 son los cuadrados de Z, entonces
ary, -+, ars, son todos los no cuadrados de Z;.

2) Demostrar
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S(2) -0
o=1 \P

2(5) v(EF) 9(F)
(7)) (=) ()

4) Decidir cudles de las siguientes ecuaciones posee solucién
a) 22 =5 mod 13
b) 2? = =3 mod 7
c) > = —4 mod 19
d) 22 =2 mod 7

3) Calcular

4.2 Ley de Reciprocidad Cuadratica

Comenzaremos por estudiar algunos resultados preliminares, que
necesitamos para demostrar la Ley de Reciprocidad cuadréatica.

Definicién 4.2.1 Sea x un nimero real cualquiera. La parte entera de
x que se denota por [x], se define como aquel entero n, tal que

n<r<n-+l1

Ejemplos
[375] =3 ; [12] =12 ) [_37 1] =—4
Ejercicio:
Para todo real x se cumple.

=[z]+a con 0<a<l.
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Teorema 4.2.1 Sim es un entero y x es real, se tiene

[z +m] = [a] + [m]

Demostracién:
De acuerdo al ejercicio anterior se debe cumplir
r=[z]+a , 0<a<l
luego
r+m=z]+m+a=t+a,

donde t = [z] + m

Noétese que t es un entero y ademas satisface
t<zr+m<t+1
por lo tanto se debe tener
[x+m]=t=z]+m
[ )

Teorema 4.2.2 Sean a y b enteros positivos. Entonces existe r tal que

a

_
“ [b

]—i—r , 0<r<bd

Demostracion:
De acuerdo al algoritmo de division, existen r y ¢ tales que
a=bg+r , 0<r<b ()

Luego a/b = q + (r/b). Noétese que ¢ es un entero y ademads
0<(r/b) <1
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Luego debemos tener

y al sustituir la dtima relacién en (x) se obtiene el resultado.

[ )

En lo sucesivo p y ¢ seran dos nuimeros primos distintos. También
pondremos

s=p-1)/2 vy t=(q-1)/2
Teorema 4.2.3 (Lema de Gauss) Sea a entero positivo y p un nimero

primo tal que (a,p) = 1 y sea K el nimero de residuos mddulo p,
mayores que p/2 en el conjunto {a,2a,---,sa}. Entonces

Demostracién:

El conjunto A = {a,2a, - -, sa} se divide en dos partes

A ={ze€A|lz=r,modp , 0<r;<p/2}

y
As={r € Al|s,=r;modp , s; >p/2}
Sea H = s — K. Afirmamos que
1 To, T, D= S1L,D = 82,0, D — Sk (%)
son todos elementos del conjunto {1,2,3,---,s}

En primer lugar, notemos que los elementos en (%) son todos ma-
yores que cero y menores que p/2. Ademds, hay s de ellos. Luego si



126 Capitulo 4. Reciprocidad Cuadratica

podemos demostrar que esos s elementos son todos distintos, la afir-
macion quedard probada. Tenemos tres casos a considerar:

Caso I) Si r; = r;, para algunos 1, j, entonces, existen 1 < R;, R; < s,
tales que

alR; = aR; mod p.

Luego p divide a a(R; — R;), lo cual implica que p divide a R; — R},
pues (a,b) = 1. Notemos ahora que

-p<R,—R;<p y R;=R; mod p.

Estas dos condiciones se sastifacen, si y sélo si R; = R, de donde
se obtiene ¢ = j.

Caso II) Si p —s; = p — s, se obtiene s; = s;, y usando el mismo
argumento del caso I, se deduce ¢ = j.

Caso III) Si r; = p — s; se sigue entonces
r; = —s; mod p,
o0 sea,
aR; = —aS; mod p,
conl <R; S;<s
Cancelando a en la ultima ecuacion produce:
R, +S; =0 mod p

lo cual es imposible, pues R; y S; son dos elementos distintos del con-
junto {1,2,---,s} con s = (p —1)/2.

Por utimo concluimos r; # p — s;.

Con esto queda probada la afirmacién.

Seguidamente, consideremos el producto de todos los elementos en
(%). Dicho producto resulta ser igual a el producto 1-2---s = sl por
la afirmacién anterior. Se tiene entonces
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sbo= (reorm)(p—s1)- (p = sx)
— (_1)KT1...TH31---sKmOdp.

De donde
(=D)Esl=ry---rys; - sg mod p (4.5)
Por otro lado
sla® = (aRy)---(aRy)(aSy) - (aSk)modp
sla® = ri - rgsy ---sgmodp (4.6)
Igualando las ecuaciones (4.5) y (4.6) tenemos
sla® = (=1)X mod p
Como 1,2,---,s son primos relativos con p, tenemos (s!,p) = 1y

por lo tanto podemos cancelar s! en la ecuacién anterior, luego

a®* = (=1 mod p.

Por lo tanto

<a>55(—1y(nwdp

Ejemplo:

Usar el lema de Gauss para calcular (31>

31-1

Tenemos que s = —5 15y g = 15.5.
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Sea L = {5,2-5,3-5,...,15 -5}, los residuos médulo 31 de los
elementos de L son

L ={5,10,15,20,25,30,4,9,14,19,24,29, 3,8, 13}.

Luego el conjunto de los elementos de L mayores que 15.5 viene
dado por

A = {19,20, 24, 25,29, 30}

Tenemos entonces, que el nimero de elementos de A es igual a 6 y
por lo tanto K = 6.Luego

(3)- o=

A fin de simplificar las demostraciones introduciremos las siguientes
notaciones

(4.7)

Bl

Lema 4.2.1 Con las notaciones anteriores se tiene

(o= 1)ép2 =Y (- K)yp+2B.

Demostracién:

Usando las mismas notaciones del teorema 4.2.3 tenemos:
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Ria: [Rza] + 1
p
Ssa
Sja:p[;] +8;

H K
Zia = ZRﬂL“FZSj(I
i=1 j=1
H . H K ] K
= py, [Rla] +> ri+p> [SJG] +> sj
i=1 i=1 =1L P j=1

p

Después de agrupar los términos en p, y utilizar las formulas en
(4.1), nos queda

Zia:pM+A+B.

i=1

Por otro lado

luego se tendra

2
-1
=Y _ viarB (4.10)

De acuerdo a la demostracién del teorema 4.2.3, se deduce

s H K
Si = Yt
i=1 i=1 j=1

= A+ Kp-—B.
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Luego, podemos usar la ecuacién anterior y (4.2), para obtener

p?—1

=A+ Kp—B. (4.11)

Restando (4.4) de (4.3) queda

—1(p? -1
(a )ép ) (M- K)p+ 2B,
con lo cual terminamos la demostracién ' Y

En el desarrollo de la prueba del lema anterior se obtuvo el siguiente
resultado (ver ecuacién 4.11).

Lema 4.2.2 Sip # 2 es primo, entonces

p’—1
8

es un entero.

El siguiente lema permite calcular el simbolo de Legendre <a>,
p

para el caso especial a = 2.

2\ _ e
(p) (1)

Lema 4.2.3

Demostracién:
Haciendo a = 2 en (4.9), se tiene

p*—1
8

= (M — K)p+2B.

Podemos calcular el valor de M, directamente de la definiciéon
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ol

Obsérvese ahora, que cada uno de los términos que aparece dentro
de los corchetes son mayores de cero y menores que uno, luego podemos
concluir: M = 0.

Por lo tanto

= —Kp+2B

—Kpmod?2
K mod?2.

Finalmente, usando el lema de Gauss se obtiene

<2> = (1)K = (—)@PDrs

p
Con esto terminamos la demostracion. [ Y
Ejemplo:
2
Calcul ()
alcular 13
Solucién:

2
(13> — (_1)169—1)/2 — (_1)21 — _1
Seguidamente, damos una férmula para obtener el simbolo de Leg-

endre (q)) donde ¢ es primo (¢ #p , q#2).
p

Teorema 4.2.4 Sean p y q dos numeros primos diferentes. Entonces
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o

Tomando a = ¢ en el lema (4.2.3), se tiene

(¢ —DE*—1)
8

Por ser ¢ impar y (p? — 1)/8 entero, se deduce de lo anterior

donde

Demostracién:

= (M — K)p + 2B.

(M — K)p =0 mod 2.
Usando el hecho (p,2) = 1, obtenemos
M =k mod 2.

Combinando esta titima ecuacién con el lema de Gauss se deduce el
resultado

[ )
Observacion: Si en la ecuacion anterior, se intercambian p y ¢ obte-
nemos
p N
—| = (_1> )
9
donde
2 t
N = m N M L M
q q q
t=(q-1)/2.

El resultado siguiente es clave para la demostracion de la Ley de
Reciprocidad Cuadratica.
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Lema 4.2.4 Con las notaciones anteriores se tiene

M+ N = s.t.

Demostracién:

La idea de la demostracion es de tipo geométrico, y se debe a Ein-
senstein, un discipulo de Gauss.

Consideramos un sistema de coordenadas cartesianas en el plano, y
sean los puntos O = (0,0), A = (p/2,0), B=(0,q/2) y C = (p/2,q/2).

Sea L el conjunto de puntos de coordenadas enteras, dentro del
rectangulo DOACB (ver el diagrama).

Afirmamos que no hay puntos de L sobre la diagonal. La ecuacién
de la misma esta dada por:

by = qx

Si (x1,y1) es un punto L sobre la diagonal, se cumple py; = gy,
lo cual implica que p divide a x;. Esto es una contradiccién pues
1 < x; < p/2. Por lo tanto la afirmacién es vélida.

A continuacién contaremos el nimero de puntos de L, el cual sera
denotado por ¢, de dos formas distintas:

Forma I): Sea ¢ = puntos dentro del tridngulo AOAC+ puntos local-
izados dentro del tridngulo AOBC.
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Sea \., 1 < r < s, el nimero de puntos de L dentro del triangulo

ANOAC y sobre la linea x = r, luego es facil ver que

)\T:[m] , 1<r<s.
p

Si sumamos sobre r obtenemos:

puntos dentro del triangulo AOAC = Z A= M.
r=1

De la misma forma se demuestra:
puntos dentro del tridngulo AOBC = N.
Luego

¢{=M+N.

Forma II): Por otro lado, viendo a L como un rectdngulo se tiene:
¢ = puntos en la base X puntos en la altura = s - t.
Comparando ambos resultados, se deduce
M+ N =s-t.

[ )

Teorema 4.2.5 (Ley de Reciprocidad Cuadrdtica) Sean p y q dos pri-
mos impares distintos, entonces

(e



4.2. Ley de Reciprocidad Cuadratica 135

Demostracién:

En el teorema 4.2.5 hemos probado

() (-

De esto se sigue

) o

lo cual nos conduce al resultado deseado, al hacer la sustitucion

p—1 ; qg—1
S = — _ =
2 Y 2

)

Observaciéon : La Ley de Reciprocidad Cuadratica puede ser escrita

de otra manera. Podemos multiplicar la ecuacién (4.12) por (q) para
p

(Z) _ (_1)(p—1><q—1>/4<z>,

1
Calcular (;;), usando la Ley de Reciprocidad Cuadratica.

obtener
Ejemplo:

Solucion:

Denotemos por LRC=“Ley de Reciprocidad Cuadratica”.

(;3) — (_3?132_1372_1(?;> (por LRC)
- (5)
- ()
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pero
11 11 1 13 1 13
(13) = U (11> (por LRC)
- (17)
o\
- ()
o\
= (=)D por (4.11)
( 1)15
Ejemplo:

Decidir si la congruencia

2% = 5 mod 227,

es soluble.
Solucion:

La congruencia serd soluble si y sélo si 5 es un resto cuadratico
modulo 227; si sélo si
5
— | =1
(227)

Evaluando este simbolo, tenemos

() -

52 1)/8

Concluimos entonces que la ecuacion no es soluble.
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4.3 Simbolo de Jacobi

a
El simbolo de Legendre (), se define tnicamente para p, un
p

nimero primo. En esta secciéon, daremos una generalizacién de este
simbolo, en donde el “denominador” p, puede ser un niimero compues-
to.

Definicién 4.3.1 Sean a y b dos enteros primos relativos, y ademds b
tiene descomposicion como producto de primos b = py - ps---p,, donde
los p; no son necesariamente distintos. Entonces el simbolo de Jacobi

(a)} se define por
6)-1()
a

b
donde <> es el simbolo de Legendre.

Di

Ejemplo:

(55)- ) )
15/ \3/\5
Observacién: Si p es un numero primo, entonces el simbolo de Ja-

cobi y el simbolo de Legendre, cuando p va en la parte inferior, son
indistinguibles.

., . . a
Observacién: Si b es compuesto, entonces la notacion 7)) = 1, no

implica necesariamente que a sea un resto cuadratico modulo b.
5
Por ejemplo (9) = 1, pero no existe = tal que 2> = 5 mod 9.

El simbolo de Jacobi goza de muchas propiedades similares a las del
simbolo de Legendre.

Teorema 4.3.1 Sean a,b,c y d enteros tales que (a,c) = 1. Entonces

v (3)()=Ga)
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N

N
N T N
Tl @‘w

S~

i

Nl
/-~
-8
QNJ N———
I ~
N
o
N———

Q. o

Y
N—

Demostracién:

Ejercicio.

Teorema 4.3.2 Si b es impar positivo, se cumple:
2
(3) = (pe-or

Demostracion:

En efecto, sea b = py - ps - - - p,,. Usando la definicién del simbolo de
Jacobi se tiene

_ n 2
donde a = >, (p7 — 1)/8.
Para nuestros propdsitos, serd suficiente conocer el valor de o mé-
dulo 2. Observar que si p; y ps son primos, entonces
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pirs—1 p?—1+p§—1 (pi = D3 - 1)
8 8 8
= 0mod?2.

Luego

2 2_1 2_1 2_1
P1DPs — by +p2 mod 2.
8 8 8

Aplicando esta ultima identidad a los restantes primos p;, nos da

nop2_1 no(p?2—1
Hzfl pz = (pz ) = mod 2
8 = 8
Por lo tanto concluimos
n 2
o= iz P} mod 2,
esto es
b —1
o= mod 2,
de donde se obtiene
2 2
Z) = (=118
()=

)

Seguidamente, pasamos a ver la Ley de Reciprocidad Cuadratica,
para el simbolo de Jacobi.

Teorema 4.3.3 Sia y b son enteros positivos impares primos entre s,

se tiene
a b a—1 b—1
= ) =(=1)7 =,
(b) (a) (=1)
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Demostracién:

Supongamos que @ = p1 - P2 - Pn, Y O =q1 - G2 - - - ¢, entonces

()(:) = 1))

donde

Interesa entonces calcular el valor de 8 mdédulo 2, para lo cual

P1P22—1 _legl} n {ngl]}: (p1—1)2(p2—1) = 0mod?2,

luego
pipe — 1 (pr—1)  (p2—1)
= + mod 2.
2 2 2
Haciendo uso de esta tltima congruencia, tantas veces como se re-
quiera, produce

coep, — 1 ;— 1
Pip2 " Pn = 2 Ezp mod 2.
<2

n

(2

O Ssea

De igual forma, se obtiene un resultado analogo para b.
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1 " (g — 1
— = Z (g, ) mod 2.
2 = 2
Por lo tanto
-1 b—1
E<a2>-(2>mod2,
y con esto finaliza la demostracion. '
Ejercicios

1) Calcular

9(E) 9(2) () () o)

2) Determinar cudles de las siguientes congruencias tienen solucién:
i) 22 = —2 mod 59
ii) 2 = 2 mod 59
iii) 22 = —2 mod 41
iv) 22 = 2 mod 37
v) 22 = 2 mod 101

3) Demostrar que para todo primo p se tiene:

5()-

4) Demuestre que si las ecuaciones 2% = a mod p y x* = b mod p no

son solubles, entonces 22 = ab mod p es soluble.

5) Probar que 2% = 2 mod p es soluble (p # 2), si y sélo si
p=167 mod 8.

6) Si p es primo, p # 2. Probar p* — 1 = 0 mod 16.
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7) Sea A = conjunto de restos cuadréticos modp y B = al conjunto de

restos no cuadraticos mod p. Probar:
i) aa’ estd en A, para todo a y @’ en A.
i1) bl estd en A, para todo by b en B.
i11) ab estd en B, para todo a en Ay ben B.

8) Usando el problema anterior, demostrar ||A|| = ||B|| = (p — 1)/2.

9) Probar
sip=1mod 4,

—1,
sip =3 mod 4.

mG)-{

10) Usando la Ley de Reciprocidad Cuadrética, decidir cudles de las

siguientes ecuaciones tienen solucion:
i)x? = 15 mod 103
ii)x? = 20 mod 167
2= —6 mod 157
iv)x? = 8 mod 479.
11) Probar que si p = 1 mod 4, entonces
2% = p mod q es soluble si y sélo si 22 = g mod p lo es

iii)w

12) Usando el ejercicio 11) demuéstrese que si p = 1 mod 10, entonces

10
)
p
13) Probar el reciproco del teorema de Wilson:
“Si (p — 1)! = —1 mod p, entonces p es primo”.

14) Demuéstrese el teorema 4.3.1

15) Para cudles primos p la congruencia:
2?2 = —1 mod p

es soluble.
16) Mostrar que si p y ¢ son dos primos diferentes de dos, entonces

2_1 2_1
(p >8(q ) = 0 mod 2.




Capitulo

5

Fracciones Continuas

5.1 Introduccion

Las fracciones continuas son uno de los temas mas interesantes den-
tro de la teoria de nimeros, asi como también uno de los mas antiguos.
Su origen se remonta a la antigua Grecia, especificamente Euclides
estudié por primera vez este tipo particular de fracciones en el Libro 8
de los Elementos. Euclides vivi6 en el siglo 3 a.c. y ensené matemaéticas
en Alejandria.

En la Edad Moderna la teoria fue retomada por el matematico ita-
liano Bombelli, en su libro L’Algebra parte maggiore dell’ aritmetica.
Bologna 1572, en donde se utilizan fracciones continuas para calcular
raices cuadradas.

Por ejemplo

4
VI3 =34+ ———

6+

6+ -

Posteriormente Leonhard Euler en su memoria De fractionibus
continuis. 1737 , dio los primeros pasos en la teoria, tal como se conoce
en la actualidad.

Finalmente, fue el célebre matematico francés Joseph Louis La-
grange quien en 1768 formalizé esta teoria en su memoria Solution d’un
probleme d’arithmétique. Lagrange resolvié completamente la famosa
ecuaciéon de Fermat

2 —dy?* =1

para lo cual us6 de manera esencial las fracciones continuas.

143
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5.2 Fracciones Continuas

Definicién 5.2.1 Sean ag,ay, ..., a,,... nimeros reales no nulos. Una
expresion del tipo

R
Gt
ag + —

se llama Fraccién Continua

Notacién Para denotar la expresion de arriba, usaremos el simbolo:

[ag, at, ... an,...].
Definicién 5.2.2 Sean aq,...,a, numeros reales. Entonces la expre-
s10m
1
ay, ..., a,) =ap+ i
o+
’ (p—1 + —

se llama Fraccién Continua Finita .

Observacion : Usualmente los a;, en la descomposicién de una fraccién
continua son numeros enteros positivos. En tal caso diremos que la
fraccion continua es simple.

Podemos representar una fraccién continua infinita, como el limite
de una fraccion continua finita. Esto es

lag, ..., an,...] = lim [ag, ..., a,]
n—oo
Estudiaremos para cada n, el nimero racional generado por la ex-

pansién de [ag, . .., a,]. Asi pues tenemos

(07
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1
lag, a1] = ap + —
aj
[a a a]_a+ 1 _a2a1a0+a2+a0
0, 01, W2 — WO i — a2a1+1
a; + —
a3
etc...
En general sea
Pn
[ao,al, c ,an] = —.
an

Entonces p, v ¢, se llaman las convergentes n-ésimas de la
fraccion continua dada. Es claro que tanto p,, como ¢, son polinomios
que dependen de ag,...,a,. Tenemos entonces las siguientes expre-
siones para estos polinomios

Po = Go, p1=aiag+1, ,pr=azaiap+ az+ ao,

o=1 q=a, @¢=aa+]1,
Teorema 5.2.1 Para todo n > 2 se tiene
Pn = QpPn—1 + DPn—2

Qn = QpQp-1 + qn—2

Demostracién:

Usaremos induccién sobre n. Para n = 2, el resultado es cierto.
Supongamos que el resultado es valido para n. Entonces

lag, ..., an, api1] = G0y -« Gp_1, Gn + 1/an41]

Es claro que la (n+1)-ésima convergente de la fraccién de la izquierda
es igual a la n-ésima convergente de la fraccion de la derecha. Luego
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Pn1 _ (an + ﬁ) DPn—1 + Pn—2
In+1 (an + ﬁ) Qo1 + Gn_os

Ap+1ApPn—1 + Pn—1 + An+1Pn—2
Ap4+10nQn + gn—1 + Qp+1Gn—2

Usando ahora la hipdtesis de induccion se tiene

Pot1t 1 (Pn = Pn2) + Pao1 + AniaPnoa
qn+1 anJrl(QTL - an2> + qn—1 + Ap+1qn—2
(p41Pn + Pn—1
Up4+1Gn + Qn-1

Con esto termina la demostracién. [

Podemos construir un algoritmo para generar las convergentes de
una fraccién continua, mediante una tabla

N | Ap+1 | Pn | 9n
O aq ao 1

1| as P1 |
2 | as D2 | G2

Iniciamos la tabla colocando los valores de ag, ai, as, po, P1,q0 Y q1-
Luego a partir de n = 2, para hallar el valor de p, procedemos de
la forma siguiente: Se toma el elemento en la casilla superior, éste se
multiplica por el de la casilla de la izquierda y luego se le suma el de la
casilla de arriba. Los ¢, se hallan de la misma forma.

Ejemplo: Hallar la décima convergente de la fraccién continua

2,1,2,1,2,.. ]

Tenemos entonces la tabla
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N | Gnt1 | Pn an
0 |1 2 1

1 ]2 3 1

2 |1 8

3 |2 11 4

4 |1 30 11
5 |2 41 15
6 |1 112 | 41
7T 12 153 | 56
8 |1 418 | 153
9 |2 571 | 209
10 [ 1 1560 | 571

Calcularemos los valores de las fracciones z, = p,/q, cuando n

toma los valores: 0,---,10. Esto nos da el siguiente resultado:
o 2
Ty |3
Ty | 2.66667
xr3 | 2.75
xy | 2.7272
x5 | 2.7333
xg | 2.73171
ry | 2.73214
rg | 2.73202
T9 | 2.73206
1o | 2.73205

Mirando la ultima tabla se puede intuir que las fracciones p,/q,
convergen a un limite. La demostracion de este hecho en general no
es facil y requiere de una serie de resultados previos que daremos a
continuacion.
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Proposicién 5.2.1 Para todo n > 1 se tiene

Pndn—-1 — Pn—-1Gn = (_]-)n_l (51)

Demostracién:

Usando el teorema 5.2.1 se tiene

Pndn-1 — Pn—-149n = (anpn—l +pn—2)qn—1 - pn—l(anQn—l + Qn—2)
= _(pananZ - pn72Q7171)

Si aceptamos la hipétesis de induccion para n — 1, la cual establece

(pn71an2 - pnf2Qn71> = (_1)n72

se tendré entonces

PnGn-1 — Pn1Gn = (—=1)" "
'

Si en la ecuacion anterior dividimos ambos miembros entre ¢,¢,_1,
obtenemos

Proposicién 5.2.2 Para todo n > 1 se tiene

P Pnoy (D" (5.2)

dn In—1 qndn—1

Proposicion 5.2.3 Para todo n > 1 se tiene

PnQn—2 — Pn—2qn = (_1)nan (53)
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Demostracién:

Usando el Teorema 5.2.1 se tiene

Pnln-2 = Pn—2Gn = (@nPn-1+ Pn-2)@n-2 — Pn—2(AnGn-1 + Gn-2)
= an(Pn-1Gn—2 — Pn—2Gn—1)

an(—1)""2 por (5.1)

= (—1)"ay,

[ )

Observacioén: En lo sucesivo sélo consideramos fracciones continuas en
donde los elementos ay, . .. a,, ... son nimeros enteros positivos. Estas
se llaman Fracciones continuas simples.

Teorema 5.2.2 Toda fraccion continua simple es convergente a un
numero real.

Demostracién:

Sea x = [ag, a1, ...] y paran > 1 sea

| = Pn

dn

Probaremos que la sucesion z,, converge a un limite L, lo cual sera
hecho en varias etapas.

T, = |ag,...ay

1. La subsucesion xo, de términos pares es monotona estrictamente
creciente. La subsucesion xonyq de términos impares es mondtona
estrictamente decreciente.

En efecto, de (5.3) obtenemos

& . Pn—2 -
Gn Gn—2

luego si n es par
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]ﬁ > Pn—2
dn gn—2

y si n es impar

pj < Pn—2

qn qn—2 '

Por lo tanto la subsucesién {z,} es creciente y la subsucesién
{z2,_1} es decreciente.

Las subsucesiones de términos pares e impares, respectivamente,
son convergentes

De la relacién (5.2) deducimos
Ton — Top—1 <0

luego

Ton < T2n-1
Como {xg,} es creciente y {x9,_1} es decreciente, se obtiene la
interesante relacion

Ty < To, < To,_1 < x; paratodon > 1.

Como consecuencia de todo esto se obtiene que {z2, } es mondtona
creciente acotada, luego es convergente.

Sea

lim Top = L1

n—~o0

De igual forma, {x9,_1} es monétona decreciente acotada y por
lo tanto convergente.
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Sea

lim Top—1 = LQ

n—oo

3. La sucesion {x,} es convergente .

De la relacién (5.2) se obtiene

Por lo tanto la sucesién {x,} es una sucesiéon de Cauchy. Esto
es, a medida que n crece, la distancia entre los términos se hace
mas pequena. Luego la sucesién es convergente a un limite L, y
ademas toda subsucesion convergente de ella, converge al mismo
limite. Por lo tanto Ly = Lo =L, y

lim z, = L

n—oo
Teorema 5.2.3 Toda fraccion continua simple finita [ag, . . . a,| repre-
senta un niumero racional.
Demostracion:
Basta observar que
[ao, R an]

se puede escribir como

ap + 1/[(1,1, . an]

Luego, apliquese induccién sobre n.
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Teorema 5.2.4 Toda fraccion racional o« = p/q se expresa como una
fraccion continua simple finita.

Nota: No hay unicidad en esta representacién, pues

lag, ...ay] = [ag, ..., an_1,a, —1,1]

Sin embargo éstas son las dos tnicas representaciones posibles de a.

Demostracion:

Usaremos la notacion: [z] para indicar la parte entera de un nimero
real . Comenzamos por hacer

1 1

rTo=—«&« 1M =—""7,..
TO—[TQ]

De aqui se obtiene

T = [rn] + para todo n >0

Tn+1
Nétese que para todo 4, se tiene que r; > 1 | luego 1/r; < 1y por
lo tanto, los coeficientes a; de la expansiéon de a como una fraccién
continua vienen dados por

ap = [a),a; = [r1], ..., an =[] (5.5)

Por otro lado, usando el algoritmo de divisiéon para p y ¢, se obtiene

= apqg+r, 0<r<gq
q = ar1+1re, T <11 <(q

T = Qoro+ T3, T3 <17

i = Qi1Tir1 + Tiv2,  Tive < Tipl



5.2. Fracciones Continuas 153

Como {r;} es una sucesién decreciente de enteros positivos, se debe
tener eventualmente, r,,; = 0 para algin n. Luego el proceso de for-
macién de los a; se detiene en a,,.

Por lo tanto

)

Observacion: Si « es un ntumero irracional , entonces la fraccién con-
tinua asociada a él, se obtiene usando el algoritmo dado en (5.5)

Proposicién 5.2.4 Sea a = [ag, a1, ..., Gp,...] y sean
1 1

o = Q. " = ——FF,.-+,
7“0-[7“0]

Entonces

Tn = |An, i1y - - -

Demostracién:

Usaremos induccién sobre n. Para n = 1, tenemos

1
a=a+—=a +—1
0 T1 0 CL1+71

de aqui se concluye que r, = [ay, as, .. .].

Supongamos que el resultado es cierto para n, luego

Tny1 =
T'n — Qp

[an7 An+1, - - ] — Gp

= [an+17 .. ]
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Luego el resultado es cierto para n + 1. Con esto damos fin a la
demostracion.

)

Proposicién 5.2.5 Sea o un numero real y r,, la siguiente sucesion de
numeros

1 1
ro=[al,ro =[ro] + —,...,tn =[r] + —, n>1
T T'n+1
entonces
o= Tn41Pn + Pn—1
T'n+14n + dn—1
Demostracién:

De acuerdo a la demostracién del teorema anterior se sigue que
[rn] = a,, para todo n, luego usamos induccién sobre n para probar este
resultado.

Sin =1, se tendra

1
a = ag+

1
aq + —
T2
)
roa; + 1
(reay + 1)ag + ro
Toa1 + 1
2010 + ag + T2
roaq + 1
ro(arag + 1) + ap
roa; + 1
T2p1 + Po
r2q1 + qo

Supongamos que el teorema es cierto para n, y probaremos que se
cumple para n + 1.
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Luego
TnPn—1 + Pn—2
o0 = —
Tndn—1 + dn—2
Pn—1
AnPn—1 + Pn—2 +
— Tn+1
AnQn—1 + dn—2 + In-1
Tn+1
D + Pn—1
— T'n+1
0 + qn—1
7“n—f—l

Tnt1Pn + Pn-1
Tn+1Gn + qn—-1

155

)

Seguidamente daremos una serie de ejemplos en donde calcularemos

los elementos de una fraccién continua de algunos ntimeros.

Ejemplo: Sea ov = /2, entonces mediante la aplicacién del algoritmo
dado en la demostracién del teorema 5.2.4, calculamos los a; en la

descomposicién

a=lag,a1,...,an,...]
En primer lugar, notamos que

2 2 2
a=-=1+-"2 v 0<%
(6] « (6]

luego [ag] = 1. Para calcular a; hacemos

a 1 1
2—a 2/a-1 a-1

Multiplicando numerador y denominador por (a + 1) se tiene

«Q a+1 a+1 "
= = = C(
2—a (a—1)(a+1) a2-1

de donde a; = [1 + a] = 2.
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Para calcular el siguiente elemento, hacemos

1 1
(1+a)—2 a-—1

=1+«

y por lo tanto ay = [1 + o] = 2.
Continuando de esta manera, vemos que a; = 2, para todo ¢z > 1.
Luego

V2=1[1,2,2,..]

Ejemplo: Una aplicacion en la astronomia: FEclipses lunares.

Un eclipse lunar se produce cuando la luna penetra en el cono de
sombra creado por la tierra, al interponerse ésta entre el sol y la luna.

Los eclipses sélo se producen cuando la luna nueva o llena se en-
cuentra en los llamados nodos ascendentes o descendentes de la érbita
que describe alrededor de la Tierra.

Por lo tanto el eclipse depende

1. Del intervalo entre dos fases iguales consecutivas de La Luna, el
cual es llamado Mes Sinddico y tiene una duracién de 29,5306
dias.

2. Del intervalo de tiempo entre el paso de la luna por dos nodos con-
secutivos, el cual se llama Mes Draconitico y tiene una duracion
de 27,2122 dias

Luego el intervalo de tiempo entre dos eclipses consecutivos debe ser
igual a una cantidad entera de meses sinddicos, que a su vez contenga
una cantidad entera de meses draconiticos.

Es decir si

x=29,5306 y =z =27,2123

se desea obtener una relacién del tipo

qr = pz

con p y ¢ nimeros enteros positivos.
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Esto es, si hacemos

a=2—-1,08519
4

entonces la pregunta es ;Cudl es la fraccién p/q con menor denomi-
nador que esta més cercana a 1,085197 Para resolver este problema,
usamos fracciones continuas.

En primer lugar, hallamos los coeficientes a; de la expansion

a=ag,...,an,...|

usando el algoritmo del teorema 5.2.4.

En segundo lugar, hallamos las convergentes de esta fracciéon con-
tinua por intemedio del algoritmo del teorema 5.2.1.
Colocando toda esta informacién en una tabla nos da

Qp+1 | Pn Adn pn/Qn
11 1 1 1

1 12 11 1.09091
13 12 1.08333
38 35 1.08571
ol 47 1.08511
242 | 223 | 1.08520
535 | 493 | 1.08519
5057 | 4660 | 1.08519

|| O | W N~ OB

= O N B DN

Las distintas aproximaciones a « vendran dadas por los cocientes
Pn/qn - Vemos que el valor 242/223 es aceptable pues difiere de « en
10~° dfas, lo cual es

36002242107° sg. = 0.864 sg.

lo cual es depreciable, pues los eclipses tienen una duracion promedio
de 50 minutos.

Luego se tiene la relacién fundamental.
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223 meses sinodicos = 242 meses draconiticos

Esta relacion, conocida como Ciclo de Saros, fue descubierta por
los astronomos de la antigua Mesopotamia.

Finalmente, para calcular el periodo entre dos eclipses multipli-
camos: 223x29.5306 = 6585,3238 dias = 18 anos y 14 dias. Por lo
tanto, los eclipses de luna ocurren cada 19 anos aproximadamente.

Ejemplo: El numero w

Podemos hallar algunas aproximaciones de m mediante fracciones con-
tinuas. A tal fin tomamos el siguiente valor de este niimero, el cual es
correcto hasta la octava cifra decimal

T = 3.14159265

Luego se tiene

ap =[] =3 ro=1/(r—3) = 7.0625

ap =[r] =7 ry = 1/(r1 — ay) = 15.99660
ag=[ra] =15 r3=1/(ry —ay) = 1.00341
az = [r3] =1 ry =1/(rs — as) = 293.09689
ag = [ry] =293 15 =1/(rs — as) = 10.32056
a5 = [7’5] =10

Empleamos ahora el algoritmo del Teorema 5.2.1 para hallar las
cuatro primeras convergentes de 7.

Ant1 | Pn In Pn/n
7 3 1 3
15 |22 7 3.14285714

1 333 106 3.14150943
293 | 355 113 3.14159292
10 104348 | 33215 | 3.14159265

BSlwliNo ol

El valor aproximado de m dado por la quinta convergente es bastante
bueno, dado que se aproxima al valor correcto en ocho cifras decimales.
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El valor 355/113 fue descubierto por el matematico chino Tsu-Chung-
Chi, en el siglo 430 d.c. Durante la Edad Media en Europa, se tomaba
22/7 como el valor correcto de m. Otros autores, en Europa y en la
India, usaban la expresién V10.

A partir del Renacimiento, con el gran impulso que se le dio a
la ciencia, comenzaron a aparecer mejores aproximaciones, e inclusive
series de sumas o productos en donde se puede calcular 7. Por ejemplo,
el matemaético francés Vieta, a mediados del siglo XVI, descubrié la

formula
2_\F uf 11 1+1\ﬁ
 V2'\2 2V2\N2 2\2 2\V2°"

A fines del siglo XVII ya se conocia el valor de 7 con las primeras
50 cifras exactas.

5.3 Facciones continuas periddicas
Definicién 5.3.1 Una fraccion continua simple de la forma

a = [ao,al,...,an,bl,...,bk,bl,...,bk,...]

= [ag,al,...,an, bl,...,bk]

se dice Periddica.

La sucesion de nimeros by, ..., b, se llama el Periodo de « . La
sucesion de enteros aq, ..., a, se llama el Preperiodo de «a. El entero
k, se le llama también el periodo de la fraccién continua .

Definicién 5.3.2 Una fraccion continua de la forma

Q:[bl,...,bk]

se llama Peridodica pura.
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Proposicién 5.3.1 Si el nimero real a se representa mediante una
fraccion continua simple periodica, entonces a es solucion de una ecua-
cion del tipo

Az + Bx +C =0 (5.6)
con A, B y C enteros.

También se dice que « es un irracional cuadratico.
Demostracién:

Sea

a = [bl,...,bk ] = [bb...,bk,a]
Entonces usando la proposicion 5.2.5, se tiene
_ Ok T+ Pr—1
gy + k-1

Por lo tanto « satisface una ecuacion cuadratica con coeficientes
enteros (Ver ejercicio 1).

IT) Si & no es periédica pura, entonces

a = [ao,al,...,an,bl,...,bk]
Sea 3 =[by,...,b; |. Entonces por la proposicién 5.2.5 se tiene
ﬁpn +pn—1
a = [CLO?al?"'Janaﬁ] = 5. -
6Qn +Qn—1

Entonces es claro que, de acuerdo a la parte I, a es solucién de una
ecuacién cuadratica del tipo (5.6).

)

Sea o un numero irracional cuadratico, entonces

a—i—\/l_?

C

o =

donde a, b y ¢ son enteros.
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Entonces si ¢ > 0, podemos multiplicar por ¢ el numerador y deno-
minador para obtener

ac+ vbe* mo + Vd
2 =

. . (5.7)

donde ko divide a mg — d.
Teorema 5.3.1 Sean «, mg y ko como en (5.7). Definimos

o= ————, a;=[a,
ki
donde:
d—mi,
k;

Entonces k; y m; son enteros, para todo i > 0, k; divide a d—m? y

Mip1 = a;k; —m;, ki =

a = [ag,ay, .. ]

Demostracién:

En primer lugar, ko y mg estén en Z, y ko divide a d — m3. Luego
la proposicién vale para ¢ = 0. Supongamos que el resultado es cierto
para un ¢ cualquiera. Luego definimos

mi1 = a,»kl- —1m; € Z

Ademas, podemos hacer

d— (alkl — mi)Q
k;
d— Q;2 ]{322 + 2azk2ml — m?
ki

ki+1 =

d— m?
= i + 2aimi — a2k2

k; !
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Luego, es claro que k; ;1 € Z, por hipdtesis de induccién.

Adem3s:

luego ki1 divide a d — m7, ;.

Finalmente, tenemos que, para todo 7

ki
Vd - Mit1

o —a; =

k;
d—miy,
kiV/d + kimi
Kit1
mi1 +Vd

1

Qi1

Luego a = [ag, ay, .. .].
)

Definicién 5.3.3 Sea © = a + bV/d, con a y b nidmeros racionales,
entonces el conjugado de x, es el numero real

x/:a—b\/g

Teorema 5.3.2 Sea a = (mo++/d)/ko como en 5.7. Entonces o viene
representado por una fraccion continua simple periodica.

Demostracion:

De acuerdo a la proposicion 5.2.5, se tiene

o — OpPn—1 +pn72
Anfn—1 + Gn—2
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Sustituyendo «,, en funcién de «, tenemos

<QQn—2__pn—2>
oy = —|\—
a4p—1 — Pn—1
__pan

_ __Qn—Q qn—2
qn_l a — pn—l

qn-1

Tomando conjugados en ambos miembros se obtiene

/ pn—2
o —
o — _Gn—2 qn—2
" n—1 | of — Pn-1
dn-1
Entonces cuando n — oo se tiene:
/ pn—2
o —
dn—2
— H
a,__pn—l 1
dn—1

Luego existe un N > 0 tal que o/, < 0, para todo n > N. Como
a, > 0, se tiene

_ 2v/d
n kn
Luego k, > 0, y por lo tanto:

oy — O > (0 paratodo n > N.

0<knirk, = al—mf1+l <d, paratodo n > N.

De esta tultima desigualdad se obtiene que: 0 < k, < d, para todo
n > N. También:

2 2

lo cual implica:

| My |< \/8, para todo n > N.
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Luego las sucesiones de enteros {k,} y {m,} son finitas, y por lo
tanto existe un 7 > n tal que

kn=4k; y m,=m,;

Por lo tanto: «,, = a;, y esto implica

o = [CLO?--':an—laan]
= [a07"'7an717an7"'7aj717aj]
= [CLO?"'7an—17an7"‘7aj—1]
Luego « es periddica. )

Ejemplo: Hallar la expansién de v/7 como fraccién continua. Sabemos
que 2 < /7 < 3, luego ag = 2. Sea
1
—2
VT +2
7T—4
VT+2
3

rn =

S

luego a; = [r1] = 1. De igual manera

1
rn—m

1
(V7+2)/3-1

o =
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Luego as = [ro] = 1. Continuando este proceso, calculamos el
siguiente a;, para lo cual hacemos

1
(VT+1)/2-1
2

rs =

S

—1

1)

2
=S
+

S
_l’_

por lo tanto ag = [r3] = 1. De igual forma sea

—_

ry =

VT+1)/3-1

—~

w
£5
ST
+ o
>

I
S
T ow
[\]

Luego ay = [ry] = 4. Sea

s =

Por lo tanto a5 = a; = 1, y a partir de esta posiciéon comienzan a
repetirse los valores de a;. Por lo tanto
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Ejercicios

1) Sean a = a; + biVd y 0 = as+ bg\/a, con ai, as, by, by niimeros
racionales. Probar:

a) (a+p0) =+ 0

b) (aB) =o'

¢) Para todo racional ¢: (ca)’ = co'.

2) Probar que si « es un irracional cuadrético, y a, b, ¢ y d son nimeros
enteros, entonces

ac +b
ca+d

es también un irracional cuadratico.

3) Sean {m;}, {k;} como en el teorema 5.3.1 Probar que existe un n,
tal que:

Mpj = My, Y kyj =ky, paratodo j>1.

4) Expresar como fraccién continuas los nimeros reales:
a) e = 2.7182818,
b) 7/2.

5) Sea a = 7. Hallar una fraccién p/q, que no sea convergente de « y
tal que:

5.4 La Ecuacion de Fermat
Consideramos ahora la ecuacién

2 —dy* =1
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la cual se denomina Ecuaciéon de Fermat.
Estamos interesados en hallar soluciones enteras de esta ecuacion,
distintas de las soluciones triviales x = 1,z = -1,y = 0.

Teorema 5.4.1 Si o es un numero irracional, entonces para todo
n > 1 se tiene:

DPn 1 1
a_i

]
an dndn—1 q;
donde py, q, son las n-ésimas convergentes de .

<

Demostracién:
Se tiene de acuerdo a la proposicion 5.2.5

o — Qn41Pn + Pn-1
Ant+19n + Gqn—1

donde «,, = [an, api1, .. .], luego a,, > 1. Por otra parte:
o & _ Ap41Pn +pn—1 N &
dn On+1Gn + gn—1 qn

—(Pngn-1 — @uPn-1)
Qn(anJrl(h + anl)
(="

Qn(anJrIQn + Qn71>

Usando ay, 11 > 1, g, > 1 se tiene

n 1 1

o — pf < < -

an dn4n—1 ay

[ )
Teorema 5.4.2 Si P s una convergente de o, entonces
q

1
q q
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« e . p
Proposicién 5.4.1 Si = es una convergente de o, entonces

T (5.8)

donde e = +1, 0 <0 < 1.

Observacion: Si p/q es una fraccién que satisface (5.8) entonces no
se puede afirmar que p/q sea una convergente de a. Sin embargo, es
posible dar una condicién adicional, como veremos mas adelante, de tal
forma que se tenga un resultado reciproco del teorema anterior.

La siguiente condicién se debe a Legendre:

, . . . p ,
Teorema 5.4.3 Sea a un numero irracional. Si = es un numero ra-

q
cional tal que
1
q|  2¢?
p
entonces = es una convergente de c.
q
Demostracion:
Sea
p_
i lag, ay, ..., ay,]
De la hipétesis se deduce que
el
a—=-=—
g ¢

cone==+1,y0<0<1/2

Entonces podemos elegir n, sin pérdida de generalidad, de tal forma

n

que € = (—1)™.

Definamos el niimero racional § mediante la férmula
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o ﬁpn +pn71
o= ——-
6Qn + Gn—1

Entonces

Pn Bpn+ P
q G Bqn+ Gn
Prndn—1 — gnPn-1
QH(BQn + QR—I)
(=1)"

qn(ﬁ‘]n + Qn—l)

Si resolvemos esta ecuacion para 3 tendremos

. dn — QQn—l
b= Gnd

De donde se deduce > 1, pues 0 < <1/2y ¢o_1 < ¢y.

Podemos entonces representar a (3 como una fraccién continua

6 = [an+1, .. ]
luego definimos:
v = lag,a1,...,an, Gpi1, -
== [&07' .. >anaﬂ]
Luego
_ pnﬁ +pn—1 _
Qnﬁ + gn—1

Por lo tanto p/q = p, /g, es una convergente de «. [ )
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Teorema 5.4.4 Sea oo = \/d y

_ ma+Vd
=T

Qn

entonces la ecuacion
posee solucion.

Demostracién:

Usando la proposiciéon 5.2.5 se obtiene:

\/El _ AnPn—1 + Pn—2
Onn—1 + gn—2
(\/E + mn)pnfl + pn72kn
(\/E + mn)Qn—l + Qn—2kn

de donde:

\/E {(\/E + mn)qn—l + Qn—2kn} = (\/E + mn)pn—l + pn—an

Igualando coeficientes racionales e irracionales nos da:

Pn—1 = annfl—i_anan (59)
dQn—l = mnpn—l‘l’k:npn—Q (510)

Multiplicando la primera ecuaciéon por p,_1, la segunda por ¢,_1 y
luego restando nos da

pi,1 - dqufl - kn(pn—lQn—2 - pn—2Qn—1)
= (1)
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Proposicién 5.4.2 Sea n el periodo de \/d como fraccién continua.
Entonces k, = 1

Demostracién:

Sea
mo +Vd

ko

Entonces mg = 1y kg = 1 De acuerdo a la definicion de periodo, se
debe cumplir:

a = Oy =

ma+Vd
= — Vi

an
por lo tanto:

(kn — D)Vd =m,,
de donde se obtiene k, = 1. [

Teorema 5.4.5 Sea d un entero positivo libre de cuadrados, entonces
la ecuacion:

2? —dy? =1

posee infinitas soluciones

Demostracion:

Nuevamente, sea n el periodo de la descomposicién de v/d en frac-
cién continua.

Si n es par, tomamos:

T =DPnj—1 Y =dAnj—1

donde j es cualquier entero positivo. En virtud de la proposicion ante-
rior se tiene:
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(Prj—1)> = (Gnj—1)’d = (=1)"ky; = 1.

Si n es impar, tomamos

T = Panj—1 Y = Qonj—1

Luego:
(p2nj71)2 - d(Q2nj—1)2 = (_1)2nj/€2nj =1
[
Ejemplo:
Resolver:
- =1
Solucion:

Hemos visto que la expansién de /7 en fraccién continua viene dada
por:

V7=1[2,1,1,1,4]

Podemos usar el algoritmo dado al comienzo para calcular las con-
vergentes. Esto lo expresamos mediante la siguiente tabla:

e
I~
J’_
—_
s
3
o)
3

w
—_

ot
N}

37 | 14
45 | 17
82 | 31
127 | 48

|| Y| W =IO B
(S Y ey Y (YN QU iy S
Qo
w
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Vemos que (8, 3) es solucién , al igual que (127, 48). Podemos contin-

generando mas soluciones por intermedio de la tabla. Claramente,

ellas aparecen entre las convergentes con un periodo de 4.

Teorema 5.4.6 Si el par (p,q) es una solucion de

2 —dy? =1

con d > 5, entonces la fraccion p/q es una convergente de V.

Demostracién:
Tenemos:
P’ —dg® = (p—Vdg)(p+ Vdg)
1.
Luego:

q q(p +Vdq)
1
<
2Vd
o b
2q?

Luego por el teorema, concluimos que p/q es una convergente de

V.

[ )
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Ejercicios

1) Resolver

2 — 112 =1
2) En la ecuacién de Fermat

z? — y2 =1,

el lado izquierdo se puede factorizar

2 =y’ = (z +ay)(z — ay).

Los nimeros complejos de la forma x + iy se denominan enteros
de Gauss

a) Investigue todo lo concerniente a los enteros de Gauss.
b) Resuelva la ecuacién dada.

3) Sean x1, y1, Ta, Yy nimeros enteros. Probar la identidad
(ff - dyf)(x% - dyg) = (v122 — dy1y2)2 —d(z1y2 — y1x2)2

4) Usando la identidad anterior, probar que si (x1,y1) y (22,%2) son
ambos solucion de la ecuacion

2 —dy? =1
entonces también lo es (z3,ys), donde

T3 = 112 — dy1Y2, Y3 = T1Y2 — Y1T2.

5) Resolver:
a) 2 —3y* =1
b) 22 — 15y% =1
c) 22 — 6y* = —1

6) Investigue bajo que condiciones sobre f y d se puede resolver

o’ —dy* = f
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