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Mathematics, rightly viewed, posseses not only
truth, but supreme beauty —a beauty cold and aus-
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Introduccion

El propésito de este libro es introducir a un lector con conocimientos minimos
de matematicas en el estudio de los niimeros naturales

0, 1, 2, 3, 4, 5,

Quizé esta afirmacion sorprenda al lector por dos posibles motivos: bien
porque crea que los nimeros naturales son algo tan simple que dificilmente se
puede escribir un libro sobre ellos, bien porque crea que un libro asi no deberia
llamarse ‘Algebra’. El primer caso es facil de rectificar. Consideremos por
ejemplo la ecuacion

22 4+ zy — 3y? = 15.

iSabrfa decidir el lector si existen niimeros naturales (x,y) que satisfagan
esta condicién? Tenemos aqui un problema de planteamiento elemental cuya
solucién no es nada facil. Si existiera un par asi podriamos tener suerte y en-
contrarlo por tanteo, pero si no lo hay necesitaremos algin tipo de razonamiento
que lo justifique, pues el no encontrar soluciones no significa que no las haya.
Si el problema fuera z2 4+ zy + 3y%> = 15 el asunto serfa muy diferente, pues
podriamos hacer 4(2? + zy + 3y?) = (22 +y)? + 11y? y de aqui sacarfamos una
cota a las posibles soluciones, con lo que un numero finito de comprobaciones
bastaria para decidir si las hay. Aun asi habriamos necesitado un pequeno truco
que requerirfa un minimo de perspicacia.

De nada sirve despejar la y en funcién de z, o viceversa, pues entonces nos
encontraremos con el problema de determinar si una expresion con una raiz
cuadrada puede o no ser un nimero natural, y no podremos ir mucho mas lejos.

Sin duda el lector que crefa dominar los niimeros naturales reconocera ya la
precariedad de ese dominio. Sin embargo esta situacion suele causar rechazo al
matematico acostumbrado a otra clase de problemas mas ... jabstractos? La
reaccion natural es: {pero qué importa si existen o no soluciones naturales? Una
pregunta interesante podria ser si existen funciones reales continuas no deriva-
bles en ningin punto, por ejemplo, porque una solucién negativa consolidaria
nuestro conocimiento de la continuidad y la derivabilidad, mientras que una
solucién positiva serfa (y de hecho es) algo verdaderamente curioso e intrigante.
Sin embargo, tanto si alguien encuentra una solucién a esa ecuaciéon como si
prueba que no las hay, lo cierto es que nos quedamos igual, obtenemos un dato
irrelevante.

ix



X Introduccion

Esta objecién entronca con la posible sorpresa de que un libro que promete
abordar estas banalidades tenga la osadia de titularse ‘Algebra’. El reproche
estaria justificado si lo tnico que fuéramos a ver en este libro fuera una co-
leccién de recetas o, ain peor, de trucos para resolver ecuaciones como la de
antes. También en tal caso seria razonable opinar que el contenido del libro
seria irrelevante, al menos segtiin los gustos matematicos al uso. Sin embargo,
el interés de un problema puede no estar en la pregunta sino en la respuesta.
Parafraseamos a Gauss al decir que la aridez de esta clase de problemas oculta
una disciplina que merece el titulo de Reina de las Matematicas. ;jPor qué un
matematico que destacd tan prodigiosamente en analisis, geometria diferencial,
fisica y estadistica, entre otras partes de la matemética, anteponia la teoria de
ndmeros a todas ellas? Sencillamente porque al abordar problemas como el que
hemos propuesto se encontré con una teoria mucho mas rica, sutil y abstracta
que cualquier otra de su época.

Ciertamente, la teoria de ntimeros antes de Gauss era esencialmente una
coleccién de trucos, verdaderos monumentos al ingenio humano, eso si, pero
despreciables al gusto del matemético moderno, pero estamos hablando de la
teoria de ntmeros del siglo XVIII. Para los matemaéticos del siglo XIX la si-
tuacion era radicalmente distinta, y es esta visién moderna la que queremos
transmitir al lector de este libro. Basicamente se puede describir como sigue:

Los ntumeros naturales son unos objetos extremadamente caprichosos, pero
no cadticos. Es como si un pianista decide caprichosamente qué pieza va a tocar.
A priori no podemos predecir lo que hara, pero una vez conocemos su decisién
podemos anticipar cada uno de sus movimientos a partir de la partitura. Un
pianista caoético seria por ejemplo un intérprete de Jazz que improvisara en
todo momento. Asi, el comportamiento de los niimeros puede ser controlado en
funcién de ciertos parametros, caprichosos hasta donde hoy se sabe, y la forma
de controlarlos no es la fuerza bruta (la manipulacién de ecuaciones al estilo
del siglo XVIII), que ofrece resultados muy limitados, sino la psicologia més
fina, la busqueda de leyes generales que sélo pueden ser expresadas en términos
de objetos abstractos, impensables en una primera aproximacién, pero que los
matematicos han podido descubrir poco a poco a lo largo de casi dos siglos.

Pensemos por ejemplo en la introduccién de los niimeros enteros:

-5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5,

Se trata del ejemplo mas elemental de cémo un artificio algebraico como es poner
un signo delante de los niimeros resulta ser de inestimable ayuda en su manejo.
Tanto es asi que en realidad, aunque la motivacién primera en el estudio de los
ntimeros proviene de los niimeros naturales, es mas justo decir que en este libro
se estudian los ntimeros enteros.

Pero si queremos resolver el problema que hemos planteado necesitamos ir
mucho mas lejos. El paso siguiente en esta direccién es factorizar la ecuacién

z? —|—xy—3y2 = (x—|—y—1+§/ﬁ) (x—|—y—17%/ﬁ) .

Esto puede parecer un sucio ‘truco’, pero en realidad es un paso obvio si se
disfruta del punto de vista adecuado. Asi nos encontramos con que la ecuacion
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esta relacionada con el nimero D = 13, invisible hasta ahora, y que se conoce
como discriminante de la ecuacién. Por ejemplo, si antes decifamos que el proble-
ma con —3 es més dificil que el mismo problema pero con un +3, un algebrista
vera el discriminante D = 13 frente al discriminante D = —11, y el algebrista
sabe que una de las caracteristicas generales de este tipo de ecuaciones es que las
de discriminante negativo siempre son mas faciles. Vemos asi que el verdadero
problema no era el signo del —3, sino el del discriminante.

Ademais nos ha aparecido el nimero irracional HT‘/E, y en este punto el
algebrista deja de pensar en niimeros para fijarse en algo mucho mas abstracto,
como es el conjunto

Z{1+\/_:| {x+y1+\/_|xy€Z}

El sabe que este conjunto tiene una estructura importante conocida como do-
minio integro, que lo hace muy similar al propio conjunto Z de los nimeros
enteros. Sobre este conjunto estd definida una aplicacién llamada norma

N:z[B| 7,

dada por N<z+y1+2—‘/ﬁ> = (eryH'r) (eryl \ﬁ) =z +ay—3y°y
cuyo comportamiento es extremadamente regular.

El resultado es que la penetracion del algebrista convierte un arduo problema
que todo el mundo entiende en un sencillo problema que sélo los algebristas
entienden: jExiste un entero cuadrético en Q( ”—g/ﬁ) cuya norma sea 157

Decimos ‘sencillo’ pensando, por supuesto, en el punto de vista del algebrista
que cuenta con el equipaje de una sélida y elegante teoria. Para él la solucion se
obtiene analizando unos objetos todavia méas abstractos y alejados de la simple
ecuacion dada: los ideales del anillo anterior. No importa si el lector no sabe en
este punto de qué estamos hablando (eso es lo que puede aprender en este libro,
precisamente), lo que importa es que esos ideales siguen un comportamiento
extremadamente simple, de modo que una comprobacién elemental le permite
concluir la inexistencia de soluciones enteras. Citamos aqui la comprobacién sin
animo de que el lector la entienda, sélo para que admire su sencillez formal:

Tenemos que 15 = 3 -5 y si existiera un ideal de norma 15 éste tendria
un factor primo de norma 5, pero eso significaria que el discriminante 13 seria
un resto cuadratico médulo 5, pero (13/5) = (3/5) = (5/3) = (2/3) = —1,
contradiccién.

Todo esto puede ser razonado sin esfuerzo incluso mentalmente. El lector
encontrard los detalles en el capitulo XIV.

En realidad este problema era muy facil. Si el término independiente de la
ecuacion no hubiera sido 15, sino otro nimero, como 17, entonces la soluciéon
habria sido positiva, y para justificarlo el algebrista habria tenido que contar
con dos datos mas, todavia mas abstractos:

1) El ntmero de clases de Q(HT‘/E) esh=1,

2) El cuerpo Q(H—E/ﬁ) contiene unidades de norma negativa.
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Una vez més, no esperamos que el lector entienda nada de esto. La segunda
propiedad es facil de comprobar con un minimo tanteo, mientras que la primera
es un hecho nada trivial y que ejemplifica lo que antes llamabamos comporta-

miento ‘caprichoso’ de los numeros. En efecto, cada cuerpo como Q(H'T V13)

tiene asociado un ntmero natural h llamado su ‘ntimero de clases’, que se puede
calcular en la practica mediante un algoritmo.

JPor qué el niimero de clases para /13 es h = 1 mientras que, por ejemplo,
para /15 es h = 2? Esto forma parte del comportamiento caprichoso de los
ntmeros del que habldbamos antes, pero lo cierto es que, una vez determinado
el nimero de clases, el algebrista sabe cudl es el ‘caracter’ que este capricho
imprime a los problemas asociados a este nimero, y sabe a qué atenerse.

No creemos necesario aburrir al lector con mas afirmaciones que probable-
mente no entienda. Estas habrdn bastado para que comprenda la situacién.
Los problemas numéricos como el que hemos presentado abren la puerta, a la
vez que dan sentido y motivacion, a una teoria cuyo ‘sabor’ ha podido captar
hace un momento, una teoria profunda, rica en conceptos y en ideas y que nos
permite llegar a elegantes principios generales mas simples formalmente cuanto
mas elevados y complejos conceptualmente.

Se trata de una situacién similar a la de la mecénica celeste: el movimiento de
los planetas puede ser descrito eficientemente por las leyes ptolemaicas, mera-
mente descriptivas y aproximadas, o por las leyes de Kepler, rigurosas pero
técnicas, o por la ley de la gravitaciéon universal de Newton, la mas simple
formalmente, o por las ecuaciones de la relatividad general de Einstein, las més
sofisticadas de todas, pero las que proporcionan una mejor comprension del
fenémeno.

El estudio de los numeros enteros se conoce en general como Teoria de
Numeros, y la teoria que hay detras es tan vasta que no encaja en ninguna
rama particular de las matematicas, sino que en ella intervienen el dlgebra, la
topologia, el analisis e incluso la geometria. Por ello, y a pesar de que fraccio-
narla no deja de ser artificial, se habla de una Teor{a de Niimeros Elemental (que
no usa mds que la aritmética bdsica), una Teorfa Algebraica de Numeros, una
Teoria Analitica de ntimeros y una Geometria de los Numeros. (No obstante
las fronteras no pueden establecerse con precisiéon, y por eso se ha terminado
hablando de una Teor{a Algebraica de Niimeros Analitica).

El ejemplo que hemos dado corresponde a la Teoria Algebraica de Ntumeros
(al igual que el contenido de este libro). Quizd después de todo podria tener
razén el lector que considerara que ‘Algebra’ no es el titulo adecuado de este
libro, sino que seria mejor haberlo llamado ‘Teoria Algebraica de Numeros’.
Sin embargo hemos decidido darle el titulo que tiene porque al fin y al cabo
abordamos a un nivel aceptable como introduccién el equivalente a un primer
curso de &lgebra: algebra lineal (mddulos, espacios vectoriales, matrices, deter-
minantes), teorfa de anillos, teorfa de cuerpos y teorfa de grupos finitos (con
especial hincapié en los grupos abelianos y resolubles y los grupos de permu-
taciones), y no creemos que la palabra ‘Algebra’ deba significar otra cosa mas
especializada. Maés bien los libros que se ocupan de resultados algebraicos tan
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abstractos que ya no tienen nada que ver con los niimeros (cuyo valor e interés
nadie pone en duda) deberian llamarse ‘Algebra abstracta’ (como de hecho al-
gunos lo hacen), y un libro de Teoria Algebraica de Numeros serfa algo més
especializado y sisteméatico. Preferimos pensar, pues, que éste es un libro de
algebra con ilustraciones de teoria de nimeros, encaminado a dotar al lector de
una base algebraica suficiente para un estudio posterior de la Teoria Algebraica
de Numeros propiamente dicha.

El criterio general en la redacciéon ha sido usar los ntimeros como hilo con-
ductor e ir introduciendo progresivamente los conceptos algebraicos necesario a
un nivel lo suficientemente general como para que el lector termine con un co-
nocimiento sélido del dlgebra elemental, pero nunca hasta el punto (esperamos)
de que las ideas resulten oscurecidas por los conceptos formales.

La restriccién principal ha sido que a todos los efectos no existen los niimeros
reales. No hemos demostrado ninguin resultado que requiera el uso de ntimeros
reales ni se da ninguna interpretacién geométrica o aplicacién a la geometria
de los conceptos algebraicos. La razén de esta restriccién es que, en primer
lugar, los nuimeros reales no han resultado necesarios en ningiin momento Yy,
en segundo lugar, que consideramos que la introduccién mas razonable de los
numeros reales es una introduccién geométrica y no algebraica ni analitica, por
lo que no es éste el libro adecuado para presentarlos.

La tnica laguna importante que este criterio ha ocasionado es que no hemos
hablado de equivalencia y semejanza de matrices, vectores propios, polinomios
caracteristicos, etc., pues estos conceptos tienen una interpretaciéon geométrica
importante y seria absurdo introducirlos sin ella. También puede echarse en
falta la teoria de Sylow, de la que no hemos hablado porque su indiscutible
utilidad en el estudio de los ntimeros sélo se pone de manifiesto en estados més
avanzados de la teoria, y por lo tanto hubiera sido forzado mostrar alguna apli-
cacion mas alld de la propia teoria de grupos. Hemos incluido tres apéndices
con algunos resultados cuyo interés no puede comprenderse plenamente sin co-
nocer el desarrollo posterior de la teoria, pero que de todos modos pueden ser
ilustrativos porque son una prolongacién natural de la teoria elemental.

El orden de exposicién pretende combinar la naturalidad, en el sentido de
que cada concepto aparezca en el momento en que resulta necesario, con el
minimo orden preciso para una correcta asimilaciéon por parte del lector. Esto
hace que algunos resultados puedan estar en capitulos donde en principio no
se esperaria encontrarlos. Piénsese que éste no es un libro de consulta, sino
un libro para ser leido desde el principio hasta el final, un libro donde no se
pretende que esté ‘todo’ sino sélo lo necesario para que no haya paja que saltar.

Esperamos sinceramente que el lector disfrute, si no con la forma de este
libro, de la que somos responsables, si con su contenido, que ha cautivado a
tantos matematicos.






Preliminares conjuntistas

Citamos aqui brevemente los resultados con los que el lector deberia conocer
para entender este libro. De todos modos, salvo en muy contadas ocasiones
todos los requisitos pueden suplirse con un poco de sentido comtn (o intuicién,
como suele decirse). Por ello el tnico requisito real es estar familiarizado con el
lenguaje y el razonamiento matematico.

Suponemos que el lector conoce el lenguaje de la teoria de conjuntos ele-
mental: conjuntos, subconjuntos, unién, interseccion, producto cartesiano, apli-
caciones, etc. Sélo hay un punto a destacar a este respecto, y es que en este
libro adoptaremos siempre el convenio de que en una composicién de aplicacio-
nes actia primero la aplicacién de la izquierda, esto es, (f o g)(z) = g(f(x))
Consideramos que, a la larga, este convenio resulta mucho méas natural que el
contrario.

Necesitaremos también algo de teoria de cardinales, aunque normalmente
todos los cardinales que nos apareceran seran finitos. Si el lector decide ignorar
toda alusién a cardinales infinitos se perderd una minima parte del contenido de
este libro. Baste, pues, saber que el cardinal de un conjunto es, al menos si el
conjunto es finito, lo que usualmente se entiende por su ‘nimero de elementos’,
y que dos conjuntos tienen el mismo cardinal si y sélo si se puede establecer una
aplicacién biyectiva entre ellos. El cardinal de un conjunto X es menor o igual
que el cardinal de un conjunto Y si y sélo si existe una aplicacion inyectiva de
XenY.

Un hecho elemental de uso muy frecuente es que si un conjunto finito X tiene
el mismo cardinal que un subconjunto Y, entonces X =Y. Ma4s en general: una
aplicacion entre dos conjuntos finitos del mismo cardinal es biyectiva si y sélo
si es inyectiva si y sélo si es suprayectiva.

Respecto a la aritmética cardinal usaremos a menudo que si un conjunto
estd dividido en subconjuntos disjuntos, entonces su cardinal es la suma de los
cardinales de sus partes, y si todas ellas tienen el mismo cardinal, entonces el
cardinal del conjunto total es el de una de sus partes multiplicado por el niimero
de partes. Asi mismo, el cardinal de un producto cartesiano es el producto de
los cardinales de los factores.

El tinico punto donde necesitaremos algtin resultado adicional es en la prueba
de la equicardinalidad de bases (capitulo VII). Alli usaremos que si X es un
conjunto infinito, entonces el nimero de subconjuntos finitos de X coincide con

XV



xvi Preliminares conjuntistas

el cardinal de X, y que si X estd dividido en conjuntos finitos, entonces el
cardinal de X coincide con el niimero de partes.

Mencion especial requiere el Lema de Zorn, que nos aparecerd en pocas
pero importantes ocasiones. Recordemos las definiciones que intervienen en su
enunciado:

Un conjunto X estd parcialmente ordenado por una relaciéon < si se cumple:
1. x <z para todo z € X.

2. Siz <yey<ux, entonces r =y, para todo x,y, € X.

3. Siz<yey<z entonces x < z, para todo z,y,z € X.

El ejemplo tipico de orden parcial en una familia de conjuntos es el dado por
la inclusion, es decir, z < y si y sélo si z C y.

Un subconjunto Y de un conjunto parcialmente ordenado X es una cadena
si cualquier par de elementos z,y € Y cumple z <y oy < x.

Un elemento x de un conjunto parcialmente ordenado X es una cota superior
de un conjunto Y C X si para todo y € Y se cumple y < .

Si X es un conjunto parcialmente ordenado, un mazimal de X es un elemento
x € X tal que no existe ningin y € X que cumpla z <y, z # y.

Lema de Zorn Si X es un conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que
toda cadena tiene una cota superior, entonces X tiene un elemento mazximal.

En la préctica, el lema de Zorn se aplica a conjuntos ordenados por la in-
clusién, y la forma tipica de probar que una cadena tiene cota superior es probar
que la unién de todos sus elementos es también un elemento del conjunto, lo
cual es siempre un ejercicio sencillo. El resultado es entonces la existencia de un
miembro de la familia que no estd contenido en ningtun otro. Todas las verifica-
ciones concretas de las hipdtesis del lema de Zorn en este libro se dejan como
un sencillo ejercicio para el lector.

Hay un teorema que puede probarse mediante el lema de Zorn pero que
hemos preferido probar de otro modo para evitar tecnicismos conjuntistas de-
masiado prolijos. Se trata de la existencia de clausura algebraica (capitulo VIII)
En su lugar usaremos un resultado equivalente al lema de Zorn, y es el principio
de buena ordenaciéon de Zermelo:

Principio de buena ordenaciéon Todo conjunto admite un buen orden, esto
es, una relacion de orden total en la que todo subconjunto no wvacio tiene un
minimo elemento.

Usaremos este hecho junto con el teorema de recursién transfinita, segin el
cual, si X es un conjunto bien ordenado por una relacion <, podemos definir
una sucesién {A;}.cx definiendo un término arbitrario A, en funcién de la
sucesién de términos anteriores {Ay}y<a.



Capitulo 1

Los niimeros enteros y
racionales

1.1 Construccion de los numeros enteros

Seguramente el lector conocera de sobra los ntimeros enteros. Los nimeros
enteros son:

_5a _47 _33 _27 _17 07 17 27 37 4-7 57

En definitiva los nimeros enteros no son sino los ntimeros naturales por dupli-
cado, de modo que mientras la operacién 4 — 7 no puede efectuarse con nimeros
naturales, tiene en cambio la solucién entera —3.

En primer lugar vamos a indicar cémo construir los nimeros enteros en
teoria de conjuntos. Aunque la formalizacién conjuntista no va a ser nuestra
preocupacion principal, consideramos ilustrativo detenernos en ello porque se
trata de un buen ejemplo del uso de las relaciones de equivalencia, y el lector
deberia reflexionar sobre esta construccién no sélo hasta entenderla, sino hasta
verla natural.

En principio podriamos definir los nimeros enteros como los niimeros natu-
rales precedidos de un signo +/—, con el convenio de que +0 = —0. Esto serfa
légicamente aceptable y probablemente es la definicién que mas se ajusta a la
idea que el lector tiene de estos niimeros, pero no es la definicién mas practica
ni mucho menos en la que podriamos pensar. Por ejemplo, si a partir de dicha
definicién queremos definir la suma de dos niimeros enteros deberiamos escribir
algo asi como:

La suma de dos ntmeros enteros del mismo signo se calcula sumando sus
valores absolutos con el mismo signo. La suma de dos ntimeros enteros de signos
opuestos se calcula restando sus valores absolutos con el signo del sumando de
mayor valor absoluto.

El lector lo habra entendido perfectamente, pero desde un punto de vista
légico es una ley enrevesada y si quisiéramos usarla para probar algo tan simple
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como que (n+m)+r =n+ (m+r) nos obligarfa a distinguir casos y més casos.

La idea para obtener una definicién practica parte del hecho de que un
nimero entero puede ser determinado algebraicamente como la resta de dos
numeros naturales. Por ejemplo, el par (8,3) determina el nimero 8 — 3 = +5,
mientras que el par (3,8) determina al niimero 3 — 8 = —5.

No podemos establecer que el nimero entero +5 serd para nosotros el par
de niimeros naturales (8,3), porque, por ejemplo, el par (7,2) es otro objeto
distinto que tendria el mismo derecho a ser identificado con el entero +5.

Entonces nos preguntamos cudndo dos pares de ntimeros (a,b) y (¢,d) dan
lugar al mismo ntimero entero al restar sus componentes. Obviamente se cumple
a—b=c—dsiysélosia+d=>b+c Ahora observamos que los pares de
ntimeros naturales y la relacion a+d = b+ ¢ no involucran en absoluto ntimeros
enteros, luego podemos usarlos para definir los niimeros enteros sin que nuestra
definicién resulte circular.

Definiciéon 1.1 Suponemos conocido el conjunto de los nimeros naturales, al
que aqui llamaremos N. Definimos en N x N la relacién R dada por
(a,b) R (¢,d) siysélosia+d=0b+c.

Es facil probar que se trata de una relacion de equivalencia. Llamaremos
[a,b] ala clase de equivalencia del par (a, b), es decir, [a, b] es el conjunto formado
por todos los pares relacionados con (a,b).

En los términos anteriores los elementos de [a,b] son todos los pares que
dan lugar al mismo nimero entero que (a,b) al restar sus componentes, con
lo que existe exactamente una clase de equivalencia por cada nimero entero.
Por ejemplo, el nimero +5 se corresponde con la clase cuyos elementos son
(5,0),(6,1),(7,2),... La diferencia 16gica es que los nimeros enteros no los
tenemos definidos y las clases de equivalencia respecto a la relacion R si.

Llamaremos conjunto de los nimeros enteros al cociente Z = (N x N)/R. La
letra Z es por el alemén Zahl (ntimero). Si n es un niimero natural llamaremos
+n =[n,0]y —n =[0,n].

Ahora es fécil probar que todo nimero entero [a, b] es de la forma [a —b,0] o
bien [0, b — a], segin si a es mayor o menor que b, es decir, todo nimero entero
es de la forma +n o bien —n para un nidmero natural n. Ademds todos éstos
son distintos salvo en el caso +0 = —0 = [0, 0].

Llamaremos ntimeros positivos a los del conjunto Z1t = {+n | n € N,n # 0}.
Los numeros negativos seran los del conjunto Z~ = {—n | n € N,n # 0}. De
este modo el conjunto Z se expresa como unién disjunta Z = Z+* UZ~ U {0}.

Para ordenar los nimeros enteros observamos que ha de sera—b < c—dsiy
s6lo si a+d < b+ ¢ (para todos los niimeros naturales a, b, ¢, d), luego podemos
definir [a,b] < [c¢,d] siy sélosia+d <b+c.

Esta definicién exige comprobar que es compatible con la relacién R, es
decir, que si [a,b] = [a’,b'] y [¢,d] = [¢/,d'] entonces a +d < b+ ¢ si y sblo si
o +d <V +c.
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La comprobacién es sencilla, como también lo es probar que esta relacién
define un orden total con el cual Z queda ordenado seguin lo hemos representado
en la pagina 1. En lo sucesivo identificaremos los niimeros naturales con los
numeros enteros no negativos. En particular suprimiremos el signo +, de modo
que 2 y +2 seran una misma cosa. Por tanto podemos escribir N C Z.

La suma y el producto de ntimeros enteros se definen como sigue:

[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢, b+ d], [a,b][c, d] = [ac + bd, ad + be].

(El lector debe convencerse de que éstas son las definiciones 16gicas. Por ejemplo,
en el caso de la suma ha de considerar que (a —b)+ (¢ —d) = (a+¢)— (b+d).)

Es facil ver que estas operaciones son compatibles con la identificacién que
hemos hecho entre nimeros naturales y enteros, es decir, que 7+ 5 = 12 visto
tanto como suma de nimeros naturales como de enteros (mds concretamente:
(+m) + (+n) = +(m +n)).

Ahora es facil demostrar las propiedades bésicas de la suma de enteros.
Veamos como muestra la asociatividad que antes habiamos puesto como ejemplo:
([a,b] + [c,d]) + [e, f] =[a+c+eb+d+ f] =[a,b] + ([c,d] + [e, f])-

1.2 Anillos

Nuestro estudio de los niimeros enteros nos va a llevar mas adelante a tra-
bajar con ‘nimeros’ méas generales (0 més abstractos, si se quiere). Por ello, en
lugar de enunciar directamente las propiedades béasicas de las operaciones con
enteros conviene hacerlo en un contexto més general, de manera que el mismo
lenguaje que introduzcamos ahora nos permita después sentir cierta familiaridad
con los objetos que nos encontraremos.

Definicién 1.2 Una ley de composicion interna en un conjunto A es una apli-
cacién * : A x A — A. Escribiremos a * b en lugar de *(a,b).

Diremos que una ley de composicién interna * es asociativa si cumple que
(axb) *c=ax*(bxc) para todos los elementos a, b y ¢ del conjunto A.

En tal caso las expresiones de la forma a*xb*cxdx*e, y en general ay - - -*a,
estan bien definidas, en el sentido de que no dependen del orden en que se
efectiien las operaciones (respetando la posicién de los factores) y por lo tanto
no se necesitan paréntesis.

Una ley de composicion interna * es conmutativa si cumple a x b = b * a
para todos los elementos a y b del conjunto A. Si * es a la vez asociativa y
conmutativa las expresiones a; * - - - * a,, no dependen tampoco de la posicion
de cada factor, es decir, podemos desordenarlas sin alterar el resultado.

Un anillo es una terna (A4, +,) en la que A es un conjunto y +, - son dos
leyes internas en A, de modo que se cumplan las propiedades siguientes:

1. (a+b)+c=a+ (b+ c¢) para todos los a, b, ¢ de A.
2. a4+ b= b+ a para todos los a, b de A.



4 Capitulo 1. Los niimeros enteros y racionales

3. Existe un elemento 0 en A tal que a + 0 = a para todo a de A.
4. Para todo a de A existe un —a en A tal que a + (—a) = 0.
5. (ab)e = a(be) para todos los a, b, ¢ de A.

6. a(b+c) =ab+ ac
(a + b)c = ac + be para todos los a, b, ¢ de A.

El elemento aludido en la condicién 3 ha de ser tinico, pues si 0 y 0’ cumplen
lo mismo entonces 0 = 0+ 0’ = 0’. Lo llamaremos elemento neutro o nulo del
anillo A.

Tgualmente, para cada a de A el elemento —a aludido en 4 es unico, pues
si b cumpliera lo mismo entonces b=0+b=—-a+a+b=—-a+0= —a. Lo
llamaremos elemento simétrico u opuesto de a.

En lo sucesivo usaremos siempre los signos + y - para nombrar las operacio-
nes de un anillo cualquiera, aunque en cada caso se tratard de una operacién
distinta. A la operacién + la llamaremos ‘suma’ y a la operacién - la llama-
remos ‘producto’. Igualmente, ‘A es un anillo’ significard que lo es con ciertas
operaciones que se sobrentienden.

Escribiremos a — b en lugar de a + (—b). La notacién Y, a; se usard para
representar sumas finitas mientras que []}"_; a; indicard un producto finito.

Un anillo A es conmutativo si ab = ba para todos los elementos a y b de A.

Un anillo A es unitario si existe un elemento 1 en A talquea-1=1-a=a
para todo elemento a de A. Dicho elemento 1 ha de ser tinico, pues si 1 y 1’
cumplen lo mismo entonces 1 = 1.1’ = 1’. Al elemento 1 lo llamaremos identidad
de A.

El teorema siguiente contiene unas cuantas propiedades sencillas de los ani-
llos. Todas ellas se cumplen en particular en el caso de Z, pero ain maéas im-
portante es saber que podremos usarlas al trabajar con cualquier conjunto del
que sepamos que tiene estructura de anillo, por muy abstracta que pueda ser la
naturaleza de sus elementos y sus operaciones.

Teorema 1.3 Sea A un anillo y a, b, ¢ elementos de A.
1. Sia+b=a+c entonces b = c.

Sia+a=a entonces a = 0.

—(—a) =a.

O0a = a0 = 0.

(—a)b = a(—b) = —(ab).

(—a)(=b) = ab.

R N A SR

—(a+b)=—a—0.
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DEMOSTRACION:
l.a+b=a+c=>—-a+a+b=—-a+a+c=0+b=0+c=>b=c
2.a+a=a=>a+a=a+0=a=0.

3. —a+a=0=—a+(—(—a)) = a=—(—a).
4. 0a = (04 0)a = 0a + 0a = 0a = 0.
5. (—a)b+ab=(—a+a)b=00=0= (—a)b= —(ad).

6. (=a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab.
7. (ma=b)+(a+b)=a—a+b—-b=0=(—a—b) = —(a+D). "

Observemos que si en un anillo unitario A se cumple 1 = 0 entonces cualquier
a € Acumple a =a-1=a-0=0, luego A = 0. Los anillos que mas nos
van a interesar son los anillos conmutativos y unitarios distintos de este caso
trivial. A tales anillos los llamaremos dominios es decir: Un dominio es un anillo
conmutativo y unitario en el que 1 # 0. Es facil ver que Z es un dominio.

Notemos que en cualquier anillo a0 = 0a = 0, pero no es cierto en general
que si ab = 0 uno de los factores haya de ser nulo. Por supuesto en Z si ocurre
asi. Vamos a dar una definicién que recoja este hecho.

Definicién 1.4 Un elemento a de un dominio A es un divisor de cero si es no
nulo y existe un b en A no nulo tal que ab = 0. Un dominio integro es un
dominio sin divisores de cero.

Una propiedad muy importante de los dominios integros en que en ellos
podemos simplificar elementos no nulos de las igualdades, es decir, si en un
dominio {ntegro tenemos que ab = ac 'y a # 0, entonces b = ¢, pues a(b—c¢) =0,
luego b — c = 0.

Ejercicio: Dotar a Z x Z de una estructura de dominio que no sea integro.

Para acabar con las propiedades basicas del anillo Z vamos a probar que
cualquier par de nimeros no nulos se puede dividir euclideamente, es decir, se
puede obtener un cociente y un resto. Nos basamos en que los niimeros naturales
cumplen esto mismo.

Teorema 1.5 Sean D y d nimeros enteros con d no nulo. Entonces existen
unos Unicos enteros ¢ y r tales que D = dc+1r y 0 < r < |d|, donde |d| es igual
ad sid es positivo y a —d si es negativo.

DEMOSTRACION: Consideremos los nimeros naturales |D| y |d|. Sabemos
que existen naturales ¢ y r tales que |D| = |d|c+ 7, con 0 < r < |d].

Si r = 0 entonces cambiando el signo de c si es preciso tenemos D = dc + 0.

Supongamos r > 0.

Si D >0y d>0 entonces tenemos D = dc + r, como queriamos.
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Si D >0y d< 0 entonces sirve D = d(—c) + .

SiD<0yd>0entonces D =d(—c—1)+ (d—r).

SiD<0yd<0entonces D =d(c+1)+ (—d—r).

Si tuviéramos dos expresiones distintas D = dc + r = dc’ + r’, entonces sea
c=csid>0y¢= —csid< 0. Igualmente definimos &. Asi dc = |d|¢,
dc¢’ = |d|'é. Supongamos que ¢ < ¢'. Entonces

D=dc+r=|dlec+r<ldc+|d =|dl(c+1)<|dl¢ =d <dc +r" =D,

y esto es una contradiccién. Por lo tanto ha de ser ¢ = ¢ y de aqui que
dc+r =dc+7', luego r =r'. "

Esta propiedad de los niimeros enteros confiere propiedades muy importantes
al anillo Z y es poseida también por otros anillos de interés. Por ello conviene
tratarla en general.

Definiciéon 1.6 Un dominio euclideo es un dominio integro A tal que existe
una funcién ¢ : A\ {0} — N que cumpla lo siguiente:

1. Si a, b son elementos de A no nulos ¢(a) < ¢(ab).

2. Si D y d son elementos de A con d # 0 entonces existen ¢ y r en A de
manera que D = dc+r con 7 =0 o bien 0 < ¢(r) < ¢(d).

La funcién ¢ se llama norma euclidea.

Es obvio que Z es un dominio euclideo con la norma ¢ dada por ¢(a) = |al.
Ahora bien, observemos que el cociente y el resto no son tnicos. Por ejemplo,
para dividir 8 entre 3 podemos hacer 8 =3-2+2 o bien 8 = 3-3 —1. En ambos
casos |r| < |d|.

Un elemento a de un dominio A es una unidad si existe un elemento b en
A tal que ab = 1. Dicho elemento b estd univocamente determinado por a, ya
que si ab = 1 = ac entonces b = bl = bac = 1lc = ¢. A este Unico elemento lo
llamaremos inverso de a y lo representaremos por a~'.

Obviamente 1 es una unidad y 17! = 1. En cambio 0 no puede ser una
unidad. Una unidad no puede ser divisor de cero, pues si a es una unidad y

ab =0, entonces b = 1b = a"tab=a"10 = 0.
Las unidades de Z son exactamente 1 y —1.

Un anillo de division es un anillo unitario con 1 # 0 en el que todo elemento
no nulo es una unidad.

Un cuerpo es un anillo de divisién conmutativo. En particular todo cuerpo
es un dominio integro.

Observemos también que todo cuerpo K es un dominio euclideo tomando
como norma la aplicacion constante 1, pues la division euclidea puede realizarse
siempre con resto 0, es decir, D = d(D/d) + 0.

Vamos a definir operaciones entre nimeros enteros y los elementos de un
anillo.
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Sea A un anillo, a un elemento de A y n un ntmero entero. Definimos el
elemento na como

n veces

a+---+a sin>0
na = 0 sin=20
—n veces

(—=a)+--+(—a) sin<0

. . .y n veces . . . .
Si n > 0 definimos también a™ = a---a. Si A es unitario a® =1, y si a es

—n veces
una unidad y n < 0, entonces a” = a~'--- a7l

Es pura rutina comprobar los hechos siguientes.

Teorema 1.7 Sea A un anillo unitario y a un elemento de A (que supondremos
inversible cuando proceda). Sean m y n nidmeros enteros. Se cumple:

1. m(a+b) = ma+ mb.

2. (m+n)a =ma+ na.

3. (—m)a = —(ma) = m(—a).

4. m(na) = (mn)a.

5. Sib es un elemento de A tal que ab = ba entonces (ab)™ = a™b™.
6. a™t" =qama".

7. (@™ =a™".

8 a™m=(a"H)™ = (a™)" L.

Ademds si A = 7Z, ma es lo mismo en el sentido de la definicion anterior que
en el sentido del producto usual en 7Z.

1.3 Cuerpos de cocientes. Numeros racionales

A continuaciéon vamos a dar un método para obtener un cuerpo a partir
de un dominio integro. A partir de Z obtendremos el cuerpo de los nimeros
racionales, pero el método es general y lo aplicaremos a més casos.

Sea K un cuerpo y a, b dos elementos de K con b no nulo. Llamaremos
@ — gb~!. Es facil comprobar las relaciones siguientes:

b

ad + be ac ac

%z%@ad:bc,

C
4T bd 0 bd bd

(SRS

Con estos hechos in mente definimos:
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Definicién 1.8 Sea A un dominio integro y A* = A\ {0}. Sea R la relacién
en el conjunto A x A* dada por (a,b) R (¢,d) < ad = be. Es fécil probar

que R es una relacién de equivalencia en A x A*. Llamaremos  a la clase

de equivalencia del par (a,b). De este modo se cumple ¢ = & < ad = bc.

Llamaremos cuerpo de cocientes de A al conjunto cociente K = (A x A*)/R.

Es facil comprobar que ciertamente K es un cuerpo con las operaciones dadas
ad+bc ac a —a

a c __ ac __ 0 — _a _ —a _ a
por ¢ + 5 = 55 bd = 2 Concretamente 0 = 3, 1 = 1, ==y
a

K
si 3 # 0, entonces (%

Para relacionar un anillo con su cuerpo de cocientes conviene introducir
algunos conceptos. Es claro que lo que interesa de un anillo no es en absoluto
la naturaleza conjuntista de sus elementos sino el modo en que los relacionan
las leyes internas. Por ejemplo, si A = {a,b} es cualquier conjunto con dos
elementos, es facil convertirlo en un anillo (cuerpo, de hecho) con las leyes
dadaspora+a=b+b=a,a+b=b+a=>, aa =ab=ba =a, bb=">.

Si hacemos lo mismo con otro conjunto A’ = {a’,b’} obtenemos un anillo
distinto conjuntistamente, pero el mismo anillo algebraicamente. La forma de
plasmar esta relaciéon es el concepto de homomorfismo de anillos que definimos
a continuacion.

Definicion 1.9 Sean A y B dos anillos. Una aplicacién f : A — B es un
homomorfismo de anillos si cumple f(a +b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b)

para todos los elementos a y b de A.

Una consecuencia inmediata es que f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), luego
f(0) =0,y que f(a) + f(—a) = f(a—a) = f(0) =0, luego f(—a) = —f(a).
También es claro que si m es un ndmero entero f(ma) = mf(a).

Una precaucién es que no tiene por qué ocurrir f(1) = 1. Por ejemplo la
aplicacién que vale constantemente 0 es un homomorfismo (el tinico) que cumple
7(1) = 0.

Suponiendo f(1) # 0, una condicién suficiente para que f(1) =1 es que B
sea un dominio integro, pues entonces f(1)f(1) = f(1-1) = f(1) = f(1)1, luego
)= 1.

Cuando f(1) = 1 se cumple f(a™) = f(a)" para todo elemento a de Ay
todo entero n. En cualquier caso esto vale para exponentes positivos.

La composicion de homomorfismos es un homomorfismo.

Un isomorfismo de anillos es un homomorfismo biyectivo. Notemos que
si f: A — B es un isomorfismo, entonces f~' : B — A también es un
isomorfismo, pues f(f~(a) + f7(b)) = f(f*(a)) + f(f1 (b)) = a+ b, luego
fHa+0b) = f"1(a) + f~1(b), e igualmente ocurre con el producto.

Dos anillos A y B son isomorfos (abreviadamente, A = B) si existe un
isomorfismo f : A — B. Cuando dos anillos son isomorfos son algebraicamente
indistinguibles, es decir, uno es conmutativo si y sélo si lo es el otro, etc. Por
tanto podemos considerarlos el mismo anillo.
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Un anillo A es un subanillo de un anillo B si A C B y las operaciones de A
son las mismas que las de B. Por ejemplo, {2n | n € Z} es un subanillo de Z
(no unitario, por cierto). En general, si f : A — B es un homomorfismo, es
facil ver que f[A] es un subanillo de B.

Ejercicio: Considerando Z x Z y Z x {0}, probar que la identidad de un subanillo
puede ser distinta de la del anillo. Probar que esto es imposible si los anillos son
dominios integros.

Un monomorfismo de anillos es un homomorfismo inyectivo. Si f: A — B
es un monomorfismo es claro que f : A — f[A] es un isomorfismo, o sea, A
es isomorfo a un subanillo de B, luego podemos identificar A con su imagen y
considerar que A es un subanillo de B.

Este es el caso de un dominio integro y su cuerpo de cocientes:

Teorema 1.10 Sea A un dominio integro y K su cuerpo de cocientes.

a) La aplicacion ¢ : A — K dada por ¢(a) = a/1 es un monomorfismo de
anillos.

b) Si K’ es un cuerpo y i : A — K’ es un monomorfismo de anillos, existe
un Unico monomorfismo de cuerpos x : K — K’ tal que para todo a de A se

cumple x(¢(a)) = 1(a).

DEMOSTRACION: a) es inmediato. Para probar b) basta definir x(a/b) =
Y(a)y(b)~L. Se prueba que la definicién no depende de la representacién de a/b
como fraccién y que es un monomorfismo. m

Lo que afirma la parte a) del teorema anterior es que podemos considerar
a A como un subanillo de su cuerpo de cocientes sin méas que identificar cada
elemento a con a/1, es decir, considerando que dividir entre 1 es no hacer nada.

La parte b) afirma es que si un cuerpo K’ contiene a A, entonces también
contiene una copia isomorfa de K, a saber, el conjunto {ab~! | a,b € A}. En
otras palabras, si ya tenemos a A contenido en un cuerpo K’ no necesitamos
salirnos de K’ para construir el cuerpo de cocientes de A. Basta tomar todas
las fracciones posibles con elementos de A aunque, si no tenemos a A metido en
ningin cuerpo, siempre podemos realizar la construccién del teorema 1.10

Definiciéon 1.11 Llamaremos cuerpo de los nimeros racionales Q al cuerpo de
cocientes de Z. Los elementos de Q son las fracciones a/b con a, b en Z, b # 0.
Como ¢ = =%, podemos exigir que b sea positivo.

El cuerpo Q estd totalmente ordenado por la relacién § < ¢ < ad < be
(si b, d > 0). Es facil ver que este orden extiende al de Z. Llamaremos Q%
al conjunto de los niimeros racionales positivos (mayores que 0) y Q~ al de los
nimeros negativos.

El valor absoluto de un nimero racional r es

Ir| = r sir>0,
Tl —r sir<O.
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El signo de r es

1 sir>0,
sig r = 0 sir=0,
-1 sir<o.

El lector puede entretenerse demostrando el teorema siguiente:
Teorema 1.12 Sean r, s, t y u numeros racionales.
1. Sir<syt<wuentoncesr+t<s+u.
. Sir < s entonces —s < —r y si son no nulos 1/s < 1/r.

. Si0<rys<t, entonces rs < rt.

. Sir < s existe un numero racional t tal que r <t < s.

2
3
4. Existe un numero natural n tal que v < n.
5
6. |r| =|s| siy sdlosir=sor=—s.

7

L r) < a sty sdlo si—a<r<a.

8. |rs| = |r||s|.
9. la+b| < |a| + |b].
10. ||a| = |b]| < |a —b].

(Veamos por ejemplo la prueba de 10: por 9) |a| = |a —b+b| < |a —b| + |b],
luego |a| — |b] < |a — b|, y similarmente |b| — |a| < |a — b|, luego tenemos que
—la—b|] <|a| — |b] <|a—b|, y por 7) concluimos 10).

Los cuerpos de cocientes nos permiten salirnos temporalmente de un anillo
en nuestros calculos aunque después volvamos a él. Veamos un ejemplo.

Definiciéon 1.13 Definimos inductivamente el factorial de un niimero natural
mediante las condiciones siguientes:

0l=1, (n+1)!=Mnm+1)n!
Por ejemplo
0l=1, 1!'=1, 21=2, 3l =6, 4! =24, 5! =120, 6! = 720, etc.

Sean n, nq, ..., ny nimeros naturales tales que n = ni1+...+ng. Definimos

el numero combinatorio
n n!
ny---Ng nl'nk'

Si 0 < m < n abreviaremos
n B n!
mn—m) m!(n—m)!

(n)
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5

Por ejemplo, ( 3) = 10. Vamos a demostrar las propiedades principales de los
nimeros combinatorios.
Teorema 1.14 Sean m < n numeros naturales.

2 =0=1 {=n

; _ (n+l
3. Sim <mn, (;)+ (m11) = (:z+1)'
4. Los numeros combinatorios son nimeros naturales.

DEMOSTRACION: 3) Hay que probar que

n! n! (n+1)!

mm—m)l Tt D) n—m=1  (mt+ ) (n—m)

Ahora bien,

(m! (n! + n! !) (m+1)! (n —m)!

n—m)  (m+1!(n—m-1)

~nlmA4+1)m!l(n—m)!  nl(m+1)!(n—m)(n—m-—1)!
B m! (n —m)! (m+ 1! (n—m-—1)!

=nlm+1)+nl(n—m)=mnl+nl+nnl—mnl=Mn+1)n!=(n+1)!

4) Una simple induccién nos da que (:1) es un numero natural, pues cada
numero combinatorio con n + 1 es suma de dos con n, por el apartado 3).
Para el caso general basta usar que

ny ... g Ng+1 ny ... ng Mk+1

La forma més facil de calcular los niimeros combinatorios es disponerlos en
forma de tridngulo, de modo que cada uno es la suma de los dos que hay sobre
él. El triangulo asi construido se suele llamar tridngulo de Tartaglia.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Tridngulo de Tartaglia

La utilidad principal de estos niimeros serd para nosotros el hecho siguiente:
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Teorema 1.15 (Binomio de Newton) Sea A dominio, n un nimero natural
y a, b dos elementos de A. Entonces

w35 (e

m=0

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 0 es inmediato.

n

(a+0)"*' = (a+b)"(a+b) :Z( )mb”_m(a—i—b)

m=0
n+1 ( n ) n
— Z &mbn%»lfm + Z ( )ambn+1m
m=1 m—1 m=0

|
N
o
N——
(=}
S
3
+
—
+
N
3 3
N———
S
3
+
—
S
(=}

+
_l’_
* (( ) ()
— m
:< ) Ot 4 <”+1) a0 o zn: <n+1>ambn+l—m
m

m=1

Z n+1 mbn+1—m
=0 m .

m=

Una consecuencia inmediata es que anzo (") =(14+1)"=2"

De forma similar se demuestra en general:

Teorema 1.16 Sea A un anillo conmutativo y unitario,n un nimero natural y

ai,... ,ai elementos de A. Entonces se cumple:
n n ni Nk
(a1 4+ +ap)" = Z ay- ey
ny - Ng
N1y Nge

donde la suma se extiende sobre todos los nimeros naturales nq,

.,k tales
que Ny + - +nk =n.
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1.4 Cuaterniones racionales

Para terminar esbozaremos un ejemplo de un anillo de divisién D que no
es un cuerpo. La idea es que los elementos de D han de ser de la forma a +
bt + ¢j + dk, donde a, b, ¢ y d son nimeros racionales. Los elementos i, j, k se
multiplican como sigue:

P=2=k=-1, ij=k, ji=—k, jk=1i, kj=—i, ki=j, ik=—j.

O sea, cuando multiplicamos en el orden i — j — k — 4, el producto es
el elemento restante, pero si multiplicamos en el orden inverso obtenemos el
opuesto.

Segun esto, dos elementos cualesquiera se han de multiplicar asi:

(a+bi+cj+dk)(a’+Vi+c j+d'k) = (aa’ —bb' —cc’ —dd') + (ab' +ba’ +cd —dc')i
+(ac’ + ca’ +db’ —bd')j + (ad' + da’ + bc' — cb')k.

Como un elemento de D viene determinado por cuatro nimeros racionales,
formalmente podemos definir D = Q* y las operaciones vendran dadas por:

(a,b,c,d) + (a',0,d,d)=(a+d,b+b,c+,d+d)
(a7 b7 c’ d)(a/’ b/’ C/’ dl)
= (aa’ —bb —cc' —dd',ab’ +ba' +cd' —dc’, ac’ +ca’ +db’' —bd’, ad’ +da’ +bc’ —cb').
Asi es facil, aunque tedioso, probar que D es un anillo unitario. La identidad
es, por supuesto, (1,0,0,0).

Llamando 1 = (1,0,0,0), ¢ = (0,1,0,0), 5 = (0,0,1,0) y k = (0,0,0,1), es
facil probar que

(a7 b7 C7 d) = (a7 0’ 07 0)1 + (b’ 07 07 O)Z. + (C’ O’ 0) O)j + (d7 07 O’ O)k'

Por otra parte, la aplicacién que a cada ndmero racional a le asigna (a,0,0,0)
es un monomorfismo de anillos, por lo que si identificamos a con (a,0,0,0),
obtenemos que cada elemento de D se expresa de forma tinica como queriamos,
es decir, (a,b,¢,d) = a+ bi + cj + dk.

Los elementos de D se llaman cuaterniones racionales. Para probar que D es
realmente un anillo de divisién conviene llamar conjugado de ¢ = a+bi+cj+dk
al cuaternién ¢ = a — bi — ¢j — dk. Es facil probar que ¢G = a® + b% + ¢ + d>.
A este numero lo llamaremos norma de q. La norma de un cuaternion ¢, que
representaremos por N(g), es un nimero racional positivo y ademds claramente
N(g) =0« ¢=0.

Si g es un cuaternién no nulo, tenemos que existe ¢~

1_ _a ierta-
= g’ luego cierta

mente D es un anillo de divisién. Como ij # ji, no es un cuerpo.
Ejercicio: Comprobar que pg = @p, y de aqui a su vez que N(pg) = N(p) N(gq).

Ejercicio: Escribir explicitamente la igualdad N(pg) = N(p) N(q) e interpretarla como
una propiedad de los niimeros naturales.

Ejercicio: ;Qué condicién ha de cumplir un cuerpo K para que podamos construir
un anillo de divisién de cuaterniones sobre K?






Capitulo II

Anillos de polinomios

Si 2 e y son niimeros enteros, xy 4 y 22 — 2y son otros niimeros enteros. Su
suma es 22 +zy+x—2y y su producto (zy+x)(22—2y) = 22 (vy+z)—2y(ry+2) =
23y + 23 — 2wy? — 22y,

Al trabajar con ntimeros enteros surgen facilmente relaciones de este estilo
y a menudo resulta muy 1til poder tratarlas como objetos y no como meros
términos que relacionan niimeros concretos. Lo que vamos a hacer es dar una
construccién general que permite anadir a cada anillo A un conjunto de elemen-
tos indeterminados, como aqui son x e y, de modo que obtengamos un nuevo
anillo con elementos como x3y + 3 —2xy? —22y. A estos objetos los llamaremos
polinomios. Un polinomio no es nada mas que esto, pero la construccién formal
resulta un tanto técnica.

2.1 Construccién de los anillos de polinomios

Definicién 2.1 Sea S un conjunto. Llamemos M el conjunto de las aplicaciones
u: S — N tales que el conjunto {i € S | u(i) # 0} es finito.

Por ejemplo, si S = {z,y, 2} y una funcién v € M cumple u(x) = 3, u(y) = 1,
u(z) = 7, nuestra intencién es que u represente al monomio puro x3yz".

Si u, v son funciones de M llamaremos u + v a la funcién dada por
(u+v)(i) = u(z) +v(3).

Claramente u + v estd en M.

Notemos que la suma u + v representa al producto de los monomios repre-
sentados por uw y por v. Sim € Ny v € M llamaremos mu a la funcién dada
por (mu)(i) = m(u(i)). También es claro que mu esté en M. Es claro que mu
representa a la potencia m—sima del monomio representado por u. Llamaremos
0 a la funcién de M que toma constantemente el valor 0.

Si z € S llamaremos €, € M a la funcién que toma el valor 1 en z y vale 0
en cualquier otro punto. Claramente, ¢, representa al monomio x.

15



16 Capitulo 2. Anillos de polinomios

Notemos que si u € M y x1,...,2, son los puntos donde u no se anula,
entonces u puede expresarse como u = u(x1)€y, + - -+ + u(xy )€y, . Si pensamos
en el primer ejemplo, esto se interpreta como que el monomio u es el producto
del monomio x elevado a 3, por el monomio ¥, por el monomio z elevado a 7.

Un polinomio arbitrario, como z3y + 23 — 22y% — 22y, es una suma de mono-
mios no necesariamente puros, sino multiplicados por coeficientes en un anillo
dado. Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Si A es un anillo, llamaremos conjunto de los polinomios con indeterminadas
en S sobre A al conjunto A[S] formado por las funciones f : M — A tales que
el conjunto {u € M | f(u) # 0} es finito.

Asi,si f € A[S] y u € M, el elemento f(u) se interpreta como el coeficiente
del monomio u en f. Con estas ideas el lector puede convencerse de que la
definicién 1égica de las operaciones en A[S] es la siguiente:

(f+9)w) = fu) +9(u),  (fo)(uw) = > flv)g(w).

vtw=u

Notar que el sumatorio que define el producto es finito.

Teorema 2.2 Sea A un anillo y S un conjunto. Entonces A[S] es un anillo.
Si A es conmutativo o unitario, A[S] también lo es.

DEMOSTRACION: Es fécil ver que si f, g, h € A[S], entonces (f +g) +h =
f+@+h)yf+g=g+f

La aplicacién 0 : M — A que toma constantemente el valor 0 es el elemento
neutro de A[S] y si f € A[S], la funcién dada por (—f)(u) = —f(u) es el
simétrico de f. Si f, g, h € A[S] y u € J se cumple

((fg)h) (u) 2 2 fegWh(w) = > f(s)g(t)h(w)

vt+w=u s+t=v w+s+t=u

> X fe9)g®h(w) = (f(gh))(u),

stv=ut+w=v

luego (fg)h = f(gh).
(flg+h)(w) = > fo)(g9(w)+ h(w))

vHw=u
= 3 f)gle) 5 F@h) = (o)) + (7h)(w)

luego f(g+ h) = fg + fh, e igualmente (f + g)h = fh + gh.
Si A es conmutativo

(fo)(w) = > flv)glw)= > g(w)f(v) = (9/)(w),

v+w=u vHw=u
luego fg = gf, es decir, A[S] es conmutativo.

Si A es unitario, sea 1 la aplicacién que vale 1 sobre 0 € M y vale 0 en otro
caso. Entonces (f1)(u) = f(u), luego f1 = f. Igualmente 1f = f. "

Los teoremas siguientes prueban que los polinomios son lo que esperamos
que sean. El primer paso es sumergir A en A[S]. El teorema siguiente es una
comprobacién rutinaria.
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Teorema 2.3 Sea A un anillo y S un conjunto. Para cada a € A sea f, el
polinomio que cumple f,(0) = a y que toma el valor 0 en cualquier otro caso.
Sea ¢ : A — A[S] la aplicacion dada por ¢(a) = f,. FEntonces ¢ es un
monomorfismo de anillos y si A es unitario ¢(1) = 1.

Definicién 2.4 En lo sucesivo, si A es un anillo, S un conjunto y a € A,
escribiremos a en lugar de ¢(a) y A en lugar de ¢[A]. De este modo A es un
subanillo de A[S]. Supongamos que A es unitario. Para cada « € S llamaremos
Z al polinomio que cumple Z(e, ) = 1y que toma el valor 0 en cualquier otro caso.
La aplicacién que a cada z le asigna T es biyectiva, luego podemos identificar
x con T y asi considerar que S C A[S]. A los elementos de S los llamaremos
indeterminadas.

El teorema siguiente recoge el comportamiento de los polinomios construidos
a partir de las indeterminadas mediante productos. Inmediatamente después
probaremos que todo polinomio puede construirse a partir de las indeterminadas
mediante sumas y productos.

Teorema 2.5 Sea A un anillo unitario y S un conjunto.

1. SikeN,ac AyxcS, entonces el polinomio ax® toma el valor a sobre
ke, y 0 en otro caso.

2. Siky, ..., kpn €N, a€e Avyuaxy,...,x, son indeterminadas distintas,
entonces el polinomio a:c’fl -~ zkn toma el valor a sobre kyey, +- - +knes,
y 0 en otro caso.

3. Six,yeS, entonces vy = yx.

4. Sia€ Ayx €S, entonces ax = xa.

DEMOSTRACION:

1. Por induccién sobre k. Para k = 0 es inmediato. Supuesto cierto para k,
entonces (az*™1)(u) = ((az®)z)(u) = (az®)(v)z(w) = 0 salvo si v = ke,
y W = €, es decir, salvo si u = (k + 1)e,, en cuyo caso da a.

2. Por induccién sobre n. Para n = 1 es el caso anterior. Supuesto cierto

para n tenemos que (az' ... xij_ﬁl)(u) = (azht--- xﬁ")(v)(xilﬁl)(w) =0

salvo que v = ki€z, + -+ + ke, ¥y W = kpy1€s,,,, es decir, salvo si
u=kiey +---+knii1€z, ,, en cuyo caso vale a.

3. es inmediato por 2, pues ambos polinomios son la misma funcion.

4. Basta notar que el caso 1 se prueba igual con a por la derecha. m

Como consecuencia inmediata tenemos:
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Teorema 2.6 Sea A un anillo unitario y S un conjunto. El polinomio
Nk k
Za/i m111 - mnin7
i=1

donde ay,...,a, € A, x1,...,T, son indeterminadas distintas y las n—tuplas
de naturales (ki1,. .., kin) son todas distintas, vale a; sobre kijr€z, + -+ kin€s,
y vale 0 en cualquier otro caso.

Como los polinomios de esta forma cubren todas las aplicaciones posibles de
M en A (con un numero finito de imégenes no nulas) hemos demostrado:

Teorema 2.7 Sea A un anillo unitario y S un conjunto. Todo polinomio no
nulo de A[S] se expresa en la forma descrita en el teorema anterior para ciertas
indeterminadas, ciertos elementos de A y ciertas n—tuplas de naturales. La
expresion es unica (salvo el orden) si exigimos que todos los a; sean no nulos y
que cada indeterminada tenga exponente no nulo en al menos un sumando.

Definiciéon 2.8 En la expresién de 2.6, los elementos a; se llaman coeficientes
del polinomio. Concretamente a; es el coeficiente del término en ¥ - .. gkin | Se
entiende que si un término no aparece en la expresién, su coeficiente es 0 (siempre
puede anadirse multiplicado por 0). Un polinomio con un dnico coeficiente no
nulo (o sea, de la forma a:r]fl. ..k} es un monomio. Por tanto un polinomio
se expresa siempre como suma de monomios. A veces se les llama binomios,
trinomios, etc. segtin el nimero de monomios que los compongan. El coeficiente
del término del monomio cuyos exponentes son todos nulos se llama término
independiente, es decir, el término independiente de f es f(0). Un polinomio
cuyo unico coeficiente no nulo sea a lo sumo el término independiente es un
polinomio constante. Los polinomios constantes son exactamente los elementos

de A, segun la identificacién que hemos realizado.

Tenemos definidos anillos de polinomios con cualquier cantidad de indeter-
minadas, posiblemente infinitas. Cuando S = {z1,...,2,} es finito, en lugar de
A[S] se escribe también Alzq,...,zy).

Por ejemplo, un elemento de Z[x,y, z| es 3z°y?22 + 82%2 — 622 + 5. EI
término independiente es 5, el coeficiente del monomio en 2%z es 8 (en el cual
la indeterminada ¥ tiene exponente 0), el coeficiente del monomio en z° es 0.

Cuando sélo hay una indeterminada la expresién de un polinomio es mas
sencilla. Cada polinomio no nulo de A[z] es de la forma Y.~ a;z’, y la expresién
es Unica si exigimos que a,, # 0.

Si m es el mayor natural tal que el coeficiente de ™ en un polinomio p es no
nulo, entonces a dicho coeficiente se le llama coeficiente director del polinomio
p y el niimero m se llama grado de p y lo representaremos por grad p.

Un polinomio de Afx] es mdnico si su coeficiente director es 1.

La suma y el producto de polinomios con una indeterminada es més simple:

m

Yoaix' + Y bt = ) (a; + b)),
i=0 =0 1=0
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m n m-rn
(Zawi) (Zbiaf) = i ( Z aibj)zk.
i=0 i=0 =0 \; {7
Por ejemplo, un elemento de Z[z] es 22° + 522 — 112 + 6. Se trata de un
polinomio de grado 5 con coeficiente director igual a 2.
En la préctica escribiremos p = p(x1,...,z,) para indicar que las indeter-
minadas 1, ..., 2, son las tnicas (a lo sumo) que aparecen en el polinomio p
con exponentes no nulos.

2.2 Evaluacién de polinomios

La evaluacién de polinomios es un concepto muy sencillo: si p(z) = 222 —4x,
pretendemos que p(3) sea 2-3% —4 -3 = 6. No obstante vamos a definir las
evaluaciones en un contexto mas general que nos serd util después.

Definicién 2.9 Sean A y B dos anillos conmutativos y unitarios, ¢ : A — B
un homomorfismo, S un conjunto y v : S — B cualquier aplicacién. Para cada
polinomio p = 7" | a; a¥ .. akin € A[S] definimos

qbp(v) = §¢(al) U(xl)k71 ’U(a’}n)k“" c B.

La conmutatividad de B y la unicidad de la expresién hacen que ¢p(v) esté
bien definido, pues dos expresiones de p difieren sélo en el orden de las indeter-
minadas y en la presencia de monomios con coeficiente 0, o de indeterminadas
con exponente 0, pero en cualquier caso se obtiene el mismo elemento de B.

Tenemos, por tanto, una aplicacién ® : A[S] — B dada por ®(p) = ¢p(v).

En definitiva ®(p) se calcula reemplazando los coeficientes de p por su imagen
por ¢ y las indeterminadas por sus imégenes por v.

En la préctica, si p = p(x1,...,x,) escribiremos ¢p(by,...,b,) para indicar
el polinomio que resulta de evaluar cada indeterminada x; con el elemento b;.
Notar que aunque S pueda ser infinito, ¢p(v) sélo depende de la forma en que v
actua sobre las indeterminadas que aparecen en p, que son siempre un nimero
finito.

Cuando ¢ sea simplemente la identidad en A no lo escribiremos, y pondremos
simplemente p(b1,...,by,).

Teorema 2.10 Sean A y B dos anillos conmutativos y unitarios, ¢ : A — B
un homomorfismo tal que ¢(1) = 1, S un conjunto y v : S — B cualquier
aplicacién. Entonces la evaluacion ® : A[S] — B es el dnico homomorfismo
que coincide con ¢ sobre A y con v sobre S.

DEMOSTRACION: Sean p, ¢ € A[S], digamos p = > 1", a; ahiv, o ghin y
q = 2111 b; x’f“. .. xkn Observar que no hay problema en suponer que los
exponentes de los monomios son los mismos, pues podemos anadir monomios

con coeficiente 0 hasta igualar ambas expresiones.

ptg =2 (i(ai + )t xﬁ’) = §:¢(ai + b)v(z)F L v,k
i=1

i=1
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- §(¢(ai) + p(b:))v(z)r . v(a,)kin = §¢(ai)v(xl)k“ o)
+§¢(bi)v(x1)k“. v(xy)Fin = ®(p) + B(q).

Para probar que ® conserva productos usaremos el hecho ya probado de que
conserva las sumas.

(I)(pQ) = & ( Z aibj a’,‘llci1+kj1_ . xﬁin"!'kjn)
Q=1
= 2 Blaby Ayt T gkt
Q=1
= Z ¢(aibj)v(ml)kil+k’jl. . ,U(I,n)kin+k‘jn
Q=1
- ,Zl¢(ai)¢(bj)U(ml)kiﬁkﬂ... v(xy )kintkin
)=
= 5 ki1 kin - b kj1 Kjn
- Z:;b(m) v(zy)" .. v(xy) Zl¢( i) v(x) . o(wy,)
i= j=
= O(p)2(q)
La unicidad es evidente. .

De este teorema se deducen varios casos particulares de interés.

Teorema 2.11 Sean A y B anillos conmutativos y unitarios y ¢ : A — B un
homomorfismo tal que ¢(1) = 1. Sea S un conjunto. Entonces existe un unico
homomorfismo ¢ : A[S] — B[S] que coincide con ¢ en A y deja invariantes a
las indeterminadas. Ademds es inyectivo, suprayectivo o biyectivo si ¢ lo es.

DEMOSTRACION: El homomorfismo no es sino el construido en el teorema
anterior tomando como v la identidad en S. Concretamente

(S ks ki - ki ki
1) <2aix111... xn) = 2¢(ai)xlll... T,
i= i=

Todo lo pedido es obvio. L]

Esto significa en particular que si A es un subanillo de B podemos considerar
A[S] como un subanillo de B[S]. Asi por ejemplo, Z[S] C Q[S5].

Teorema 2.12 Sea A un anillo conmutativo y unitario. Sea S un conjunto
y supongamos que S = X UY con X e Y disjuntos. Sea B el conjunto de
los polinomios de A[S] tales que todos sus monomios con coeficientes no nulos
tengan tan sdlo indeterminadas de X con exponentes no nulos. Entonces B es
un subanillo de A[S] isomorfo a A[X] y A[S] es isomorfo a A[X][Y].
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DEMOSTRACION: Sea ¢ : A[X] — A[S] el homomorfismo construido en
2.10 con la identidad en A y la identidad en X. Es claro que B es la imagen de
¢ y que ¢ es un monomorfismo.

Ahora sea 9 : A[X][Y] — A[S] el homomorfismo construido en 2.10 a partir
de ¢ y de la identidad en Y. Es inmediato probar que se trata de un isomorfismo
de anillos. m

Por ejemplo, el polinomio 32°5y?2? + 8222 — 622 + 5 de Z[z, v, 2] puede ser
identificado con (3z5y? — 6)22 + (82%)z + 5 € Z[w, y][2], donde ahora 3x°y* — 6
es el coeficiente de 22.

Si lo queremos en Z[z][x,y] serd: 32%(z°y?) + (82)2* + (=622 + 5), donde
ahora —62z2 + 5 es el término independiente.

Por otra parte si S C T podemos considerar A[S] C A[T].

2.3 Propiedades algebraicas

Las principales propiedades algebraicas de los anillos de polinomios se de-
ducen a partir de consideraciones sobre los grados. Es obvio que el grado de la
suma de dos polinomios f y g de A[z] es menor o igual que el méximo de los
grados de f y g. Sera igual a dicho méaximo si sus grados son distintos, pero
si coinciden se pueden cancelar los coeficientes directores y el grado de la suma
disminuye:

(325 — 222 + 52 +2) + (—32° + 2® — 2% + 1) = 2% — 32% + 5z + 3.

El grado del producto es a lo sumo la suma de los grados. Normalmente se
da la igualdad. Las tunicas excepciones se dan si uno de los factores es nulo, o
si alguno de los coeficientes directores es un divisor de cero.

Teorema 2.13 Sea A un anillo unitario y p, q dos polinomios no nulos de Alx]
tales que al menos el coeficiente director de uno de ellos no sea un divisor de
cero. Entonces pq # 0, grad(pq) = grad(p) + grad(q) y el coeficiente director
del producto es el producto de los coeficientes directores.

DEMOSTRACION: Sean p = Y .- a;z’, ¢ = Yo biz’, con an, # 0 # by,.

Entonces pq = Z’:E)n (Eiﬂ-:k aibi) 2" y el coeficiente de ™" es exactamente

ambn, # 0, puesto que uno de ellos no es divisor de cero. Por lo tanto a,,b, es
el coeficiente director de pq y el grado es m + n. n

Teorema 2.14 Sea A un dominio integro y S un conjunto cualquiera. Entonces
A[S] es un dominio integro.

DEMOSTRACION: El teorema anterior nos da que si A es un dominio integro
entonces A[z] también lo es. Aplicdndolo un ntmero finito de veces obtenemos
que si A es un dominio integro y S es finito, entonces A[S] también lo es. Si S
es arbitrario y f, g son dos polinomios no nulos de A[S], entonces los monomios
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con coeficientes no nulos de f y g contienen un nimero finito de indeterminadas
con exponente no nulo, luego f y ¢ estdn en un subanillo A[X] con X finito,
luego A[X] es un dominio integro, luego fg # 0. Por tanto A[S] es un dominio
integro. L]

Teorema 2.15 Sea A un dominio integro y S un conjunto. Entonces las uni-
dades de A[S] son las mismas que las de A.

DEMOSTRACION: Vedmoslo primero para Alz]. Si p € A[x] es una unidad,
entonces existe otro polinomio no nulo ¢ tal que pg = 1. Por 2.13 tenemos que
gradp 4+ grad ¢ = grad 1 = 0, luego ha de ser gradp = grad g = 0, es decir, p y
q estan en A, luego p es una unidad en A.

De aqui se sigue el resultado para A[S] con S finito y, por el mismo argumento
que en el teorema anterior, vale para todo S. L]

En particular vemos que A[S] no es un cuerpo aunque A lo sea. Como sf es
un dominio integro, podemos definir su cuerpo de fracciones.

Definiciéon 2.16 Sea A un dominio integro y S un conjunto. Llamaremos
cuerpo de las fracciones algebraicas o funciones racionales sobre A con inde-
terminadas en S al cuerpo de cocientes de A[S]. Lo representaremos por A(S).

By

Asi, por ejemplo, un elemento de Z(z,y) es P Er

Ejercicio: Probar que Z(S) = Q(S).

Quizé éste es un buen momento para empezar a entender la utilidad del
lenguaje algebraico que empezamos a introducir en el capitulo anterior: el hecho
de que Z[x] sea un anillo (y més concretamente un dominio integro) nos permite
tratar formalmente a sus elementos con las mismas reglas bésicas que a los
ntimeros enteros. El hecho de que conozcamos la construcciéon general del cuerpo
de cocientes de un dominio integro justifica que hablemos del fracciones de
polinomios exactamente igual que de fracciones de enteros, y estos ejemplos son
sélo una minima parte de los que nos vamos a encontrar.

Debemos ocuparnos ahora de la posibilidad de dividir polinomios. Esta es
una caracteristica importantisima de los anillos con una indeterminada.

Teorema 2.17 Sea A un anillo unitario, D y d dos polinomios no nulos de Alx]
tales que el coeficiente director de d sea una unidad en A. Entonces existen unos
dnicos polinomios ¢ y r en Alx] tales que D = dc+ r con el grado de r menor
estrictamente que el grado de d (también podemos exigir que D = c¢d + r, pero
si A no es conmutativo los polinomios que cumplan esto no tienen por qué ser
los mismos).

DEMOSTRACION: Si grad D < grad d basta tomar ¢ = 0 y r = D. Suponga-
mos que gradd < grad D.

Sea D =" jaat, d =" bx’, con ap # 0 # by, y m < n. Ademds es-
tamos suponiendo que b,, es una unidad de A. Veamos el teorema por induccién
sobre n.
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Si n = 0, entonces también m = 0, es decir, D = ag, d = by, luego basta
tomar ¢ = (bg) tag y r = 0. Supongdmoslo cierto para polinomios de grado
menor que n.

Consideremos db;,'a,z™ ™™ = 37" ' b;b,lap,z'™ ™. El monomio de mayor
grado es by, (by,) “ta,z™ "™ = a, 2™, luego se trata de un polinomio de grado
n con coeficiente director a,.

Consecuentemente el polinomio D — d(b,,) " 'a,z"~™ tiene grado menor que
n, luego por hipétesis de induccién existen polinomios ¢’ y r de manera que
D —db, a,z"~™ = dc’ +r con gradr < gradd.

Sea ¢ = b ta,z" ™™ + /. Asf D = dc+ r como se pedia.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que D = dc+7r = dc’ +1'. Entonces
d(c—c') =1"—r. Sic—c # 0, como el coeficiente director de d es una unidad, por
el teorema 2.13. resulta que grad(r’ —r) = grad(d(c—¢')) = grad d+grad(c—¢'),
pero grad(r’ —r) < gradd < grad d + grad(c — ¢’), contradiccién.

Concluimos entonces que ¢ = ¢/, luego también r = r’. n

El lector que sepa dividir nimeros naturales puede adaptar su método para
dividir también polinomios. No hay ninguna diferencia esencial.

Es importante que para poder dividir polinomios el divisor debe tener coefi-
ciente director unitario. En particular podemos dividir siempre entre polinomios
monicos. Cuando A es un cuerpo todos los coeficientes son unidades, luego se
pueden dividir polinomios cualesquiera. Como en este caso el grado del pro-
ducto es la suma de los grados, tenemos todas las condiciones exigidas en la
definicién de dominio euclideo, es decir:

Teorema 2.18 Si K es un cuerpo, entonces el anillo de polinomios K|x] es un
dominio euclideo.

Sin embargo esto es falso si K no es un cuerpo. Por ejemplo Z[z] no es un
dominio euclideo. Tampoco es cierto en anillos de polinomios con mas de una
indeterminada, por ejemplo Q|z,y] no es un dominio euclideo. Estos hechos los
probaremos en el capitulo siguiente. Es interesante notar que en estos momentos
no tenemos idea de cémo puede probarse la no existencia de una norma euclidea.
Si bien la teoria que estamos desarrollando ha surgido para resolver una serie
de problemas anteriores a ella misma, estamos ante un ejemplo (a un nivel muy
simple) de cémo cada teorfa plantea de forma natural nuevos problemas a la vez
que resuelve otros, problemas que nunca se hubieran podido formular fuera del
contexto creado por ella.






Capitulo III

Ideales

En los capitulos anteriores hemos introducido los que van a ser por ahora
nuestros objetos de estudio principales: los ntimeros enteros y racionales y sus
anillos de polinomios. Ahora vamos a introducir un concepto que ha resultado
ser fundamental en el estudio de éstos y otros anillos relacionados. Se trata del
concepto de ideal. Por razones que luego podremos entrever, el concepto de ideal
surgié con cierto retraso en el estudio de los ntimeros. Nosotros lo introducimos
desde un principio porque, dada su importancia, conviene familiarizarse con él
cuanto antes. Sin embargo, para evitar un grado de abstraccién que todavia no
podemos justificar, aqui nos limitaremos a ver las minimas ideas que nos puedan
ser utiles de momento.

3.1 Ideales en un dominio

Definicién 3.1 Un ideal en un dominio A es un conjunto I C A que cumpla
las propiedades siguientes:

1. 0el,
2. sia,bel, entoncesa+bel,
3.sia€ Ay bel entonces ab € I.

Todo anillo tiene al menos dos ideales, a saber, {0} y el propio A. Se les llama
ideales impropios. El ideal {0} es el ideal trivial y se representa simplemente
por 0.

Una observacién trivial es que si un ideal I de dominio A contiene una
unidad u, entonces I = A. En efecto, por definicién de ideal se cumple que
l=u'ueclysiaé€ A, entonces a = al € I, es decir, todo elemento de A estd
en [.

Por lo tanto los tnicos ideales de un cuerpo son los impropios, pues si un
ideal de un cuerpo posee un elemento no nulo, serd una unidad, y el ideal serd
el cuerpo completo.

25



26 Capitulo 3. Ideales

Definicion 3.2 Es inmediato que la intersecciéon de una familia de ideales de
un anillo A sigue siendo un ideal de A. Por lo tanto si X C A, existe un minimo
ideal de A que contiene a X, a saber, la interseccién de todos los ideales de
A que contienen a X (existe al menos uno, el propio A). Lo llamaremos ideal
generado por X y lo representaremos por (X). También se dice que el conjunto
X es un generador del ideal (X).

Asi, para todo subconjunto X de A tenemos que (X) es un ideal de A,
X C (X) ysilesunideal de A tal que X C I, entonces (X) C I. Otro hecho
obvio es que si X C Y C A, entonces X C (Y), luego (X) C (V).

Cuando el conjunto X es finito, X = {x1,...,2,}, el ideal generado por X
se representa por (x1,...,%,). Entonces se dice que el ideal estd finitamente
generado.

El teorema siguiente nos da la forma de los elementos de un ideal a partir
de sus generadores.

Teorema 3.3 Sea A un dominio y X C A. Entonces
X)={arx1+ - +anzy, | n€Na € A x; € X}
En particular si x € A, entonces (z) = {ax |z € A}.

DEMOSTRACION: Se comprueba sin dificultad que el conjunto de la derecha
es un ideal de A y claramente contiene a X, luego

(X) c{aiz1+ -+ anz, | n€Nja; € Ajx; € X}

Por otra parte (X) ha de contener a los elementos de la forma ax, con z
en X, y por ser un subanillo a las sumas de estos elementos, luego se da la
igualdad.

Si X tiene un sélo elemento , las sumas » ., a;x = (3., a;)  estdn en
{az | z € A}, luego (X) C {az | z € A}. La otra inclusién es obvia. u

Entre los ideales de un anillo se puede definir una suma y un producto como
sigue:

Definicién 3.4 Sea A un anillo y sean Sy, ...,.S, subconjuntos de A. Llama-
remos
Si+--+S, = {s1+---+sp]|s €S;para i=1,...,n}

Sy---S,

m
{Zsi1~-~sm|m€Nysij€Sj parajzl,...,n}
i=1

Es pura rutina comprobar que la suma y el producto de ideales de A vuelve
a ser un ideal de A. Ademads son operaciones asociativas, conmutativas y distri-
butivas, es decir, P(Q + R) = PQ + PR. De la definicién de ideal se sigue que
PQ C PNQ.
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3.2 Dominios de ideales principales

Definicién 3.5 Un ideal de un dominio A es principal si estd generado por un
solo elemento, es decir, si es de la forma (a) = aA = {ab | b € A}.

Un dominio de ideales principales (DIP) es un dominio integro en el que
todo ideal es principal.

Teorema 3.6 Todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION: Sea A un dominio euclideo y sea ¢ : A\ {0} — N su norma
euclidea. Sea I # 0 un ideal de A (si I = 0 ya es principal).

Sea a € I tal que ¢(a) sea el minimo del conjunto {¢(b) | b € I,b # 0}.

Si b€ I, entonces b = ac+ r, para r = 0 o bien ¢(r) < ¢(a). Como a € I,
por la definicién de ideal ac € I, y como I es un subanillo, también b — ac € I,
es decir, r € I. Como ¢(a) es minimo, no puede ser ¢(r) < ¢(a), luego r = 0,
es decir, b = ac € Aa.

Hemos probado que I C Aa. Como a € I, la otra inclusién es consecuencia
de la definicién de ideal. Por tanto I = aA es un ideal principal. m

En particular tenemos que Z es un DIP, es decir, los tnicos ideales de Z son
los de la forma nZ, para n € Z. También son DIP los anillos Kz], donde K es

un cuerpo.
Como los cuerpos no tienen mas ideales que los impropios, y éstos son prin-
cipales, (0 = (0),A = (1)), resulta que los cuerpos son trivialmente DIPs.

(Alternativamente, sabemos que los cuerpos son dominios euclideos.)

El hecho de que los anillos mas importantes sean DIPs es la explicacién de
que el concepto de ideal tardara en surgir en teorfa de niimeros. Cualquier afir-
macién sobre ideales en un DIP puede reformularse como una afirmacién sobre
los elementos del anillo, pues cada ideal estd determinado por su generador. No
obstante hay anillos que no son DIP, y al estudiarlos conviene saber cudntas
cosas son ciertas para ideales en general aunque no sean principales. De hecho,
en ciertos casos de interés, resultados que en DIPs pueden formularse con ele-
mentos y con ideales, son falsos en otros anillos en términos de elementos, pero
siguen siendo ciertos en términos de ideales.

Vamos a ver unos ejemplos de dominios integros que no son DIPs.

Teorema 3.7 Sea A un dominio integro. Entonces Alx] es DIP si y sdlo si A
es un cuerpo.

DEMOSTRACION: Si A es un cuerpo sabemos que Afz] es un dominio eucli-
deo, luego es un DIP. Reciprocamente, si Alz] es DIP, sea a € A un elemento
no nulo y veamos que es una unidad en A. Para ello consideramos el ideal (z, a)
de A[z]. Como ha de ser un ideal principal existe un polinomio p € A[z] tal que
(z,a) = (p), luego a = pq para cierto g € A[x], pero entonces grad p + grad g =
grada = 0, luego gradp = 0 y por tanto p € A. Por otra parte también
x = pr, para cierto r € A[z], pero entonces el coeficiente director de z, que es 1,
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es el producto de p por el coeficiente director de r, luego p es una unidad y
(v) = Al].

Entonces 1 € (p) = (z,a), luego 1 = wux + va, para ciertos polinomios
u,v € Afz]. Sin embargo el término independiente de uz es 0 y el de va es ba,
donde b es el término independiente de v. Resulta, pues, que 1 = ba, con lo que
a es una unidad en A. "

Esto nos da muchos ejemplos de dominios integros que no son DIP (ni por
tanto euclideos). A saber, Z[x] y mds en general A[S] cuando el cardinal de S
es mayor que 1 (pues A[S] = A[S\ {z}][z] y A[S \ {z}] no es un cuerpo).

Ejercicio: Probar que (x,2) no es un ideal principal de Z[z], y que (z,y) no es un
ideal principal de Q[z,y].

3.3 Anillos noetherianos

Para acabar el capitulo vamos a definir una clase de anillos mas general que
la de los DIPs y que jugard un papel relevante en el préximo capitulo.

Definiciéon 3.8 Un dominio integro A es un anillo noetheriano si todo ideal de
A es finitamente generado.

Evidentemente, todo DIP es un anillo noetheriano.

Teorema 3.9 Sea A un dominio integro. Son equivalentes:

1. A es un anillo noetheriano.
2. Para toda cadena ascendente de ideales de A
IhchclhhclzC ...
existe un numero natural n tal que I, = I, para todo m > n.
3. Toda familia de ideales de A tiene un mazimal para la inclusion.

DEMOSTRACION: Si Io C Iy C I, C Is C ... es una cadena ascendente de
ideales de A, es facil ver que la unién |J;-, I; es también un ideal de A. Si A
es noetheriano ha de tener un generador finito X. Cada elemento de X estd
en uno de los ideales I;, y como X es finito y los ideales forman una cadena,
existird un natural n tal que X C I,,, pero entonces |J;-, I; = (X) C I,,, lo que
implica que I; = I, para todo ¢ > n. Por tanto 1) implica 2).

Si una familia de ideales de A no tuviera maximal, seria posible extraer una
cadena ascendente de ideales que contradijera 2), luego 2) implica 3).

Si A tuviera un ideal I que no admitiera un generador finito, entonces, dado
cualquier elemento agde I, se cumple que (ag) # I, luego existe un elemento
ay € I\ (ap), luego (ag) C (ag,a1) # I, y de esta forma podemos conseguir una
cadena de ideales

(0,0) - (ao,al) - (ao,a1,a2) C...

sin que ninguno de ellos sea maximal. Por lo tanto 3) implica 1). L]



Capitulo IV

Divisibilidad en dominios
integros

El concepto de divisibilidad es uno de los méas importantes en el estudio de los
nimeros. A partir de él se plantean los més interesantes y variados problemas
cuyo estudio ha ocupado a los matemé&ticos durante milenios. Aqui desarro-
llaremos la teoria basica al respecto. En capitulos posteriores profundizaremos
mas en ella.

4.1 Conceptos basicos

Definicién 4.1 Sea A un dominio integro y a, b dos elementos de A. Diremos
que a divide a b, o que a es un divisor de b, o que b es un maltiplo de a (y lo
representaremos a | b) si existe un elemento ¢ de A tal que b = ac.

Por ejemplo en Z es facil ver que 3 divide a 15, pero no a 16.

Es obvio que sia | by b| ¢ entonces a | c.

Si u es una unidad, cualquier elemento a de A se expresa como a = u(u~la),
luego las unidades dividen a todo elemento de A. Por otra parte si u es una
unidad y a | u, entonces existe un b en A tal que u = ab, luego 1 = abu™!, es
decir, a es una unidad. En otras palabras, los divisores de las unidades son las
unidades.

Por el contrario 0 no divide a nadie salvo a si mismo.

Diremos que dos elementos a y b de A son asociados si a | by b | a. Por
ejemplo en Z se cumple que 3 y —3 son asociados. Ser asociado es una relacién
de equivalencia. Si dos elementos son asociados tienen los mismos multiplos y
divisores.

La asociacion esta estrechamente relacionada con la existencia de unidades.
En efecto, si a y b son asociados no nulos, entonces a = ub y b = va, para
ciertos u y v del anillo A. Por lo tanto a = uva, de donde uv =1, o sea, u y v
son unidades. Asi pues, si dos elementos son asociados, uno se obtiene del otro
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multiplicandolo por una unidad. El reciproco es cierto, como es facil observar.
Ademiés, cuando un mismo elemento no nulo se multiplica por unidades distintas
obtenemos elementos distintos, luego un elemento no nulo de A tiene tantos
asociados como unidades hay en A. Como Z tiene dos unidades, los asociados
en Z forman parejas, salvo el cero, que es su unico asociado.

Tenemos, pues, que todo elemento de A tiene por divisores a las unidades
de Ay a sus propios asociados (entre los que estd él mismo). A estos divisores
los llamaremos divisores impropios de a. Cualquier otro divisor es un divisor
propio. Por ejemplo, los divisores impropios de 4 en Z son 1, —1, 4 y —4. Sus
divisores propios son 2 y —2.

Estas consideraciones nos llevan al concepto de elemento irreducible: Un
elemento a de un dominio integro A es irreducible en A si es no nulo, no es una
unidad y no admite ninguna descomposicién a = bc con b y ¢ elementos de A,
salvo que uno de ellos sea una unidad (y, por lo tanto, el otro es un asociado de
a).

Equivalentemente, un elemento (no nulo ni unidad) es irreducible si sus
tnicos divisores son los impropios. También es obvio que un elemento es irre-
ducible si y s6lo si lo es cualquiera de sus asociados.

Por ejemplo, es facil ver que los tnicos divisores de 5 en Z son 1, —1, 5y
—5, lo que implica que 5 es irreducible en Z. En cambio 15 no es irreducible,
pues factoriza como 15 =3 - 5.

Si un ndmero entero (no nulo ni unidad) no es irreducible, entonces factoriza
como producto de dos enteros estrictamente menores en médulo. Si éstos no son
irreducibles factorizardan a su vez en factores menores, y este proceso tiene que
acabar antes o después, por lo que todo niimero entero se puede expresar como
producto de irreducibles. Mas atin, puede probarse que esta descomposicion es
esencialmente tnica. Para formular esto con precisién y en términos aplicables
a otros casos (como por ejemplo a polinomios), conviene introducir el concepto
siguiente:

Un dominio fntegro A es un dominio de factorizacion inica (DFU) si todo
elemento a de A no nulo y que no sea una unidad se descompone como pro-
ducto de elementos irreducibles a = ¢; - - - ¢, ¥ la descomposicién es tnica salvo
ordenacién o cambio por asociados (es decir, si a = ¢y -+ ¢, = dj - - - d;y, son dos
descomposiciones de a en elementos irreducibles, entonces m = n y, ordenando
los factores adecuadamente, cada ¢; es asociado a d;).

No es dificil probar por métodos elementales que Z es un DFU. Por ejemplo
la factorizacién unica de 140 es 140 = 2-2-5.7 = (=5)-2-7-(=2) = ---
Sin embargo vamos a probar més en general que todo DIP es un DFU. Esto lo
veremos en la seccién siguiente. Acabaremos ésta con algunas consideraciones
adicionales sobre DFUs que nos ayudaran a familiarizarnos con ellos.

Si A es un DFU y a es un elemento no nulo ni unitario, para cada elemento
irreducible p de A llamaremos exponente de p en a al nimero de veces que p o
sus asociados aparecen en cualquier descomposicién de a en factores irreducibles
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(puede ser igual a 0). Lo denotaremos por e,(a). En una descomposicién de a
apareceran e,(a) factores asociados a p, es decir, factores de la forma up donde
u es una unidad. Si multiplicamos todas las unidades que asi aparecen, resulta
que @ admite una descomposicién en la forma a = w - py*---pl™, donde los
p; son irreducibles distintos, n; = ep,(a) y u es una unidad. La presencia de
u es necesaria, pues por ejemplo la tnica forma de factorizar en Z el —25 de
este modo es —25 = (—1)52. Lo importante es que cada p aparece siempre con
exponente e,(a) en virtud de la unicidad de la factorizacién.

Ademis el exponente de un irreducible en un elemento a es por definicién el
mismo que el de sus asociados, y el exponente de un irreducible en un elemento a
es el mismo que en los asociados de a (pues una factorizacién de un asociado de
a se obtiene multiplicando una factorizacién de a por una unidad, sin cambiar
los irreducibles).

La factorizacién en irreducibles de un producto puede obtenerse como el
producto de las factorizaciones de los factores, de donde se sigue la relacién
ep(ab) = ¢,(a) + ¢, (b).

Podemos definir e,(a) = 0 para todo irreducible p cuando a es una unidad
y asi la relacién anterior es valida también si a o b es una unidad.

Notar también que un irreducible p divide a un elemento a si y sélo si
ep(a) # 0. En efecto, si e,(a) # 0 eso significa que p aparece en una factorizacién
de a, luego p | a. Por otra parte si p | a, entonces a = pb para cierto elemento
b, luego e,(a) = e,p(p) + e,(b) =1+ e, (b) # 0.

Sia | b, ha de cumplirse que e,(a) < e,(b) para todo irreducible p de A. La
condicién es también suficiente, pues si se cumple esto, entonces b se obtiene
como producto de a por el producto de todos los irreducibles p que dividen a b
elevados al exponente e,(b) — e,(a) (y una unidad adecuada). Dos elementos a
y b son asociados si y sélo si e,(a) = e,(b) para todo irreducible p de A.

Como consecuencia de estos hechos tenemos que en un DFU, si p es irre-
ducible y p | ab, entonces p | a o p | b. En efecto, estamos suponiendo que
0 # ep(a) + ep(b), luego una de los dos exponentes ha de ser no nulo.

Este hecho resulta ser muy importante en la teoria de la divisibilidad, hasta
el punto de que conviene introducir un nuevo concepto para comprenderlo ade-
cuadamente:

Si A es un dominio integro, un elemento p de A es primo si es no nulo, no

es una unidad y cuando p | ab entonces p | a o p | b para todos los elementos a
y bde A.
Ya hemos probado la mitad del siguiente teorema fundamental:

Teorema 4.2 Sea A un dominio integro
1. Todo primo de A es irreducible.
2. Si A es DFU, entonces un elemento de A es primo si y solo si es irreducible

DEMOSTRACION: Efectivamente, si p es primo y se descompone como p = ab,
entonces p | a o p | b, pero como a | py b | p, lo que tenemos es que p es asociado
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con a o con b, lo que implica que el otro es una unidad. La segunda afirmacion
va estd probada. L]

4.2 Ideales y divisibilidad

Aunque todavia no estamos en condiciones de comprender enteramente por
qué, lo cierto es que los ideales proporcionan el lenguaje idéneo para expresar los
hechos més relevantes de la divisibilidad en un anillo. En primer lugar hemos
de notar que si a es un elemento de un dominio integro A, entonces el ideal
(a) = Aa es precisamente el conjunto de todos los miltiplos de a. Es claro que
a | b equivale a (b) C (a), de donde se sigue que a y b son asociados si y s6lo si
(a) = (), es decir, si y sélo si generan el mismo ideal.

Hemos de pensar que dos elementos asociados son una misma cosa a efectos
de divisibilidad (ambos tienen los mismos multiplos y divisores). Ahora vemos
que a cada familia de elementos asociados de un dominio integro le corresponde
un tnico ideal principal. En particular el 0 se corresponde con el ideal 0 = (0)
y las unidades de A se corresponden todas ellas con el ideal A = (1).

El lector que quiera comprender adecuadamente la teoria de la divisibilidad
debe esforzarse por llegar a entender que los ideales principales representan
mejor que los elementos mismos del anillo los posibles divisores de un elemento
dado. Quiza en esta direccion le ayude conocer un débil esbozo informal del
modo en que el concepto de ideal era concebido cuando aparecié en la teoria:

Consideremos las dos afirmaciones siguientes relativas a Z. Por una parte
2] 6y por otra —2 | 6. A efectos de divisibilidad ambas son equivalentes, puesto
que 2 y —2 son asociados. Podemos resumirlas en una sola si consideramos que
es el ideal (2) = (—2) el que divide a 6, y escribimos en consecuencia (2) | 6.
Podemos pensar que los divisores de los elementos de un dominio integro no
son otros elementos del anillo, sino sus ideales. Asi, podemos definir (a) | b
como a | b, lo cual no depende del generador elegido para el ideal, pues dos
cualesquiera son asociados. Notar que esto equivale a que b € (a), luego si I
es un ideal principal tenemos (por definicién) que I | b < b € I. Lo que hace
de esto una idea brillante es que en realidad no tenemos por qué exigir a I
que sea principal, con lo que cualquier ideal I puede dividir a un elemento en
este sentido. En un DIP cada ‘divisor ideal’ se corresponde con una familia de
‘divisores reales’ asociados (sus generadores), pero hay anillos no DIP en los que
se puede hablar coherentemente de divisores ideales en este sentido sin que estén
asociados a divisores reales, es decir, sin que sean principales. Tales ‘divisores
ideales’ resultan esenciales para formular una teoria de divisibilidad razonable
(y util) en dichos anillos. De hecho, los ideales en el sentido moderno fueron
introducidos por Dedekind a finales del siglo XIX para formalizar esta idea de
divisor ideal que no se corresponde con ningtn divisor real.

Mas en general, podemos extender la relacién de divisibilidad de modo que
los ideales puedan dividirse entre si. Podemos pensar que un ideal I divide a un
ideal J si J C I (comparar con a | b < (b) C (a)). De momento no entraremos
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en la teoria de divisores ideales. Nos limitaremos a desarrollar la teoria de
divisibilidad en dominios integros mostrando su conexién con los ideales del
anillo. El lector debe tener presente que esta conexion se volvera esencial en
capitulos posteriores, por lo que debe acostumbrarse a pensar e interpretar las
cosas en términos de ideales en la medida de lo posible.

Como primer ejemplo del paso a términos de ideales, veamos el equivalente
del concepto de elemento primo:

Definicién 4.3 Un ideal P de un anillo A es primo si P # A y para todo par
de ideales I, J de A tales que IJ C P, se cumple que I C P o J C P.

Si tenemos in mente la equivalencia [ | J < J C I vemos que la definicién
de ideal primo es paralela a la de elemento primo. La condicion P # A se
corresponde con al exigencia de que los primos no sean unidades. Hay, no
obstante, una discrepancia debida principalmente a motivos histéricos, y es
que, mientras hemos exigido que el elemento 0 no sea considerado primo, si
admitimos que el ideal 0 sea considerado primo. He aqui una caracterizaciéon
préactica del concepto de ideal primo.

Teorema 4.4 Si A es un dominio integro, un ideal P de A es primo si y sdlo
si P # A y para todo par de elementos a, b de A, si ab € P entonces a € P o
beP.

DEMOSTRACION: Si P es primo y ab € P, entonces (a)(b) C (ab) C P, de
donde resulta que (a) C P o (b) C P,osea,a€ Pobe P.

Reciprocamente, si IJ C P, pero I no esta contenido en P, entonces existe
un a € I\ P. Ahora, si b € J tenemos que ab € IJ C P,luego a € Po b € P,
y ha de ser b € P, es decir, J C P. n

Ahora es inmediato que en un dominio integro A se cumple que un elemento
no nulo a es primo si y sélo si el ideal (a) es un ideal primo. No obstante
recordamos que el ideal trivial (0) es primo, aunque el elemento 0 no lo es por
definicién. Si un elemento es irreducible cuando no tiene divisores propios, el
concepto andlogo para ideales es el siguiente:

Definicién 4.5 Un ideal M de un anillo A es un ideal mazimal si M # A y si
I es un ideal de A tal que M C I C A, entonces M =10 [ = A.

Como en el caso de ideales primos, estamos admitiendo la posibilidad de que
el ideal 0 sea maximal (si bien no tiene por qué serlo necesariamente).

La existencia de ideales maximales en cualquier anillo conmutativo y unita-
rio A esta garantizada por el lema de Zorn. Més ain, todo ideal distinto de A
estd contenido en un ideal maximal (la familia de ideales distintos de A que con-
tienen a un ideal esta ordenada por la inclusiéon, y todo subconjunto totalmente
ordenado tiene una cota superior, pues la unién de una cadena de ideales es
claramente un ideal, ademads es un ideal distinto de A porque no puede contener
a la identidad). No vamos a necesitar esto de momento.
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Al contrario de lo que ocurre con el concepto de ‘primo’, no es cierto que un
elemento a de un dominio integro A sea irreducible si y sélo si el ideal (a) es
maximal. La situacién es un poco més delicada. Concretamente a es irreducible
si y sblo si (a) es maximal entre los ideales principales, es decir, si (a) # A y
cuando (a) C (b) C A, entonces (a) = (b) o (b) = A.

En efecto, si a es irreducible y (a) C (b) C A, entonces b | a, luego o bien
b es una unidad (y entonces (b) = A) o bien b es asociado de a (con lo que
(b) = (a)). El reciproco es igual. Por lo tanto tenemos:

Teorema 4.6 Sea A un dominio integro y a # 0 un elemento de A.
1. a es primo si y sélo si (a) es primo.

2. a es irreducible si y sdlo si (a) es mazimal entre los ideales principales
de A.

3. Si A es DIP, entonces a es irreducible si y sdlo si (a) es mazimal.

La tercera afirmacion es inmediata, pues en un DIP los ideales maximales
coinciden con los ideales maximales entre los ideales principales.

Hemos visto que todo elemento primo de un anillo es irreducible. Entre
ideales podemos demostrar justo la implicacién contraria:

Teorema 4.7 En un dominio, todo ideal mazimal es primo.

DEMOSTRACION: Si M es un ideal maximal en A y ab € M, pero a, b ¢ M,
tendriamos que M & M + (a) C A, luego la maximalidad de M implica que
M + (a) = A. Por lo tanto 1 = m + xa para cierto m € M y cierto € A. As{
pues b = mb+ xab € M, con lo que tenemos una contradiccién. L]

Ahora estamos en condiciones de probar dos hechos clave.

Teorema 4.8 En un DIP los ideales maximales coinciden con los ideales pri-
mos y los elementos irreducibles coinciden con los elementos primos.

DEMOSTRACION: Si A es un DIP y (a) es un ideal primo no trivial, su-
pongamos que (b) es un ideal tal que (a) C (b) C A. Entonces a = bc para
cierto ¢ € A. Como (a) es primo se ha de cumplir o bien b € (a) (en cuyo
caso (a) = (b)) o bien ¢ € (a), en cuyo caso ¢ = da para cierto d € A, y asi
a = be = bda, luego (dado que a # 0), bd = 1, o sea, b es una unidad y por lo
tanto (b) = A.

La segunda afirmacion se sigue de la primera y de 4.6 n

Con esto podemos probar el resultado principal de esta seccién. Diremos
que un dominio integro A tiene la propiedad de factorizacion si todo elemento
de A no nulo ni unidad se descompone en producto de irreducibles.

Teorema 4.9 Todo anillo noetheriano A tiene la propiedad de factorizacion.
Si ademds todo elemento irreducible de A es primo, entonces A es DFU. En
particular todo DIP es DFU.
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DEMOSTRACION: Sea A un anillo noetheriano. Llamemos S al conjunto de
los elementos de A no nulos ni unidades pero que no admitan una descomposicién
en irreducibles. Hemos de probar que S es vacio.

Si existe un elemento a en S, entonces a no es unidad, luego (a) # A. Si
a fuera irreducible entonces él mismo seria una descomposicién en irreducibles,
luego no lo es. Podemos factorizar a = bc donde ni b ni ¢ es una unidad (ni 0). Si
ninguno estuviera en S entonces se descompondrian en producto de irreducibles,
y a también. Por tanto al menos uno de los dos estd en S. Digamos que b € S.
Como b | a se cumple que (a) C (b). La inclusién es estricta, pues si (a) = (b)
entonces a y b serian asociados, es decir, a = bu para cierta unidad u, pero
entonces bu = be, luego ¢ = u seria una unidad, cuando no lo es.

En definitiva hemos probado que para cada a € S existe un b € S tal que
(a) & (b). Repitiendo este proceso obtendriamos una sucesién creciente de
ideales (a,) & (a1) & (a2) & --- en contradiccién con el teorema 3.9. Por lo
tanto S ha de ser vacio y asi todo elemento no nulo ni unitario de A admite una
descomposicién en irreducibles.

Supongamos que los irreducibles coinciden con los primos y que tenemos
dos descomposiciones en irreducibles de un mismo elemento a = ¢;---¢, =
dy - -+ dp,. Podemos suponer que m < n.

Como d,, es primo, ha de dividir a uno de los factores de ¢1 - - ¢, y como
éstos son irreducibles, de hecho ha de ser asociado a uno de ellos. Pongamos
que d,, es asociado a c¢,. Entonces ¢, = u,,d,, para cierta unidad u,,.

Simplificando d,,, obtenemos que ¢y - - ¢p_1Um = di - - - dp—1. Repitiendo el
proceso con d,,—1 (y teniendo en cuenta que un irreducible no puede dividir
a una unidad), llegamos tras m pasos a que ¢1 - Cp_m Uy - Uy = 1, lo que
obliga a que n = m, pues ningun irreducible puede dividir a 1. Ademdas hemos
obtenido que cada ¢; es asociado a d;, luego la descomposicién es tnica. m

Con esto tenemos probada la factorizacién unica de Z y de los anillos K|[x]
donde K es un cuerpo. Para el caso de Z es posible dar argumentos directos
mas elementales basados en el buen orden de N. Por ejemplo, para encontrar
un factor irreducible de un nimero entero basta tomar el menor natural que lo
divide. Lo mismo ocurre con K|[z] considerando el grado de los polinomios.

4.3 Divisibilidad en Z

En 7Z podemos afinar la unicidad de la descomposicion en factores primos
exigiendo que éstos sean positivos, es decir, niimeros naturales. Asi, la descom-
posicién en primos del nimero 60 es 60 =2-2-3 -5, y no consideraremos otras
como 2-2-(—3)-(—=5). Sino se indica lo contrario, cuando hablemos de primos
en 7 nos referiremos a naturales primos.

El problema ma&s elemental que surge a raiz de todo esto es encontrar un
método para obtener las factorizaciones en primos de nuimeros cualesquiera.
En particular seria conveniente hallar un método para reconocer los niimeros
primos. El método més simple para hallar todos los primos hasta un nimero
dado es la llamada criba de Eratdstenes, que consiste en escribir una lista con
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los primeros n naturales, tachar el 1, que no es primo por definicién, después
tachar todos los multiplos de 2 (salvo el propio 2), dejar el menor niimero que
queda (el 3) y tachar sus multiplos, dejar el menor nimero que queda (el 5) y
tachar sus multiplos, etc. Los ntimeros que sobrevivan seran los primos menores
que n. He aqui la lista de los primos menores que 100, que hacen un total de
25.

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,

43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, OT.

Para descomponer un ntmero en factores primos podemos ir probando a
dividirlo por los primos menores que él hasta hallar uno que lo divida e ir
repitiendo la operacién con los cocientes que vayamos obteniendo. Notar que si
queremos factorizar un nimero n y m cumple que n < m?, entonces, si n no es
primo, el menor primo que divide a n ha de ser menor que m. Por ejemplo, el
menor primo que divida a un nimero menor que 100 ha de ser menor que 10,
es decir, si un nimero menor que 100 no es divisible entre 2, 3, 5 o 7, entonces
es primo.

En cualquier caso, siempre es posible distinguir los nimeros primos de los
compuestos y hallar la factorizacién de cualquier niimero en un ndmero finito
de pasos. Mas adelante encontraremos técnicas para abordar este problema con
maés elegancia.

Una cuestién importante es si el niimero de primos es finito o infinito. La
respuesta es que es infinito. Para probarlo observemos que en general un primo
p no puede dividir al mismo tiempo a un ntimero n y a n + 1, pues entonces
dividirfa a su diferencia, que es 1. De hecho, en Z, si p divide a n, el préoximo
nimero al que divide es n + p. Sabiendo esto demostramos:

Teorema 4.10 (Euclides): En Z hay infinitos nimeros primos.

DEMOSTRACION: Dado un ntimero n consideremos n! Se cumple que todo
nimero menor o igual que n divide a n!, luego ningin nimero menor o igual
que n divide a n! + 1. En consecuencia un divisor primo de n! + 1 ha de ser
mayor que n. Por lo tanto por encima de cada nimero n hay siempre un nimero
primo. Esto implica que hay infinitos primos. L]

Definicién 4.11 Sea A un dominio integro y X un subconjunto de A. Diremos
que un elemento d de A es un mdzimo comin divisor (mcd) de los elementos
de X si d divide a los elementos de X y cualquier elemento de A que cumpla lo
mismo es un divisor de d.

Diremos que un elemento m de A es un minimo comin miltiplo (mem) de
los elementos de X si es multiplo de todos los elementos de X y todo elemento
de A que cumpla lo mismo es un multiplo de m.

Es obvio que m es un med o un mcem de X si y sélo si lo es cualquiera de
sus asociados, es decir, estos conceptos son Unicos salvo unidades. Por supuesto
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el med o el mem de un conjunto dado no tiene por qué existir. No obstante,
cualquier subconjunto finito de un DFU tiene med y mem. El lector puede
entretenerse probando que las siguientes “recetas” nos dan un mecd y un mcm
de cualquier subconjunto finito X de un DFU.

Un mcd de X estd formado por el producto de los primos que dividen a
todos los elementos de X elevados al minimo exponente con el que aparecen en
alguno de los elementos de X.

Un mcem de X estd formado por el producto de todos los primos que dividen
a algun elemento de X elevados al mayor exponente con el que aparecen en los
elementos de X.

Por ejemplo, dados los ntimeros 22-3-7°,2-5-7,3*-52.7, el mcd es 7 y el
mem es 223452 .75,

Escribiremos mcd(ayq, . .., a,) y mem(aq, . . ., a, ) para representar el med y el
mcm de los elementos aq, . . ., a,. A veces el mcd lo representaremos simplemente
por (ay,...,an).

En Z el mcd es tnico si lo exigimos positivo. Si no se indica lo contrario
siempre lo supondremos asi.

Hay que prestar un poco de atencién al cero: por definicién todo elemento
de un anillo divide a 0, de donde se sigue ficilmente que el mcd de un conjunto
de elementos que contenga a 0 es el mismo que el del conjunto que resulte de
eliminarlo. Por otra parte si un conjunto de elementos contiene una unidad, su
mcd es 1.

Los elementos de un conjunto son primos entre si si su mcd es 1, es decir,
si no tienen divisores primos comunes. No hay que confundir esto con que sean
primos entre si dos a dos, que es mas fuerte. Si dividimos los elementos de un
conjunto por su mcd obtenemos un conjunto de elementos primos entre si, pues
si d es el med y p es un primo que dividiera al conjunto resultante, entonces dp
dividirfa al conjunto original, luego dp | d y p serfa una unidad.

En un DIP el maximo comun divisor de un conjunto finito de numeros
cumple una propiedad muy importante:

Teorema 4.12 (Relacion de Bezout): Sea A un DIP y aq, ..., a, elementos
de A. Sea d un mcd de ay,...,a,. Entonces (d) = (a1) + -+ + (an), luego
existen ciertos elementos r1,...,r, en A de manera que d =r1a1 + -+ rpan,.

DEMOSTRACION: Sea (d) = (a1) + - -+ + (ay,) (por definicién). Vamos a ver
que d es un mcd de ay,...,a,.

Como cada a; estd en (d), ciertamente d | a;. Si s divide a todos los aj;,
entonces (a;) C (s), luego (d) = (a1) + -+ + (an) C (s), luego s | d.

Observemos que si d’ es cualquier otro med de los elementos dados, entonces
(d") = (d), luego la relacién de Bezout es vélida para cualquiera de ellos. =

Este resultado se aplica especialmente a pares de elementos primos entre si:
si m y n son primos entre si, existen r y s tales que rm + sn = 1.
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4.4 Divisibilidad en anillos de polinomios

El estudio de la divisibilidad no es tan sencillo si pasamos a los anillos de
polinomios A[z]. Tomemos unos cuantos polinomios y multipliquémoslos:

(2 + 3z — 5)(x — 1)(22% + 3) = 22° + 42® — 162" + 132° + 622 — 242 + 15.

;,Cémo encontrar los factores a partir del producto? De hecho ni siquiera sa-
bemos si los factores que hemos tomado son irreducibles o no (es costumbre
hablar de nimeros primos pero de polinomios irreducibles, aunque en principio
son términos equivalentes). El problema es que, a diferencia del caso numérico,
hay infinitos posibles divisores para un polinomio dado. No hay ningun criterio
general para determinar si un polinomio dado es o no irreducible, aunque algo
se puede decir sobre el tema. De todos modos, antes de entrar en ello tenemos
planteado otro problema méds importante. Sabemos que A[z] es un DFU cuando
A es un cuerpo, pero en otro caso A no es DIP. ;Sigue siendo A[z] un DFU a
pesar de ello? (Es Z[z] DFU?, ;Es Q[z,y] DFU? Vamos a probar que si, para
lo cual necesitamos un trabajo previo.

Si D es un DFU y K es su cuerpo de cocientes, vamos a probar que D[z] es
un DFU apoyédndonos en que K[z] lo es. La situacién tipica con la que tenemos
que encontrarnos es la siguiente: El polinomio 622 — 24 factoriza en Z[z] como

6202 —24=6(x> —4)=2-3-(z—2)- (z+2).

Vemos que tiene 4 divisores primos. Sin embargo, en Q[z] sélo tiene dos,
pues los primeros factores pasan a ser unidades. Conviene dar la definicién
siguiente:

Definicién 4.13 Sea D un DFU y sea ¢ : D[z] — D una aplicacién que asigne
a cada polinomio f € D[x] un mcd de sus coeficientes no nulos (y ¢(0) = 0). A
c(f) se le llama contenido del polinomio f.

Usaremos la notacién a ~ b para indicar que a y b son asociados. Es claro
que si f es un polinomio no nulo y a es un mcd de sus coeficientes no nulos,
entonces a = c(f).

Diremos que un polinomio f es primitivo si ¢(f) es una unidad, o sea, si
sus coeficientes son primos entre si. En particular, todo polinomio moénico es
primitivo.

Por ejemplo, el contenido del polinomio 62%—24 € Z[z] es 6 (en Z[x] podemos
elegir los contenidos naturales), mientras que el polinomio 22 —4 es primitivo. En
general es inmediato que si f € D[x] y f # 0, entonces f(x) = ¢(f)g(x) donde
g(x) € DJz] es un polinomio primitivo. Asi, para probar que todo polinomio
f(x) € D[z] se descompone en irreducibles basta probar que podemos factorizar
por una parte polinomios constantes y por otra polinomios primitivos.

La factorizacién de las constantes es obvia, puesto que estamos suponiendo
que D es un DFU. Notemos que todo a € D es irreducible en D si y sélo si lo
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es en D[z]. (Una descomposicién de a en factores no unitarios de D[z] tendria
que constar de polinomios de grado 0, luego serian factores no unitarios de D,
y el reciproco es obvio.)

Para probar que todo polinomio primitivo p(xz) € D|x] se descompone en
irreducibles observamos que los polinomios primitivos no son divisibles entre
constantes no unitarias, ya que una constante que divida a p(z) divide también
a su contenido.

Asi, si p(z) (no unitario) no pudiera descomponerse en irreducibles en D|z],
en particular no serfa irreducible, luego se descompondria en dos factores, diga-
mos p(z) = p1(x)q1(z), donde ninguno de los dos es una unidad, luego ambos
tienen grado menor que el grado de p(z). Al menos uno de los dos no podria
descomponerse en irreducibles (digamos que p1(x)), luego p1 (z) no es irreducible
y factoriza como p1(z) = pa(x)g2(z), donde ambos factores son no constantes,
pues dividen a p(x), luego el grado de pa(z) es menor que el de pi(z). De este
modo obtenemos una sucesién de polinomios p(z), p1(z), p2(x), ... cuyos grados
son estrictamente decrecientes, lo cual es absurdo.

Con esto tenemos demostrado que todo polinomio de D[x] no nulo ni unitario
se descompone en producto de irreducibles. La parte delicada es demostrar la
unicidad de la descomposicion. La idea es usar la factorizacién tnica en D para
probar la unicidad de los factores irreducibles constantes y la unicidad en D[z]
para probar la unicidad de los factores irreducibles no constantes. Necesitamos
dos resultados sobre c(f).

Teorema 4.14 Sea D un DFU.
1. Sia € D y f € D], entonces c(af) = a-c(f).
2. Si f, g € Dlx], entonces c(fg) = c(f)c(g).

DEMOSTRACION: 1) Es inmediato que a - ¢(f) es un med de los coeficientes
de af.

2) Sea f =c(f)f1 vy g =clg)gr con fi y g1 primitivos. Entonces ¢(fg) =
c(c(f)fr-clg)gr) = c(f)e(g)e(figr), luego basta probar que ¢(fig1) es una uni-
dad.

Sean f1 =Y i ja;xt, g1 = > oim o bzt con ap # 0 # by,.
Entonces f1 - g1 = Z:ron (Ziﬂ,:k aibj) 2. Si ¢(f191) no fuera una unidad

en D, existirfa un irreducible p tal que p | ¢(f191)-

Entonces p | 3, ;_; aib; para cada k entre 0 y n +m.

Como ¢(f1) es una unidad, p no divide a ¢(f1), luego existe un minimo indice
s tal que p | a; para i < sy ptas (en particular ag # 0).

Igualmente existe un minimo indice ¢t tal que p | b; para j < ty p 1 b
(bs # 0).

Ahora, tomando k = s + t, resulta que p divide a Ziﬂ.:k a;b; y también
divide a todos los sumandos salvo quiza a asb;, de donde divide a la diferencia,
o0 sea, a agsby. Como p es primo divide a uno de los factores, lo que nos da una
contradiccién. m
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Asi, si un polinomio f(z) € D[z] no nulo ni unitario admite una descompo-
sicién en irreducibles de D|z] de la forma dy - - - d,. - p1(z) - - - ps(x), donde los d;
son los factores constantes, entonces cada p;(x) es primitivo, pues en caso con-
trario serfa divisible entre un polinomio constante irreducible. Por consiguiente

o(f)~dy-dy.

Ahora, la factorizacién tnica en D garantiza que si f admite dos descom-
posiciones en irreducibles, los factores de grado 0 son los mismos salvo orden y
asociacion, pues ambos constituyen descomposiciones en irreducibles de ¢(f) en
D.

Para demostrar la unicidad del resto de la descomposicién necesitamos dos
resultados:

Teorema 4.15 Sea D un DFU, sea K su cuerpo de cocientes y sean f, g
polinomios primitivos en Dlx]. Entonces f y g son asociados en Dlx] si y
sdlo si lo son en K|[x].

DEMOSTRACION: Si f y g son asociados en K|[z| entonces f = gu para
cierta unidad u de K[x]. Por el teorema 2.15 u es un polinomio constante, es
decir, estd en K. Por lo tanto w = r/s para ciertos r, s € D no nulos. Entonces
sf =rg. Como ¢(f)y c(g) son unidades en D tenemos que s = s-¢(f) = ¢(sf) =
c(rg) = r-c(g) = r, luego r = sv para cierta unidad v de D. En consecuencia
sf =rg = svg, luego f = vg, lo que prueba que f y g son asociados en D[z].

El reciproco es obvio. L]

Teorema 4.16 (Criterio de irreducibilidad de Gauss) Sea D un DFU, sea K su
cuerpo de cocientes y f € D[x] un polinomio primitivo no constante. Entonces
f es irreducible en Dlx] si y sdlo si lo es en K[z].

DEMOSTRACION: Supongamos que f es irreducible en D[z] pero f = gh
donde g, h € K[z] no son unidades. Entonces gradg > 1, gradh > 1.

Sean g = Y i, 2—796’ yh=33", fi—ixi para ciertos a;, b;, ¢;, di € D con
b; #£0 # d;.

Llamemos b = by - - - b,, y para cada i sea b} = b/b; € D.

Consideremos el polinomio g1 = Y -, a;bf2" € D[z]. Podemos descomponer
g1 = ags, siendo a = ¢(g1) ¥ g2 € D]z] un polinomio primitivo.

Claramente g = % g1 = 392, luego gradg = grad go. Del mismo modo se
llega a que h = Sho, donde ¢, d € D y hy € Dlx] es primitivo, grad h = grad hs.

Ahora f = gh = §9g2ha, con lo que f y g2ha son dos polinomios primitivos
en D[z] asociados en K [z]. Por el teorema anterior son asociados en D|z], luego
existe una unidad w € D tal que f = wugshs, y as{ f es reducible en D[z],
contradiccion.

Si f es irreducible en Kz] y f = gh con g, h € Dlx], entonces g o h es una
unidad en Klz], por ejemplo g, lo que significa que g € K, pero como estd en
DJz], en realidad g estd en D. Ahora 1 = ¢(f) = gec(h), luego g es una unidad
en D, luego en D[z]. Esto prueba que f es irreducible en D[z]. "

Finalmente podemos probar:
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Teorema 4.17 (Gauss) Si D es un DFU y S un conjunto, entonces D[S] es
un DFU.

DEMOSTRACION: Veamos primeramente que D[z] es DFU. Sea f € D[z] no
nulo ni unidad. Hemos visto que f admite una descomposicién en polinomios
irreducibles en D[z]

f=di--dppi(z)--ps(x),

donde los d; son los factores de grado 0 y los p; (x) son necesariamente primitivos.
También sabemos que los d; son tnicos salvo orden y asociacion.

Por otra parte, si K es el cuerpo de cocientes de D, tenemos que los p;(x)
son irreducibles en K[z] y d - - - d, es una unidad en KJ[z]. Asi, si f admite dos
factorizaciones en D[z], los correspondientes p;(z) han de ser los mismos salvo
orden y asociacién en K[x], pero también sabemos que la asociacién en K|x]
coincide con la asociacién en D[z]| para polinomios primitivos de D[z]. Esto
prueba la unicidad de la descomposicién y nos da que D[z] es un DFU.

Aplicando este resultado un ndmero finito de veces obtenemos que D[S] es
un DFU cuando el conjunto S es finito. El caso general se reduce al finito del
modo usual. L]

Tenemos asi demostrados dos resultados que, sin ser excesivamente comple-
jos, no son triviales en absoluto y representan un papel relevante en la teoria que
estamos desarrollando. Con las técnicas que hemos necesitado para llegar a ellos
podemos probar facilmente un criterio 1til de irreducibilidad de polinomios.

Teorema 4.18 (Criterio de irreducibilidad de Fisenstein) Sea D un DFU, K
su cuerpo de cocientes, f =Y . ja;z' € Dlx] un polinomio no constante con
an #0 yp € D un primo. Supongamos quep | a; parai =0, ...n—1,pta, y
p? tag. Entonces f es irreducible en K[z] y, si es primitivo, en D[z].

DEMOSTRACION: Sea f = c¢(f)f1 donde f; € D[xz] es primitivo. Basta
probar que f; es irreducible en K|[z], pues ¢(f) es una unidad en K, luego f
también lo serd. El resto del teorema es consecuencia del criterio de Gauss.

También por el criterio de Gauss, basta probar que f; es irreducible en D[z].
Notemos que p no divide a ¢(f) (porque no divide a a,).

Cada coeficiente de f es el producto de ¢(f) por el correspondiente coeficiente
de f1, luego f1 sigue cumpliendo las hipétesis del teorema. Por no cambiar de
notacién podemos suponer que f = f; (pero ahora f es primitivo).

Supongamos que f = gh, donde g = Y_;_ bz’ y h = > =0 cjz?. Ninguno
de los dos puede ser constante o de lo contrario f no seria primitivo. Como
c(g)e(h) = ¢(f), tanto g como h son primitivos.

Tenemos que p | ap = by - ¢g, luego p divide a uno de los factores. Pongamos
por caso que p | by. Como p? t ap no puede ser que p divida también a cg.

Como g es primitivo p no puede dividir a todos los b;. Tomemos el menor
natural k tal que p | b; parai < ky ptbg. Asi1 <k <r <n.

El coeficiente aj = Ziﬂ:k bic; es divisible entre p y por otra parte p divide
a todos los sumandos salvo quizd a bpcg, luego divide a la diferencia, que es
justo brcp. Sin embargo pt by y p 1 co, contradiccion. =
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Ejercicio: Probar que en Q[z] hay polinomios irreducibles de grado arbitrariamente
grande.

Aunque los polinomios a los que podemos aplicar el criterio de Eisenstein
han de cumplir unas propiedades muy particulares, en realidad este criterio es
util en més ocasiones de las que en principio se podria pensar. Ello se debe al
resultado siguiente:

Teorema 4.19 Sea A un dominio. Sea a una unidad de A y b cualquier ele-
mento de A. La aplicacion f : Alx] — Alz] dada por f(p(z)) = p(az +b) es
un isomorfismo de anillos, luego en particular un polinomio p(x) es irreducible
en Alz] si y sdlo si p(ax +b) lo es.

DEMOSTRACION: Claramente f es un homomorfismo porque no es sino la
evaluacién en ax + b. Es biyectivo porque tiene por inverso a la evaluaciéon en
-1 -1
a 'z —a b L]

Por ejemplo, para probar que el polinomio p(x) = 82% — 62 — 1 es irreducible
en Z[z], basta ver que lo es en Q[z], pero por el teorema anterior basta ver que
lo es el polinomio p(3z + 3) = 2® — 3z — 3, que es irreducible en Q[z] por el
criterio de Eisenstein.

En general no se conoce ningtin método efectivo para determinar si un po-
linomio dado es o no irreducible, ni mucho menos para encontrar los factores
irreducibles de un polinomio dado. La busqueda de factores irreducibles de grado
1 de un polinomio equivale a la bisqueda de sus raices, tal y como explicamos
a continuacion.

Definicién 4.20 Sea A un dominio y f(z) un polinomio en A[z]. Podemos
considerar a f como una funcién f : A — A. En efecto, para cada elemento
a € A tenemos definida la evaluacién f(a) € A. Diremos que a es una raiz del
polinomio f si f(a) = 0.

La relacion basica entre la divisibilidad y la existencia de raices se sigue del
siguiente teorema elemental:

Teorema 4.21 (Teorema del resto) Sea A un anillo conmutativo y unitario,
f(x) € Alx] y ¢ € A. Entonces existe un dnico polinomio q(x) € Alzx] tal que

f(@) = q(z)(z =) + f(e).

DEMOSTRACION: Si f = 0 basta tomar ¢ = 0. En otro caso el resultado
se sigue del teorema 2.17, que nos da dos polinomios ¢(z) y r(z) tales que
f(z) = q(x)(xz — ¢) + r(x) con el grado de r menor que el de = — ¢, o sea, r es
de grado cero, luego constante.

Sustituyendo x por ¢ resulta que f(c) = g(c)(c—c)+r, osea, r = f(c). =

Como consecuencia

Teorema 4.22 Sea A un dominio integro. Sea f(x) € Alz] y ¢ € A. Entonces
¢ es una raiz de f(x) siy sélo si (x —c) | f(z).
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DEMOSTRACION: Sic es una rafz de f(z) entonces f(c) = 0, luego el teorema
anterior se reduce a que existe un polinomio ¢(z) tal que f(z) = g(z)(z — ¢),
luego (z —¢) | f(x).

Si (x—c) | f(z) entonces f(z) = q(x)(x — ¢) para cierto polinomio ¢(z). Por
lo tanto f(c) = q(c)(c — ¢) =0, es decir, ¢ es una raiz de f(x). "

De aqui que un polinomio irreducible de grado mayor que 1 no puede tener
raices. Por otro lado un polinomio de grado 1, ax + b siempre tiene una raiz en
un cuerpo, a saber, —b/a. Asi obtenemos lo siguiente: Si K es un cuerpo, un
polinomio de grado 2 o 3 es irreducible en KJ[z] si y sélo si no tiene raices en
K. En efecto, si se pudiera descomponer en producto de irreducibles, al menos
uno de sus factores irreducibles tendria grado 1, luego tendria una raiz en K.
Para polinomios de grado mayor que 3 la no existencia de raices ya no implica
la irreducibilidad. Por ejemplo, el polinomio (22 4 1)? es reducible en Q[z] y no
tiene raices en Q.

El teorema anterior implica un hecho muy importante sobre las raices de un
polinomio en un dominio integro.

Teorema 4.23 Sea A un dominio integro y sea f(x) € Alx] un polinomio de
grado n. Entonces f(x) tiene a lo sumo n raices en A.

DEMOSTRACION: Sean ¢, ..., ¢, raices distintas de f(z) en A. Por el
teorema anterior tenemos que (x — ¢1) | f(z), es decir, f(x) = (z —c1) f' ().
Como ¢y es raiz de f tenemos que 0 = f(c2) = (ca — ¢1)f/(c2) y como

las raices son distintas co — ¢; # 0. Como A es un dominio integro ha de
ser f'(c2) = 0, luego por el teorema anterior f'(x) = (z — ¢2)f”(z), de donde
F(&) = (@ — en)(z — ) (@),

Repitiendo esto m veces tenemos que (x —¢1) -+ (x — ¢) | f(2), por lo que
el grado de (z —¢1) -+ - (¥ — ¢), que es m, ha de ser menor o igual que el grado
de f(z), que es n. "

Sin embargo el nimero de raices de un polinomio no tiene por qué igualar
a su grado. Por ejemplo, 22 + 1 no tiene raices en Q[z], pues el cuadrado de un
nimero racional no puede ser negativo. Por otro lado (z — 1)? tiene grado 2 y
una tdnica raiz.

Ejercicio: Probar que el polinomio 2 + 1 tiene al menos tres raices en el anillo D de
los cuaterniones racionales.

Hay un andlogo al criterio de Gauss pero referente a la existencia de raices
en lugar de la irreducibilidad. La prueba es mucho més sencilla:

Teorema 4.24 Sea D un DFU y K su cuerpo de cocientes. Sea p(x) un poli-
nomio monico no constante con coeficientes en D. Si ¢ es una raiz de p(x) en
K, entonces c € D.

DEMOSTRACION: Sea ¢ = ¢, con a,b € D. Si c ¢ D entonces b { a, luego

existe un primo p € D tal que e,(a) < €,(b). Sea p(z) = > ., d;z", donde
d,, = 1. Entonces

a” n—1

a
2 id,. et di 2 4 do = 0.
g Hnoigm ot dip +do =0
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Multiplicando por b™ queda:
a" = —dp_1ba™ "t — - —dib" ta — dpb™.

Ahora bien, el exponente de p en el miembro izquierdo es exactamente
nep(a), mientras que en el miembro derecho es estrictamente mayor que ne,(a),
con lo que tenemos una contradiccién. L]

Ejercicio: Probar que un numero entero tiene una raiz n—sima en Q si y sélo si la
tiene en Z.

Ejercicio: Probar que las raices enteras de un polinomio de Z[z] dividen a su término
independiente.

Terminaremos con una aplicacién mas sofisticada del criterio de Eisenstein.
Para ello necesitaremos un resultado sencillo que, segun veremos en el capitulo
siguiente, tiene una consecuencia muy importante en la teoria de anillos.

Teorema 4.25 Sea p un numero natural primo y 0 < m < p. Entonces

o1 (1)

DEMOSTRACION: Si m = 1, entonces (f;) = p, luego efectivamente p | (fr’))
Sip]| (;:l) y m+ 1 < p, entonces

P\ _ P! _p-—m P! _p—m (p
m+1 m+D!'p—m-1)! m+1ml(p—m)! m+1\m/

Asi pues, p | (p — m) (T’;), y como (m + 1,p) = 1, la divisibilidad se conserva al

dividir entre m + 1, es decir, p | ( n

p )
m—+1

Consideremos el polinomio ™ — 1 € Z[z]. Evidentemente no es irreducible,
porque tiene la raiz x = 1. Eso significa que es divisible entre x — 1. No es dificil
llegar a que

" —1l=(z—-1D(@" 1 4+2" 2+ 4z +1).

Vamos a probar que si p es un niimero natural primo, entonces el polinomio
p(x) = 2P~ +2P72 + ... 4 2 + 1 es irreducible en Z[z] (o equivalentemente en
Qla))-

Por el teorema 4.19 basta probar que p(z + 1) es irreducible en Z[z]. Apli-
camos la evaluacion en z + 1 a la igualdad anterior y obtenemos

(x4+1)P—-1=(x+1-Dp(z+1) =zplx+1).

Por tanto » »
zp(x + 1) = Z <Z>xk —1= Z (Z)wk,
k=0 k=1
y en consecuencia p(z + 1) =>"7_ (V)a*L.

Por el teorema anterior p divide a todos los coeficientes de p(z + 1) salvo al
correspondiente a 2P, que es 1. Ademds p? no divide al término independiente,
que es p.

Por el criterio de Eisenstein, p(z + 1) es irreducible, luego p(z) también.



Capitulo V

Congruencias y anillos
cociente

Las congruencias son una herramienta muy potente en el estudio de los
nimeros enteros. La solucién de muchos problemas de muy diversa indole, asi
como algunas propiedades generales sobre los anillos, encuentran su expresion
mas natural en términos de congruencias. En este capitulo veremos muchos
ejemplos de ello. Los anillos cociente proporcionan una visiéon alternativa més
conceptual de la nocién de congruencia.

5.1 Definiciones basicas

Definicién 5.1 Consideremos un dominio A y un ideal I. Diremos que dos
elementos a y b de A son congruentes médulo I, abreviado a = b (méd T), si
a—bel.

Teniendo en cuenta que 0 € I, que el opuesto de un elemento de [ estd en I y
que la suma de elementos de I esta en I, se sigue facilmente que la congruencia
modulo I es una relacién de equivalencia en A.

Consideremos el caso concreto de Z. En general diremos que dos elementos
de un anillo son congruentes moédulo un tercero si lo son moédulo el ideal que
éste genera, por lo que en DIPs como Z no necesitamos mencionar ideales. En
definitiva dos enteros a y b son congruentes médulo n si n | a —b. Dado un
entero a, podemos dividirlo entre n de modo que a = nc+r, con 0 < r < n.
Resulta que a — r = nc, luego a = r (méd n). Asi, todo niimero entero es
congruente con un numero natural menor que n, exactamente con su resto al
dividirlo entre n. Por otra parte dos niimeros naturales distintos menores que
n no pueden ser congruentes entre si, ya que su diferencia en el orden adecuado
es un numero natural no nulo menor que n, luego no puede ser un multiplo de
n. Vamos a expresar adecuadamente lo que hemos obtenido:

45
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Si I es un ideal de un anillo A, llamaremos A/I al conjunto cociente originado
por la relacién de congruencia médulo 1.

Lo que acabamos de probar es que el conjunto Z/nZ tiene exactamente n
elementos. Por ejemplo Z/5Z esté formado por las clases siguientes:

{ ... =20, —15, —10, —5, 0, 5, 10, 15, 20, }
{ ... —19, —14, -9, —4, 1, 6, 11, 16, 2I, }
{ ... —18, —13, -8, -3, 2 7, 12, 17, 22, }
{ ... —17, —12, -7, -2, 3, 8, 13, 18, 23, }
{ ... =16, —11, —6, —1, 4, 9, 14, 19, 24, }

La primera clase la forman los multiplos de 5, la segunda los niimeros que al
ser divididos entre 5 dan resto 1, etc. Si llamamos [a] a la clase de equivalencia
de a tenemos por ejemplo que [4] = [-1], Z/5Z = {[0], [1], [2], [3], [4]}.

En general, en un anillo A, los elementos congruentes con un cierto a médulo
un ideal I son los b que cumplen b — a € I, es decir, los elementos de la forma
a + ¢ para un cierto ¢ € I. Por lo tanto [a] =a+ I ={a+i|i€ I}.

El interés de todo esto radica en el hecho siguiente:
Teorema 5.2 Sea A un dominio e I un ideal de A. Sia, a’, b, b’ son elementos
de A que cumplen [a] = [a'] y [b] = [V], entonces también [a + b] = [a' + V'] y
[ab] = [a'V]. El conjunto A/I se convierte en un dominio con las operaciones

definidas mediante [a] + [b] = [a + V], [a][b] = [ab]. Al anillo A/I se le llama
anillo cociente de A mddulo el ideal I.

DEMOSTRACION: Tenemos que a —a’ € I y que b — b € I, de donde
(a+b)—(d+b)=(a—d )+ (b-0V) €,
ab—a't =ab—adb+adb—db =(a—d+db-V)el,

por las propiedades de los ideales. Esto nos garantiza que las operaciones defi-
nidas mediante [a] + [b] = [a + b] ¥ [a][b] = [ab] no dependen de la eleccién de a
y b en cada una de las clases. El resto del teorema es inmediato. Por ejemplo
la asociatividad de la suma se cumple porque

(la] + b)) + [ = la+ 0] + [ =[a+b+c] = [a] + [b+ ¢] = [a] + ([0] + [c]).

Ejercicio: Construir las tablas de la suma y el producto en Z/5Z.

De esta forma nos hemos encontrado con una coleccién de anillos finitos.
Estos anillos resultan utilisimos para determinar si un niimero dado divide o no
a otro. En efecto, se cumple que m | n si y sélo si [n] = 0 médulo m, y esto es
facil de calcular. Por ejemplo, tomando clases médulo 7:

234] = [2][10][10] + [3][10] + [4] = [2][3][3] + [3][3] + [4]
= [6][3] + [2] + [4] = [-1][3] + [6] = [3]
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Esto prueba que el resto de 234 entre 7 es 3, y por tanto no es multiplo
de 7. Hemos hecho muchas operaciones, pero todas muy sencillas. Con niimeros
pequenos no siempre es mas rapido, pero con niimeros grandes es muy practico.

Asi podemos obtener criterios sencillos de divisibilidad. Normalmente escri-
bimos los nimeros en base 10, es decir,

1.247=1-1.000+2-100+4-10+47=1-10>4+2-1024+4-10+ 7.

Si en general tenemos un nimero de la forma a = Y1, ¢;10°, al tomar clases
médulo 2 se cumple
n . n ) 0
7 7
[a] = > [e][10]" = 2. [e][0]" = [eo][0]" = [co],
i=0 i=0
luego el nimero a serd multiplo de 2 si y sélo si [a] = 0, si y s6lo si [¢] = 0, es
decir, si y s6lo si su dltima cifra es multiplo de 2. En resumen:
Un ndmero natural n es maltiplo de 2 si y sélo si acaba en 0, 2, 4, 6 u 8.

Con lo que a simple vista sabemos que 6.278 es par mientras que 29.953 es
impar.

Tomemos ahora clases mddulo 3. La clave es que [10] = [1]:

o

) = S led10] = Sl = Sled = (el

=0

Podemos enunciar el resultado asi:
Un nidmero natural es multiplo de 3 si y solo si la suma de sus cifras lo es.

Por ejemplo, para saber si 3.725 es multiplo de 3 sumamos 3+7+42+5 =17
y repetimos la operacién: 1+ 7 = 8. Como 8 no es multiplo de 3, concluimos
que 3.725 tampoco lo es. De hecho al dividirlo entre 3 su resto es el mismo que
el de 8, o sea, 2.

Si consideramos clases médulo 4 resulta que [10] = 2, luego [100] = [2][2] = 0,
y todas las potencias de 10 superiores a 10 dan resto cero. La regla que se obtiene
es:

Un nimero natural n es multiplo de 4 si y sélo si el nimero formado por
sus dos ultimas cifras es multiplo de 4.

Por ejemplo, el ano 2.494 no sera bisiesto, ya que, médulo 4,
[94] = [9][2] + [4] = [1][2] + [0] = [2].
Como [10] = 0 médulo 5, ocurre lo mismo que con el 2: Un ndmero es
miltiplo de 5 si y sélo si su ultima cifra lo es o, equivalentemente,
Un nimero natural es maltiplo de 5 si y solo si acaba en 0 o en 5.

No hay un criterio facil parael 6 o el 7. En todo caso, para saber si un niimero
es multiplo de 6 basta ver si lo es de 2 y de 3. Como [10] = [1] médulo 9, la
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regla del 3 vale para el 9. El lector puede deducir una regla para el 10 y otra
para el 11 (para el cual se cumple [10] = —[1]).

Si el lector se ha entretenido en construir tablas de anillos Z/nZ se habra
encontrado ciertamente con algo interesante: los primeros ejemplos de anillos
con divisores de cero. De hecho nos ha aparecido un caso al trabajar con los
multiplos de 4. En el anillo Z/4Z se cumple que [2][2] = [0], luego no es un
dominio integro.

El lector experimentador puede obtener empiricamente los primeros valores
de n para los cuales Z/nZ si es dominio integro: 2, 3, 5, 7, 11, ... A éstos hay
que anadir el 0 porque el correspondiente anillo cociente es isomorfo a Z, y no
vale el 1 porque en la definicién de dominio exigimos que 0 # 1, mientras que
Z/1Z s6lo tiene un elemento.

Si analizamos la razén por la que un anillo Z/nZ no es integro vemos que en
cada caso la explicacién es siempre la misma: en Z/47Z la clase [2] es un divisor
de 0 porque 2-2 = 4. En Z/6Z las clases [2] y [3] son divisores de 0 porque
2.3 = 6, etc. En definitiva, que las factorizaciones de n dan lugar a divisores
de cero. En resumen, un anillo Z/nZ no puede ser integro a menos que n sea
primo. El lector puede tratar de probar directamente que Z/pZ es integro si p
es primo. Nosotros vamos a dar una prueba general. Notemos que en un anillo
cociente A/I se cumple 0 =1[0] =0+ 1 =1, luego [a) =0si y sélosia € I.

Teorema 5.3 Sea A un dominio y P un ideal de A. Entonces A/P es un
dominio integro si y solo si P es un ideal primo.

DEMOSTRACION: Si P es primo entonces P # A, luego 1 ¢ P, luego en
A/P se cumple que [1] # [0]. As{ pues, A/P es un dominio. Si [a], [b] son dos
elementos de A/P tales que [a][b] = 0, entonces [ab] = [0], es decir, ab € P.
Como P es primo, a € P o b € P, luego se cumple que [a] = 0 o [b] = 0, es
decir, A/P es un dominio integro.

Reciprocamente, si A/P es un dominio integro, ha de ser [1] # [0], luego
1 ¢ Py en consecuencia P # A. Si a, b son elementos de A tales que ab € P,
entonces [a][b] = [ab] = 0, y como A/P es integro [a] = 0 o [b] = 0, es decir,
a€ Pobe P, luego P es primo. n

Queda asf justificado que los anillos Z/pZ son dominios integros cuando p es
un primo. El lector que tenga a mano sus tablas podré conjeturar una respuesta
a la siguiente pregunta: ;De entre los Z/pZ, cudles son cuerpos?

La respuesta es que todos lo son. De nuevo el lector es invitado a justificar
este hecho. Ha de probar que en un anillo Z/pZ con p primo todo elemento es
una unidad. Por ejemplo, en Z/5Z vemos que [2]~* = [3], pues [2][3] = [6] = [1].
El lector emprendedor deberia recordar la relacién de Bezout (4.12). Una vez
mas aqui vamos a ver una prueba general.

Teorema 5.4 Sea A un anillo conmutativo y unitario con 1 # 0 y sea M un
ideal de A. Entonces A/M es un cuerpo si y sélo si M es un ideal mazimal.

DEMOSTRACION: Si M es maximal entonces es primo, luego A/M es un
dominio integro. Veamos que si [a] # [0] entonces [a] es una unidad en A/M.
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Como a ¢ M tenemos que M + (a) # M, luego por la maximalidad de M ha
de ser M + (a) = A. En particular 1 € M + (a), luego 1 se puede expresar de la
forma 1 = m + ba, para cierto m € M y cierto b € A. Tomando clases resulta
que [1] = [m] + [b][a] = [b][a], luego [a] es en efecto una unidad.

Si A/M es cuerpo entonces M es un ideal primo, y en particular M # A.
Consideremos un ideal N de A tal que M & N C A. Sea a un elemento de N
que no esté en M. Asf [a] # 0, luego existe un b € A tal que [a][b] = [1], es decir,
[ab— 1] = [0], luego ab—1 € M C N y como a € N, también ab € N, luego
1 € N y por tanto N = A. Esto prueba que M es un ideal maximal. m

Como en Z los ideales maximales coinciden con los primos, resulta que los
anillos Z/pZ son cuerpos. Hay otra razén por la cual los anillos Z/nZ que son
dominios integros son también cuerpos, y es que son finitos:

Teorema 5.5 Todo dominio integro finito es un cuerpo.

DEMOSTRACION: Sea A un dominio {ntegro finito. Hay que probar que todo
elemento no nulo u de A es una unidad. Si A = {0,us,...,u,}, entonces los
elementos wug,...,uu, son todos distintos y no nulos, luego {uy,...,u,} =
{uuy,...,uu,} y por lo tanto: wuy---u, = wuy---uuy, es decir, uy---u, =
u™ -« (ug---uy). Como up---u, no es 0, podemos cancelarlo, lo que nos da
u" =1,0sea u-u""! =1, luego u es una unidad. "

Hay una variante de este argumento que, segiin veremos, tiene muchas con-
secuencias interesantes:

Teorema 5.6 Sea A un dominio con un numero finito de unidades n y sea u
una unidad de A. Entonces v = 1.

DEMOSTRACION: Sean uy, ..., u, las unidades de A. Entonces los elementos
Uy, ..., uly, son todos distintos, pues si uu; = uuj, como u es una unidad, se
cumple u; = uj. Ademds el producto de unidades es una unidad, luego en
realidad {uq,...,u,} = {uuy,...,uu,} y en particular los productos coinciden:
Up - Uy = UUY -+ - Uy, €8 decir, ug -+ Up = u™ - (Ug -~ Up), ¥ COMO Uy - -+ Uy, €S
una unidad, podemos cancelarlo, lo que nos da u” = 1. n

En particular, Z/pZ tiene p—1 unidades, luego si [a] € Z/pZ cumple [a] # [0],
entonces [a]P~' = [1], luego [a]” = [a] (y esto 1ltimo vale incluso si [a] = [0]).
Esta es una de las formas en las que se suele enunciar el teorema de Fermat:

Teorema 5.7 (Teorema de Fermat) Para todo primo p y todo nimero entero
a, se cumple que a? = a (méd p).
5.2 Numeros perfectos

Veamos un ejemplo menos elemental del uso de las congruencias en el estudio
de los niimeros enteros. Los nimeros se han relacionado desde siempre con el
esoterismo y la adivinacion. Asi, el nimero 7 se ha considerado un nimero de
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buena suerte, mientras el 13 era considerado nefasto. Un concepto que tiene su
origen en esta clase de “teorias” es el de nimero perfecto. Un nimero es per-
fecto si es la suma de sus divisores distintos de él mismo (siempre considerando
ntmeros naturales). Por ejemplo, los divisores de 6 son 1, 2 y 3 y se cumple que
6 =14 2+ 3. El numero 6 es perfecto. Otro ejemplo de nimero perfecto es el
28=14+2+4+7+14.

Definamos la funcién o(n) igual a la suma de los divisores de n. En estos
términos un niimero n es perfecto si y s6lo si o(n) = 2n (pues también sumamos
el propio n).

Una funcién f de ndmeros naturales es multiplicativa si cuando (m,n) = 1
cumple f(mn) = f(m)f(n). Las funciones multiplicativas aparecen frecuen-
temente en teoria de niimeros, y de hecho acabamos de encontrarnos con una.
Para probarlo hemos de tener en cuenta que si (m,n) = 1, entonces cada divisor
de mn se expresa de forma tunica como el producto de un divisor de m y un
divisor de n. En efecto, si a | mn, descomponemos el nimero ¢ en un producto,
el primero de cuyos factores contenga a los factores primos de a que dividen a
m y el segundo a los que dividen a n. Por lo tanto

omn)= >.d=> Yuw=> u (Z’U) = (Zu)a(n) =o(m)o(n).

d|lmn u|lmv|n ulm  “wvln ulm

Por otra parte, si p es un primo es ficil calcular o(p™) =1+ p+--- + p".
Teniendo en cuenta la identidad (1+z+x2+---+2")(x—1) = 2" —1, resulta
que
anrl -1

p—1

Asi podemos calcular facilmente la funcién o. Por ejemplo,

o(p”) =

2 -1 53-1
1 = 2 2 = . = . 1: 1.
a(100) = o(2%)0(5%) 51 F_1 7-31 =217

Euclides recoge en sus Elementos el hecho de que si el nimero 142+ - -+2" =
271 — 1 es primo, entonces el nimero 2" (2" ! — 1) es perfecto.

En efecto, como para los primos p se cumple que o(p) = p+1, en nuestro caso
tenemos que o(2"1 — 1) = 2”1y como o es multiplicativa o (2"(2" ! — 1)) =
o(2Mo(2"tt —1) = (2T — 1) . 27Tl = 2. (27 (27T — 1)),

Descartes afirmé (y la primera prueba conocida se debe a Euler) que un
nimero par es perfecto si y solo si es de la forma indicada por Euclides.

Para verlo tomemos un ntimero par, que lo podremos expresar en la forma
2"m, donde n > 0 y m es un nimero impar. Si es perfecto o(2"m) = 2" 1m.
Como o es multiplicativa

(2" —1)o(m) = 2" m. (5.1)

Como 2"+1 — 1 es impar, el exponente de 2 en o(m) ha de ser n + 1, es decir,
o(m) = 2"*1q para cierto niimero natural a.
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Sustituyendo en (5.1) obtenemos (27! — 1)2"1q = 2"+ 1 luego
2" —1)a = m. (5.2)

Por lo tanto o(m) = 2"*'a = m + a. Ahora bien, si a > 1 resulta que 1,
a y m son divisores distintos de m, luego o(m) debe ser al menos 1 + a + m,
contradiccién. Concluimos que a = 1y que o(m) = m+1, lo que sélo es posible
si m no tiene mas divisores que 1 y m, es decir, si m es primo.

Sustituyendo @ = 1 en (5.2) queda que m = 2"t — 1, luego el ntimero
original era 2"(2"*! — 1) con 2"*! — 1 primo, o sea, de la forma establecida
por Euclides. Con un leve cambio de indice podemos enunciar asi lo que hemos
probado:

Un niimero par es perfecto si y solo si es de la forma 2"~ 1(2" — 1) y 2" — 1
es primo.

Respecto a los nimeros perfectos impares no se conoce ninguno, pero nadie
ha demostrado que no existan. Es un problema abierto.

Ejercicio: Estudiar la funcién d(n) = numero de divisores de n.

Hasta aqui no hemos usado congruencias. Estas intervienen a la hora de
determinar para qué valores de n se cumple que el niimero 2™ — 1 es primo. El
lector empirico ya deberia haber empezado a recopilar datos. He aqui lo que
puede obtenerse sin esforzarse uno mucho:

n_[2]
13

4|5 6] 7 | 8] 9| 10| ;11?7 |
[ 153163 ] 127 [ 255|511 | 1023 | ;20477 |

3
7

La tabla muestra los primeros valores de 2" — 1. Es fécil ver que para n = 2,
3, 5 y 7 obtenemos primos (el 127 es primo porque no es divisible por primos
menores que 12). Tampoco cuesta ver que los nimeros restantes no lo son.
Todos son miltiplos de 3 salvo el 511, que es divisible entre 7. El nimero
correspondiente a 11 estd entre interrogantes porque ya no es facil decidir si es
primo. Habria que tratar de dividirlo entre todos los primos menores que 45 y
hay un total de 14. Dejemos eso para luego y centrémonos en los casos claros.
Vemos que 2" — 1 no siempre es primo. ;Conjetura algo el lector sobre en qué
casos lo es? No hay que forzar mucho la imaginacién para sospechar que 2™ — 1
es primo exactamente cuando n lo es.

Tratemos de probar que 2™ — 1 no es primo si n es compuesto. Para buscar
un posible divisor a 2™ — 1 observemos los divisores que hemos encontrado en
nuestros ejemplos:

n |2|3[2 [5]23] 7] 22 | 3| 25
2" —1[3[7[3-5[31[3%.7[127[3-5-17 | 7-73|3-11-31|

Si al lector no le basta esto para conjeturar qué divisores podemos encontrar
en el nimero 2™ — 1 cuando n no es primo, he aqui una pista mas. La factori-
zacién siguiente no ha sido hallada por tanteo: 2'4 —1 = 16-383 = 3 - 43 - 127.
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Es facil encontrar el factor 3, pero jcdémo se encuentran los factores 43 y 127 en
el cociente 5.4617

La mayor pista esta en el 127. El 127 es el primo correspondiente a n =7y
7 es uno de los factores de 14. El otro factor es 2 y su primo correspondiente el
3, que también divide a 2'* — 1. También es claro el caso n = 10, cuyos factores
son 2y 5y en 2'9 — 1 aparecen los primos correspondientes, 3 y 31. Vemos que
también aparecen otros primos, como el 11 en 2! —1oel 5y el 17 en 28 — 1,
pero eso no importa. La conjetura es que si d | n entonces 2¢ 1 |2" -1,y
la prueba es trivial si usamos congruencias: tomando clases médulo 2¢ — 1 se
cumple que [2]? = [1], luego si n = dm

lo que prueba que en efecto 2¢ — 1 | 2" — 1.

Con esto ya tenemos que para que 2" — 1 sea primo el nimero n ha de ser
primo. Los nimeros de la forma 2P — 1 con p primo se llaman nidmeros de
Mersenne. La cuestién es si todos los niimeros de Mersenne son primos. Antes
hemos probado que los primos de Mersenne estdn en correspondencia con los
numeros pares perfectos. He aqui los nimeros perfectos que hemos encontrado:

P 20315 | 7
21 [3] 7|3l 127
27-T(2P —1) | 6 | 28 | 496 | 8.128

Segiin nuestras conjeturas el nimero 2! — 1 deberfa ser primo. El lector
animoso puede tratar de dividirlo entre los 14 primos menores que 45. Aqui
vamos a estudiar el problema pensando mas para trabajar menos. Es evidente
que 2'' — 1 = 2.047 no es miltiplo de 2, 3 0 5. Vamos a ver si puede ser
multiplo de 7. No sélo vamos a probar que no lo es, sino que vamos a encontrar
razones por las que no puede serlo, con lo que podremos descartar muchos
mas primos aparte del 7. El ntimero 2! — 1 serd miiltiplo de 7 si y sélo si al
tomar clases médulo 7 se cumple que [2]'* = [1]. Las potencias de 2 médulo 7
pueden calcularse recurrentemente [2]"*1 = [2]"[2], lo que nos permite reducir
las potencias al tiempo que las calculamos: [2]2 = [4], [2]® = [4][2] = [8] = [1],
[2]3 = [1][2] = [2], etc. Asf vamos obteniendo lo siguiente:

Vemos que el [1] se alcanza ciclicamente en los multiplos de 3, luego no es
necesario llegar hasta el 11: como 11 no es multiplo de 3, 2!! — 1 no puede ser
multiplo de 7.

Por lo tanto la razén por la que 21 — 1 no es miltiplo de 7 es que 11 no es
multiplo de 3. ;De dénde ha salido ese 37 Es obvio que al calcular potencias de
un elemento dado no nulo de Z/pZ, como es [2], tarde o temprano obtendremos
un valor repetido, pues sélo hay un nimero finito de valores posibles, o sea, dado

n—m

a en Z/pZ, existen nimeros naturales 0 < m < n tales que a™ = a™ = a™-a ,
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n—m

luego a = 1. En resumen, ha de haber un natural no nulo d tal que a® = 1.
Si tomamos el d menor posible es obvio que el 1 se alcanzard exactamente en
los muiltiplos de d, que es lo que nos hemos encontrado.

En resumen, dado un primo p existe un nimero d tal que [2]™ — 1 es divisible
entre p si y s6lo si d | n. El lector puede calcular los valores de d para dis-
tintos primos. No es inmediato, pero tampoco excesivamente laborioso. Como
siempre, el lector perezoso tiene a continuacién una tabla:

p|3[5]7[11]13[17]19]
d|2[4]3]10]12] 8 [18]

Encuentra el lector alguna relacion entre p y d? Fermat encontré una al
estudiar el problema: d | p — 1. Esto es esencialmente el teorema de Fermat
que hemos probado en la seccién anterior. En efecto, hemos visto que 2P~ =1
(méd p), y como 2™ vale 1 en los miiltiplos de d, ha de ser d | p — 1.

Tenemos que para que 2'' — 1 sea divisible entre p es necesario que el d
correspondiente a p divida a 11, pero como d no puede ser 1 (esto es evidente),
ha de ser d = 11, y por el teorema de Fermat 11 | p — 1. En resumen, para que
un primo p pueda dividir a 2'* — 1 es necesario que sea de la forma p = 11m+1.

Buscamos ahora los nimeros de la forma 11m + 1 menores que 45. Podemos
ahorrarnos los valores impares de m porque dan nimeros pares, que no pueden
ser primos. Resulta que s6lo hay un valor posible: 11 -2+ 1 = 23. Acabamos
de probar que si 2'' — 1 no es primo, entonces es divisible entre 23.

Ahora calculamos médulo 23:

2P = (32 = [9],
2] = [9]7 = [9)[3][3] = [27][3] = [4][3] = [12],
21" = [24] = [1].

Luego resulta que, después de todo, 2! —1 no es primo. Concretamente factoriza
como 23 - 89.

En realidad hoy en dia no se sabe si hay un ntimero finito o infinito de primos
de Mersenne. De todos modos los primos de Mersenne no terminan en el 27 —1.
Vamos a probar con el siguiente candidato: 2'3 — 1 = 8.191. As{ veremos la
potencia de la técnica que hemos desarrollado.

En primer lugar 213 — 1 < 214 = (27)2 = 1282, luego nos basta buscar
posibles divisores primos menores que 128.

Supongamos que p | 213 — 1. Entonces médulo p se cumple que [2]13 = [1].
Si d es el menor natural no nulo tal que [2]¢ = [1] se cumple que d | 13, y por
el teorema de Fermat 13 | p — 1. Asi pues p = 13n + 1. Més atin, como n ha de
ser par necesariamente, p = 26n + 1.

Los valores de 26n + 1 menores que 128 son 27,53,79,105. Sélo hay dos
primos, lo que significa que si 2'3 — 1 no es primo entonces es divisible entre 53
0 79. Es facil ver que no es el caso. Tomamos clases médulo 53:

[2° =[64] = 11], [2]"* = [11]* = [121] = [15], [2]" = [30] # [1].
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Y ahora moédulo 79:

2] = [-15]2 = [-15][-5][3] = [75][3] = [—4][3] = [-12],
21" = [-24 # [1].

Con ayuda de ordenadores se ha podido ampliar la lista de primos de Mer-
senne. Los 15 primeros corresponden a los valores de p dados en la tabla 5.1.

Tabla 5.1: Primos p tales que 2P — 1 es un primo de Mersenne

[ p]23,5 7131719, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1.279, ... |

Ejercicio: Probar que n — 1 | n® —1, con lo que si k > 1 el nimero n* — 1 no puede
ser primo salvo si n = 2.

5.3 Unidades

Ahora obtendremos algunos resultados ttiles sobre las unidades de un anillo.
Muchos de ellos, especialmente 5.13 son inmediatos a partir de los resultados
de la teoria de grupos finitos, pero preferimos dar aqui pruebas directas que
no nos desvien de la teoria de anillos. Empezamos estudiando en particular el
anillo Z/nZ. ;Cuéntas unidades tiene? Para responder a esta pregunta conviene
responder antes a otra méas pretenciosa: jcudles son?

El lector deberia construirse tablas y conjeturar algo. Hemos visto que los
divisores de cero en Z/nZ se deben a las factorizaciones de n, es decir, si d | n,
entonces [d] es un divisor de cero, luego no es una unidad. Por otra parte un
miltiplo no nulo de un divisor de cero es también un divisor de cero, luego basta
con que d y n tengan un divisor comun para que [d] sea un divisor de cero. Por
ejemplo, en Z/8Z la clase [6] no es unidad, pues como (6,8) = 2, resulta que
[6][4] = [0], donde el 4 sale de que 8 =2 - 4.

Esto significa que para que [m] sea una unidad de Z/nZ hace falta que
(m,n) = 1. La condicién es suficiente, pues si (m,n) = 1, por la relacién de
Bezout existen ciertos enteros r y s tales que rm + sn = 1, de donde [1] =
[r]lm] + [s][0] = [r][m].

Resumiendo:
Teorema 5.8 FEl conjunto de las unidades de Z/nZ es
U, = {[m] | (m,n) =1}.

Definicién 5.9 Llamaremos ¢(n) al nimero de niimeros naturales menores que
n y primos con n, o sea, al numero de unidades de Z/nZ. La funcién ¢ se llama
funcion de Euler.
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Una versién mds general del teorema de Fermat (consecuencia directa del
teorema 5.6) es que si a y m son numeros enteros primos entre si, entonces
a®™ =1 (méd n). Es ficil calcular los primeros valores de ¢:

5/6[7[8[9]10]11]12|13|14]15[16]
|4]2]6|4[6]4]10] 4 |12] 6] 88|

n [1]2]3]4)
om)Jof1[2]2

(Encuentra el lector alguna regularidad? La hay. La funcién de Euler es

multiplicativa. Lo probaremos a partir de un hecho general de interés. Note-

mos que si A y B son anillos el producto A x B es también un anillo con las
operaciones definidas componente a componente, es decir,

(a,0) + (a',b') = (a+d,b+10),
(a,b)(a’,b') = (ad,bb).

Igualmente se puede definir el producto de una familia finita de anillos. En
general esta construccién no es muy ttil porque los anillos producto nunca son
dominios integros, pero ahora nos va a servir para comprender la estructura de
los anillos Z/nZ.

Teorema 5.10 Sean my, ..., m, numeros naturales primos entre si dos a dos.
Sea m =my---m,. Entonces la aplicacion

f:Z/mZ — (Z)miZ) x -+ x (Z/mpZ)
dada por f([a]) = ([a],...,[a]) es un isomorfismo de anillos.

DEMOSTRACION: Es inmediato comprobar que estd bien definida. M4s atn,

es inyectiva, pues si ([a], ..., [a]) = ([t],...,[b]) entonces cada m; | b—a, y como

son primos entre si es claro que m | b — a, es decir, [a] = [b] (mddulo m).
Como los dos anillos tienen m elementos podemos concluir que f es un

isomorfismo. L]

Es facil ver que las unidades de un producto A x B son los pares (u,v) donde
u es una unidad en A y v una unidad en B. Por lo tanto, si m y n son enteros
primos entre sf el isomorfismo entre Z/mnZ y Z/mZ x Z/nZ hace corresponder
los elementos de Uy, con los de U, x Uy, y esto prueba que ¢p(mn) = ¢(m)gp(n).

Esta propiedad reduce el célculo de la funciéon de Euler a las potencias de
primos, pero es facil ver que ¢(p™) = (p—1)p™~! (pues los niimeros menores que
p™ y que no son primos con p” son los p"~! miiltiplos de p). Asf por ejemplo,
para calcular ¢(45) basta hacer ¢(45) = ¢(3%)¢(5) =2-3-4 = 24.

El teorema 5.10 tiene un enunciado clésico, conocido por los chinos desde
hace més de 1.500 anos.

Teorema 5.11 (Teorema chino del resto) Sean my, ..., m, nimeros naturales
primos entre si dos a dos y sean ci,...,c, enteros cualesquiera. FEntonces las
congruencias x; = ¢; (méd m;), para i = 1,...,n tienen una solucidon comin
unica modulo m = mq ---m,,.
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Ejercicio: Probar que si a = b (méd d) y d = (m,n), entonces las congruencias
z = a (méd m) y z = b (méd n)
tienen una solucién comun dnica médulo el m.c.m. de m y n.

Todavia hay algo importante que podemos decir de las unidades de una
dominio integro en general cuando éstas son un numero finito.

Definiciéon 5.12 Sea A un dominio con un ndmero finito de unidades. Sea u
una unidad de A. Llamaremos orden de u al menor natural no nulo tal que
u™ = 1. Lo representaremos 04 (u). El teorema 5.6 garantiza la existencia de

04(u).

Si n y m son nimeros enteros primos entre sf, llamaremos o, (m) al orden
de la clase [m] en Z/nZ.

Por ejemplo, el ntimero d que considerabamos al estudiar los primos de
Mersenne, no es sino d = 0,(2). Como vimos entonces, si s es un niimero entero
y s =o04(u)c+r con 0 <r < oy(u), entonces u® = (uOA(“))cu’" =u" # 1 salvo
que 7 =0, luego u® =1 si y sélo si o4(u) | s.

Ma4s en general, dos potencias coinciden u? = v’ si y sélo si w/~# =1, siy
s6lo si 04 (u) | j—1i,siysélosii=j (mod os(u)).

Esto significa que si v es una unidad de un dominio con un ntmero finito
de unidades, entonces, dada una unidad « de A, las potencias u®,u, u?, u3, ...
se repiten ciclicamente, de modo que 1 aparece exactamente en las potencias de
exponente divisible entre 04 (u).

El teorema 5.6 afirma que 04 (1) es un divisor del nidmero total de unidades.

He aqui unos cuantos ejemplos de 6rdenes de unidades en distintos anillos
Z/nZ:

Paran =5, ¢(5) =4

Paran =17, ¢(7) =6

Paran =8, ¢(8) =4

Paran =9, ¢(9) =6
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Para n = 11, ¢(11) = 10

| 23|45/ 6|7 |8]9]10]
(105 (5[5(10[10[10]5] 2 |

m | 1
Oll(m) | 1

Observamos que cuando n es primo existen elementos de todos los érdenes
posibles, es decir, de todos los 6rdenes que dividen al niimero de unidades. En
general no es cierto, como muestra el ejemplo n = 8. Vamos a probar este hecho
importante.

Teorema 5.13 Sea A un dominio integro con un nimero finito n de unidades.
Entonces para cada divisor m de n existe una unidad en A de orden m.

DEMOSTRACION: Probemos que si u es una unidad de A, n = o4(u), y
m | n, entonces 04 (u™) = n/m.

En efecto, (u™)"™ = u™ = 1, luego 04(u™) | n/m. Por otro lado, si
(u™)" =1, entonces n | mr, luego n/m | r, y asi 04(u™) = n/m.

Si w, v son unidades de A, 04(u) = 7, 04(v) = sy (r,s) = 1, entonces
04(uv) =rs.

En efecto, (uv)™ = (u")® (v*)" =1-1 =1, luego o4 (uv) | rs. Si (uv)™ =1,
entonces u™v™ = 1, luego u™ = v y 04(u™) = 04(v™™). Como (u™)" =1,
tenemos 04 (u™) | r e igualmente o4 (v™™) | s, luego o4 (u™) = 04(v™™) = 1,
o sea, u™ = v~ ™ =1y por lo tanto r | m y s | m. Como (r,s) = 1, podemos
concluir que rs | m. Asi pues, rs es el menor natural no nulo que hace 1 a uv
al calcular la exponencial, es decir, 04 (uv) = rs.

Supongamos ahora que u y v son unidades de A, o4(u) =, 04(v) = s, pero
no necesariamente (r,s) = 1. Descompongamos r y s en potencias de primos y
formemos como sigue dos ntimeros 7’ y s’: el niimero 7’ es el producto de todas
las potencias de primos que dividen a r con exponente mayor o igual que a s,
mientras que s’ est4d formado por el producto de las potencias de primos que
dividen a s con exponente mayor estrictamente que a r. De este modo 7’ | r,
s | s, r's’ =mem(r,s) y (r',s') = 1.

Asfox(u/™) =1y 04(v3/5") = ', Tuego o4 (u"/" v*/s") = 's' = mem(r, 5).

Es decir, si existe una unidad de orden r y otra de orden s, existe una tercera
de orden mem(r, s). Aplicando esto varias veces obtenemos una unidad u tal
que su orden m es multiplo de los érdenes de todas las unidades de A. Sabemos
que m = o4(u) | n, pero por otro lado, toda unidad de A es raiz del polinomio
™ — 1, y no puede haber méas de m raices, con lo que n < m. Asi pues,
(o)} (u) =n.

Para cada divisor m de n, el elemento u™/™ tiene orden m. [

Definicién 5.14 Una unidad en un dominio cuyo orden sea igual al nimero de
unidades se llama una raiz primitiva de la unidad.

En general, una raiz de la unidad de un dominio A es un elemento u de A
que cumple u™ = 1 para cierto entero n no nulo (en particular es una unidad
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porque u - u"~! = 1). El teorema 5.6 afirma que si hay un nimero finito de
unidades, todas ellas son raices de la unidad. El teorema anterior prueba que
si ademas el dominio es integro, entonces existen raices primitivas de la unidad.
En el caso concreto de los anillos Z/pZ las raices primitivas de la unidad (o
mejor los enteros cuyas clases son raices primitivas de la unidad) se llaman
raices primitivas modulo p. El nombre de raices primitivas se debe a que todas
las demés unidades se obtienen de ellas por exponenciacién.

Por ejemplo, una raiz primitiva médulo 7 es 3 y sus potencias médulo 7 son

éstos son todos los elementos de Z/7Z (salvo [0], que no es una unidad).

No hay criterios para obtener raices primitivas modulo p, pero sabemos que
existen y podemos encontrarlas. Se pueden dar algunas condiciones que facilitan
la busqueda, pero en la practica es preferible consultar tablas de raices primitivas
o usar ordenadores que las calculen. He aqui la lista de las minimas raices
primitivas para los menores primos:

Tabla 5.2: Raices primitivas (méd p)

p riprypryprypr
2 113 2|31 3|53 2|73 5
3 217 3|37 2|89 2|79 3
5 2|19 2|41 6|61 2|83 2
7T 3123 5|43 3|67 2|89 3
11 2129 2|47 5|71 7|97 5

5.4 Homomorfismos y anillos cociente

Ya hemos visto que la existencia de un monomorfismo de anillos f : A — B
se interpreta como que A puede ser considerado como un subanillo de B. Ahora
veremos que si f es un epimorfismo entonces B puede ser considerado un cociente
de A.

Definicién 5.15 Si f : A — B es un homomorfismo de anillos, llamaremos
nicleo de f al conjunto N(f) = {a € A | f(a) = 0}. No ofrece ninguna dificultad
probar que N(f) es un ideal de A.

Una propiedad util es la siguiente:

Teorema 5.16 Si f : A — B es un homomorfismo de anillos, se cumple que
f es monomorfismo si y solo si N(f) = 0.

DEMOSTRACION: Una implicacién es evidente, y para ver la otra suponga-
mos que N(f) =0y que f(a) = f(b). Entonces f(b—a) =0, y en consecuencia
b—a e N(f) =0, es decir, b = a. n
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Notemos ahora que si A es un anillo e I es un ideal de A, entonces la
aplicaciéon p : A — A/I dada por p(a) = [a] es un epimorfismo, llamado
epimorfismo candénico. Claramente N(p) = I.

El préximo teorema nos dice que todo epimorfismo es esencialmente de este
tipo.

Teorema 5.17 (Teorema de isomorfia) Sea f : A — B un homomorfismo de
anillos. Entonces la aplicacién f: A/N(f) — f[A] dada por f([a]) = f(a) es
un isomorfismo de anillos.

DEMOSTRACION: La aplicacién esté bien definida, pues si [a] = [b], entonces
a—0beN(f), conlo que f(a—b) =0, osea, f(a) = f(b).

Es inmediato comprobar que se trata de un homomorfismo y es inyectivo
porque si f([a]) = f([b]), entonces f(a) = f(b), f(a—b) =0, a—b e N(f),
luego [a] = [b]. "

Con ayuda de estos conceptos vamos a profundizar un poco en la estructura
de los anillos.

Definicién 5.18 Llamaremos caracteristica de un dominio A (car A) al minimo
nimero natural no nulo n tal que nl = 0, o bien car A = 0 si no existe tal n.

Claramente Z y Q son anillos de caracteristica 0, mientras que Z/nZ tiene
caracteristica n.

Notemos que si A C B son dominios integros, entonces la identidad en A es
la misma que la identidad en B (pues la identidad en A cumple 1 =11, y el
tnico elemento que cumple esto en B es la identidad), luego car A = car B.

Otro hecho notable es que la caracteristica de un dominio integro ha de ser
0 o un numero primo, pues si car A = mn, donde m y n no son 1, entonces
ml # 0 # nl, pero (ml)(nl) = (mn)l = 0, luego A no es integro.

Si A es un anillo unitario, la aplicacién f : Z — A dada por f(n) = nl es
claramente un homomorfismo. Su ntcleo es precisamente (car A). Si car A =
0 lo que tenemos es que f[Z] es un subanillo de A isomorfo a Z. Podemos
identificar ambos anillos, es decir, identificar el niimero entero m con el elemento
ml de A.

Si car A = n > 0 el teorema de isomorfia nos da que Z/nZ es isomorfo a
f1Z], luego podemos identificar cada m1 con la clase [m] de Z/nZ.

En la practica identificaremos siempre m con ml, es decir, 3 serd lo mismo
que el elemento 1 + 141 de A, con la tnica precaucién de que si por ejemplo
car A = 5, entonces 7 = 12 cuando los consideramos como elementos de A.

Si K es un cuerpo de caracteristica 0, K no sélo contiene a 7Z, sino que
también contiene un subcuerpo isomorfo a su cuerpo de cocientes, es decir, a Q.
También en este caso identificaremos a Q con un subcuerpo de K. Por ejemplo,
5/3 serd lo mismo que el elemento de K

1+1+14+14+1
1+14+1 ’
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De este modo, los anillos Z y Z/nZ son los mds pequenos en sus respectivas
caracteristicas, pues estan contenidos en cualquier anillo unitario de la misma
caracteristica.

Si nos centramos en dominios integros tenemos que los menores son Z y los
cuerpos Z/pZ vy si consideramos cuerpos, resulta que todo cuerpo K contiene un
subcuerpo isomorfo a Z/pZ o a Q. A dicho cuerpo se le llama cuerpo primo de
K, y como estd construido a partir de la identidad mediante sumas y cocientes,
es claro que esta contenido en cualquier subcuerpo de K.

Veamos un par de teoremas que muestran por qué la caracteristica de un
anillo es un dato a tener en cuenta.

Teorema 5.19 Sea A un dominio de caracteristica prima p. Entonces para
todos los elementos a y b de A se cumple (a £ b)P = aP £+ bP.

DEMOSTRACION: Usamos el teorema 4.25:

P p—1
N P\ kip—k _ P\ kip—k _
(a+b)p—2(k>a b? —ap—|—bp+2(k>a P8 = aP + bP.
k=0 k=1
Si p es impar (a — b)P = a? + (=b)P = aP — bP.
Sip =2 entonces b+ b =2b=0, luego b = —b y el resultado vale. ]
Obviamente de aqui se sigue que, mds en general, (a + b)Pn = aP" £+ bP".

Otro resultado en el que la caracteristica es relevante es el siguiente:

Teorema 5.20 Sea K un cuerpo con car K # 2 y sea p(x) = ax®+bz+c € K|x]
con a # 0. El polinomio p(x) tiene una raiz en K siy solo si existe un o € K
de manera que a®> = b%> — dac. En tal caso, si llamamos o = Vb2 — dac, las

raices de p(x) son
—b+ Vb% — dac
2a ’
DEMOSTRACION: Supongamos que n € K cumple an? + by + ¢ = 0. Multi-
plicando por 4a tenemos que (2an)? + 2(2anb) + 4ac = 0, de donde (2an +b)? =

b2 — 4ac y por lo tanto 2an + b = £v/b% — 4ac.
Como car K # 2, 2a # 0 y asi

y— —b+Vb% — dac
- 2a '

Si existe Vb2 — 4dac € K, es ficil ver que (5.3) son raices de p(x). "

5.5 Cocientes de anillos de polinomios

Terminamos el capitulo mostrando cémo los anillos cociente nos dan un
método para construir anillos que contengan elementos con caracteristicas pre-
determinadas. Antes de ver el caso general estudiaremos un ejemplo concreto.
Vamos a construir un anillo en el que un elemento tenga cuadrado —5.
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Partimos del polinomio 22 + 5, que es irreducible en Q[z] (porque es de
grado 2 y no tiene rafces en Z). Por lo tanto el ideal (22 + 5) es maximal y
el anillo cociente Q[z]/(z? + 5) es un cuerpo. Vamos a llamar /=5 = [z] y

Q[v=5] = Qa]/(2* +5).
Como [z2 + 5] = [0], se cumple que [z]?> = —[5], o sea, (v/—5)? = —[5].
Si p(x) € Q[z], dividimos p(z) = (2% + 5)c(z) + a + bz. Entonces

[p(x)] = [2* + 5][c(2)] + [a] + [b][z] = [0] + [a] + [b] V5.
Es decir, hemos probado que Q[v=5] = {[a] + [b]v/=5 | a,b € Q}.

Notemos que si [a] + [b]v/—5 = [c] + [d]v/—5, entonces [a —c+ (b—d)x] = [0],
luego a — ¢+ (b —d)x € (22 +5) y asi 22 +5 | a — ¢ + (b — d)x. Pero la tnica
forma en que un polinomio de grado 2 puede dividir a otro de grado < 1 es que
éste sea nulo, o sea, a — ¢+ (b — d)xz = 0, y consecuentemente a = ¢, b = d.

No hay confusién si escribimos a + by/—5 en lugar de [a] + [b]v/—5.

Llamemos Z[\/ —5] = {m +n+v=5|m,n € Z}. Es inmediato comprobar
que Z[v/=5] es un subanillo de Q[v/=5 ], obviamente un dominio integro.

Llamamos norma de un elemento de Z[\/—5] al nimero natural

N(m +nv=5) = (m + nv/=5)(m — nv/—=5) = m? + 5n.

Una simple comprobacién nos da que N(uv) = N(u) N(v), para todo par de
elementos u y v de Z[\/ —5]. Por ejemplo, N(4++/—5) = 21. De aqui se deduce
que 4 4+ +/—5 es irreducible en Z[\/fﬂ.

En efecto: no puede ser una unidad, pues si u es unidad 1 = N(1) =
N(uu™t) = N(u) N(u™1), luego N(u) = 1, de donde u = +1.

Ademss si 4 + /=5 = uv, entonces N(u) N(v) = 21, luego N(u) =1, 3,7 o
21. Pero N(u) = m2+5n? = 3 es imposible, pues si n # 0 tenemos m?+5n? > 5
y si n = 0 queda m? = 3, y tampoco puede ser, o sea, N(u) # 3 para cualquier
u de Z[ﬁ] Tampoco puede ser N(u) = 7 porque entonces N(v) = 3, luego
ha de ser N(u) = 1 o N(u) = 21, en cuyo caso N(v) = 1, es decir, u = £1 o bien
v = =+£1.

Del mismo modo se prueba que 4 — /=5 es irreducible (tiene la misma
norma) y de forma similar lo son 3 y 7. Ahora bien:

3-7=21=(4+V-5)4—-V-5),

Asi pues, un elemento de Z[\/—_ﬂ, el 21, admite dos descomposiciones dis-
tintas en irreducibles (notar que como las unicas unidades son +1, el tunico
asociado de 3 es —3). Esto prueba que Z [\/—_5} no es DFU. Los cuatro elemen-
tos considerados son ejemplos de irreducibles que no son primos.

Posiblemente el lector considere artificial la prueba anterior. Ello se debe a
que hemos usado técnicas que estudiaremos con detalle més adelante, de modo
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que en su momento nos resultardn naturales. El lector puede repetir todos los
pasos de la construcciéon anterior con el polinomio z? + 1. Llamando i = [x]
obtenemos un cuerpo Q[i] = Q[z]/(z* + 1) con la propiedad de que i? = —1.
As{ mismo se cumple Q[i] = {a 4+ bi | a,b € Q}, de modo que a + bi = ¢ + di si
ysélosia=cy b=d.

En realidad ya hemos estudiado una copia isomorfa de este cuerpo. Podemos
ver a Q[¢] como un subcuerpo del anillo de los cuaterniones racionales estudiado
al final del capitulo I.

Definimos la norma en Q[i] como N(a + bi) = (a + bi)(a — bi) = a® + V%, y
también es facil ver que N(uv) = N(u) N(v) (de hecho es un caso particular de
la propiedad correspondiente en los cuaterniones).

Si nos restringimos al anillo Z[i] = {a + b | a,b € Z}, la norma toma
valores naturales. Este anillo se conoce como anillo de los enteros de Gauss, y
su comportamiento es completamente distinto al de Z [\/—_5 ] En efecto, vamos
a ver que es un dominio euclideo, y por lo tanto un DFU. La norma euclidea
serd la norma que acabamos de definir. Obviamente cumple la propiedad 1 de
la definicion 1.6.

Sean a 'y (8 dos enteros de Gauss, 3 # 0. Entonces a/3 = a+bi € Q[i]. Sean
m y n los enteros més préximos a a y b respectivamente. Entonces [a—m| < 1/2,
|b—n| <1/2. Llamemos y =m+ni € Z[i| y r = a — Bvy. Asi a = By +r, con

N(8)

N(r) = N(a=07) = N(5=7)N(8) = ((a=m)*+(b—n)*) N(8) < =

p

Vemos asi cémo la norma permite estudiar eficientemente las propiedades de
los enteros de Gauss, por ejemplo, como en el caso anterior las unidades son los
elementos de norma 1, lo que en este caso nos lleva a que hay cuatro unidades:
+1y =i

Otro ejemplo, como N(1 + ¢) = 2, el mismo argumento del ejemplo anterior
nos lleva a que 1 + 4 es irreducible, luego primo. De hecho 2 = (1 4 4)(1 — i)
es la descomposicion en primos de 2. Notemos que los factores son asociados,
pues 1 —i = —i(1+1i).

Finalmente damos un teorema general que recoge estos ejemplos.

< N(B).

Teorema 5.21 Sea k un cuerpo y p(x) € k[z] no constante. Entonces existe
un cuerpo K que contiene a k en donde p(x) tiene una raiz.

DEMOSTRACION: Tomando un factor irreducible, podemos suponer que p(x)
es irreducible. Entonces el ideal (p(z)) es maximal en k[z], luego el anillo
cociente K = k[z]/(p(z)) es un cuerpo. La aplicacién ¢ : k — K dada por
¢(a) = [a] es un monomorfismo de cuerpos, pues si [a] = 0, entonces p(zx) | a,
luego a = 0 (o sea, N(f) = 0). Por lo tanto podemos considerar que k estd
contenido en K. Llamamos a = [z] € K. De este modo, si p(z) = Y., a;z’,
entonces 0 = [p(z)] = >0 glail[z]" = Y iy a;a’ = p(), donde hemos usado la
identificacién [a;] = a;. Asi pues, a es una raiz de p(x). "

En el caso en que p(z) es irreducible el cuerpo K que hemos construido tiene
una estructura facil de describir. En efecto, si @ = [z] es la raiz de p(z), entonces
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todo elemento de K es de la forma [¢(z)] = ¢(«) (por el mismo argumento con
el que hemos probado que p(«) = 0). Asi pues,

K = kla] = {q(@) | q(=) € k[z]}.

Con més exactitud, si el grado de p(z) es n, todo polinomio ¢(z) puede
expresarse como ¢(z) = p(x)c(z) + r(z), con grad r(z) < n, y ¢(a) = r(«a), es
decir, los elementos de K son de la forma

an,la"_l + -+ a1+ ag, a; € k.

Mas ain, esta expresién es tinica, pues restando dos expresiones de este tipo
obtenemos una expresién del tipo #(«) = 0, donde grad t(x) < n — 1, luego
[t(z)] = 0, luego p(z) | t(z), luego t(x) = 0, luego las dos expresiones eran la
misma.

Ejercicio: Definir y estudiar el anillo Z [\/—2]. Probar que es un dominio euclideo.






Capitulo VI

Algunas aplicaciones

En este capitulo estudiaremos algunos problemas clasicos de la teoria de
nimeros que ilustren la relacién entre la teoria general de anillos que hemos
estudiado y los problemas concretos sobre niimeros enteros, a la vez que motiven
las técnicas y conceptos algebraicos més avanzados que introduciremos en los
temas siguientes. Comenzamos con un problema que se remonta a la matematica
griega.

6.1 Ternas pitagoricas

Diofanto trat6 en su Aritmética el problema de encontrar ternas de nimeros
naturales no nulos z, y, z tales que 2 + y? = 22. Estas ternas se llaman ternas
pitagoricas, pues segun el teorema de Pitagoras permiten construir tridngulos
rectangulos con lados enteros. Los egipcios las usaban para construir angulos
rectos en arquitectura. Entre los ejemplos més conocidos estan 32 + 42 = 52,
52 +122 = 132, 72 4+ 242 = 252, ;Cémo encontrarlas todas?

En primer lugar notamos que si (z,y, z) es una terna pitagdrica, también lo
es (mx, my, mz) para cualquier nimero m y, reciprocamente, dada una terna
pitagérica (z,y, z), podemos dividir sus componentes por su m.c.d. para ob-
tener otra que cumpla ademds (z,y,z) = 1. Una terna cuyos elementos no
tengan divisores comunes se llama primitiva. Si encontramos un método para
hallar todas las ternas primitivas, las restantes se obtienen multiplicindolas por
numeros arbitrarios, luego el problema esta resuelto. Las ternas anteriores son
todas primitivas.

Ante todo notemos que un divisor primo de dos de las componentes de una
terna pitagérica, divide a la tercera. Por ejemplo, si p |  y p | z, entonces
p| 2% =22 conlo que p | y? y por lo tanto p | y. Esto significa que, en realidad,
las componentes de una terna pitagdrica primitiva son primas entre si dos a dos.
En particular no puede haber mas de una componente par. Un ntimero es par o
impar si y sélo si lo es su cuadrado, y la suma y la diferencia de niimeros impares
es par. Como consecuencia si dos de las componentes son impares, la restante

65



66 Capitulo 6. Algunas aplicaciones

Tabla 6.1: Ternas pitagoricas

plal =] y| 2
21 4] 3] 5
312(12| 513
401] 81517
41324 725
50202012129
50440 941
6112|3537
6|5|60|11|61
712284553
714|56|33]65
7/16|84|13|85

ha de ser par, es decir, en una terna primitiva hay siempre dos componentes
impares y una par.

Ahora veamos que z ha de ser impar. En otro caso lo son x e y, es decir,
z=2m+1, y=2n+1, luego 2 = 4m? +4m+1, y?> = 4n? +4n+ 1. Al tomar
clases médulo 4 resulta que [2]? = [z]> + [y]? = [1] + [1] = [2]. Sin embargo
ninguna clase médulo 4 tiene a [2] por cuadrado: [0]2 = [0], [1]? = [1], [2]* = [0],
82 = [1].

Como la situacién de x e y es simétrica, podemos suponer que z es par e y
impar. Segun lo visto z es también impar. Consecuentemente z + y, z — y son
ambos pares. Digamos que x = 2u, z +y = 2v, z — y = 2w.

Ahora 22 = 22 — y? = (2 + y)(z — y), luego u? = vw, v > 0, w > 0.

Por otro lado (v, w) = 1, ya que si un primo p divide a ambos, entonces

1 1 1
p | wrw)=sG+y+5(E-y=522=z

2
p | (w-w) =gty -5y =y,

y como (y, z) = 1, esto es contradictorio.

Por la factorizacién unica, es claro que si vw = u* con (v,w) = 1, v > 0,
w > 0, entonces tanto v como w han de ser cuadrados (cada uno ha de contener
cada primo un ntimero par de veces porque asf le ocurre a u). Pongamos v = p?
y w = ¢?. Obviamente (p,q) = 1.

Asf tenemos que z = v+ w = p? 4+ ¢%, y = v — w = p?> — ¢%. En particular
q <p.

Como z e y son impares, p y g deben tener paridad opuesta. Sustituyendo
en las férmulas anteriores queda

2

22 =22 -y =p* + 20° + ¢* — p* + 20°¢ — ¢* = 3% = (2pq)?,

luego x = 2pq.
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En consecuencia la terna original queda de la forma

(z,y,2) = (2pg,p* — ¢, p° + &%),

donde p, ¢ son nimeros naturales primos entre si, ¢ < p y de paridad opuesta.
Reciprocamente, es facil comprobar que cualquier terna en estas condiciones
es una terna pitagdrica primitiva. Por lo tanto ya sabemos enumerarlas todas.
La tabla 6.1 contiene las correspondientes a los valores de p < 7.
En una tablilla cuneiforme aproximadamente del ano 1.500 a.C. se ha en-
contrado una enumeracién de ternas pitagéricas, entre las cuales se encontraba

(4.961,6.480,8.161). Se obtiene con p = 81 y g = 40.

Ejercicio: Comprobar que toda terna pitagérica contiene un multiplo de 3, un
multiplo de 4 y un maultiplo de 5.

6.2 Sumas de dos cuadrados

Una pregunta relacionada con el problema anterior es ;qué nimeros natu-
rales pueden expresarse como suma de dos cuadrados? Antes de teorizar sobre
ellos echemos una ojeada a las sumas de los primeros diez cuadrados. Los primos
estan en negrita.

01 4 9 16 25 36 49 64 81 100
2 5 10 17 26 37 50 65 82 101
8§ 13 20 29 40 53 68 8 104
18 25 34 45 58 73 90 109

32 41 52 65 80 97 116

50 61 74 89 106 125

72 8 100 117 136

98 113 130 149

128 145 164
162 181
200

Antes de interpretar la tabla pensemos un poco qué debemos buscar en ella.
Notemos que si z = 22 + 32 entonces para todo natural n se cumple también
n%z = (nz)? + (ny)?, es decir, que si multiplicamos una suma de cuadrados por
un cuadrado, obtenemos otra suma de cuadrados. Se dice que un ntmero n
es libre de cuadrados si todos los primos que lo dividen tienen multiplicidad 1.
Todo niimero n puede expresarse de forma tnica como producto de un cuadrado
perfecto y de un nimero libre de cuadrados. Basta agrupar por un lado todos
los pares de primos que lo dividen y por otro los primos que queden sin pareja.
Lo que deciamos hace un momento es que si la parte libre de cuadrados de
un numero natural n es suma de dos cuadrados, entonces n también lo es. Lo
primero que podemos observar en la tabla es que se cumple el reciproco, es decir,
la parte libre de cuadrados de todos los niimeros de la tabla esta también en la
tabla. Por ejemplo: la parte libre de cuadrados de 117 es 13. Esto nos lleva a
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nuestra primera conjetura: Un nimero es suma de dos cuadrados si y sélo si lo
es su parte libre de cuadrados.

Ahora quedémonos tan sélo con los nimeros de nuestra lista que son libres
de cuadrados, es decir:

0, 1, 2, 5, 10, 13, 17, 26, 29, 34, 37, 41, 53, 58,
61, 65, 73, 74, 82, 85, 89, 97, 101, 106, 109, 113.

Esta lista contiene todos los nimeros libres de cuadrados menores que 121
(el primer niimero que falta en la tabla) que pueden expresarse como suma de
dos cuadrados.

Vemos que no estan todos los primos, pero los primos que aparecen en los
compuestos estdn también en la lista: 10 = 2-5, 26 = 2-13, 34 = 2 - 17,
58 =2-29,65=5-13,74=2-37,82=2-41,85=5-17, 106 = 2 - 53.

La conjetura es, pues, que un numero libre de cuadrados es suma de dos
cuadrados si y sélo si lo son los primos que lo componen. Respecto a los primos
que son suma de dos cuadrados nos quedan los siguientes

2, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97, 101, 109, 113.

Si el lector no conjetura nada a simple vista, no cuesta mucho encontrar una
condicién que han de cumplir. Si un primo impar es de la forma p = 22 + 32,
entonces = e y han de tener paridades opuestas, digamos x = 2u, y = 2v + 1.
Como consecuencia resulta que p = 4u? 4 4v? 4+ 4v + 1, es decir, p = 4m + 1. Si
el lector calcula los primeros primos de la forma 4n + 1 obtendra precisamente
la lista anterior (sin el 2, claro).

Sospechamos entonces que un primo impar es suma de dos cuadrados si y
sélo si es congruente con 1 médulo 4. La conjetura general seria entonces que un
ntimero es suma de dos cuadrados si y s6lo si los primos impares que lo dividen
con multiplicidad impar son congruentes con 1 médulo 4. Vamos a probar que
la conjetura es exacta.

Consideremos en primer lugar la férmula

(a® +b?)(c + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)?.

Esta formula no sale del aire, sino que es simplemente la forma explicita de
expresar que la norma de un producto de elementos del cuerpo Q[i] es igual al
producto de las normas. En este contexto nos garantiza que un producto de
nimeros expresables como suma de dos cuadrados es también expresable como
suma de dos cuadrados. Ya hemos comentado que el reciproco no es totalmente
cierto, pero algo podemos probar.

Veamos que si a = pb donde p es primo y tanto a como p son suma de dos
cuadrados, entonces b también lo es.

Para ello observemos que si p = u? +v? y a = r? 4 52, entonces

(us —rv)(us +rv) = u?s? —r2? = u?s? +u®r? —u?r? — 2’
= w}(s®+7?) = r2(u? + %) = u’a — r?p,

luego p | (us — rv)(us + rv) y por tanto p | (us — rv) o bien p | (us + rv).
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Si p | (us + rv), entonces, como p? | ap y

ap = (1* + 8*)(u® +v%) = (ru— sv)* + (rv + us)?,

2 2
2 TU—SV rvt+us
‘ ( 2 ) + ( 2 )

Si p | (us — rv) razonamos igual con la férmula

resulta que p? | (ru—sv)?, luego b = % = , suma de cuadrados.

ap = (82 +r%)(u? +v*) = (su — rv)? + (sv + ur)?.

Esto implica que si un nimero a, expresable como suma de dos cuadrados, es
divisible por un nimero b que no lo es, entonces el cociente tiene un factor primo
no expresable como suma de dos cuadrados, pues tendriamos a = bc y si todos
los factores primos de ¢ fueran expresables como suma de dos cuadrados, una
aplicacion repetida del resultado anterior nos daria que b es también expresable
como suma de dos cuadrados.

Ahora viene el resultado fundamental: si p es un primo tal que (a,b) =1y
p | (a® + b?), entonces p es suma de dos cuadrados. Notar que si r es libre de
cuadrados y 7 = a? +b%, entonces (a,b) = 1, pues sid | ay d | b, entonces d? | r.
Por lo tanto un ntmero libre de cuadrados es suma de dos cuadrados si y sélo
si sus factores primos lo son.

En efecto, sea a = pm £ ¢, b = pn £ d, donde |c|, |d| < p/2 (si el resto
de la divisién resulta mayor que p/2 sumamos 1 al cociente y tomamos resto
negativo).

Entonces a? +b? = m2p? £2mpc+c? +n?p? £ 2npd+d? = Ap+(c*+d?). En
consecuencia p | (¢ + d?), o sea, ¢? + d? = py, para cierto y. Como (¢,d) < p,
p no lo divide, luego (c,d)? | y.

Ahora dividimos la ecuacién ¢ + d? = py hasta obtener e + f? = pz, donde
(e,f)=1ypz < +d < (p/2)” + (p/2)* = p?/2, luego z < p/2.

Si p no fuera suma de dos cuadrados, por el resultado anterior z tiene un
factor primo ¢ que tampoco es expresable como suma de dos cuadrados. En
particular ¢ < z < p.

Hemos probado que si existen ntimeros p, a, b, tales que p es primo, (a,b) = 1
y p divide a a? + b?, entonces existen ntiimeros ¢, e, f, en las mismas condiciones
y con g < p. Pero si existieran tales ternas de ntimeros deberia haber una con
p minimo, y segun lo visto es imposible.

Esto prueba la mayor parte de nuestra conjetura: Sea n = u?v donde v es
libre de cuadrados y supongamos que n es suma de dos cuadrados, n = a2 +b% =
(a,b)?(c* + d?) con (¢,d) = 1. Entonces (a,b) | u, luego v | (¢? + d?). Por el
resultado que acabamos de probar todo primo que divide a v (luego a ¢ + d?)
es suma de dos cuadrados, luego v es suma de dos cuadrados.

En resumen, tenemos probado que un ntimero es suma de dos cuadrados si
y sélo si lo es su parte libre de cuadrados, si y sélo si los primos que dividen
a su parte libre de cuadrados son suma de dos cuadrados. Sélo falta probar
que los unicos primos impares expresables como suma de dos cuadrados son
exactamente los congruentes con 1 moédulo 4. La necesidad ya estd probada.
Veamos la suficiencia. Necesitamos un hecho curioso:
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Consideremos las cuartas potencias de los primeros nimeros naturales:

1, 16, 81, 256, 625, 1.296, 2.401, 4.096, 6.561, 10.000.

Ahora calculemos las diferencias entre cada ntmero obtenido y su anterior:
15, 65, 175, 369, 671, 1.105, 1.695, 2.465, 3.439.
Otra vez:
50, 110, 194, 302, 434, 590, 770, 974.

Y otra vez:
60, 84, 108, 132, 156, 180, 204.

Y a la cuarta vez obtenemos
24, 24, 24, 24, 24, 24.

Si el lector parte de otro exponente n distinto de cuatro llegard a un resultado
similar. Unos cuantos ensayos le llevardn a convencerse de que la sucesion
obtenida se vuelve constante a partir del n—simo paso y que la constante que
aparece es concretamente el nimero n! ;Sabria dar una prueba?

Veamos, para ello, que si p(z) es un polinomio con coeficientes enteros y de
grado n no nulo, entonces p(x + 1) — p(x) es un polinomio de grado n — 1 cuyo
coeficiente director es n veces el coeficiente director de p(z).

En efecto, sea p(z) = Y., a;a’. Asi

plz+1)—p(x) = Zai(x +1)" — Zaixi.
i=0 =0

Cada polinomio (z + 1) tiene grado 4, luego el tinico monomio de grado n
que aparece en p(z + 1) es el de a,(z + 1), o sea, a,a™, que se anula con el
monomio correspondiente de p(z), luego el grado de p(x + 1) — p(x) es a lo sumo
n — 1. Ahora calculemos el monomio de grado n — 1.

En > " jai(z + 1)* tenemos dos sumandos con grado > n — 1, a saber,
an(x +1)" y ap_1(x + 1)"~1. El monomio de grado n — 1 en cada uno de
ellos es nanx™ !y an—_12™ 1, respectivamente, pero el dltimo se cancela con
el correspondiente monomio de p(z). Por tanto el monomio de grado n — 1 en
p(x +1) — p(x) es exactamente na, 2™ !, con lo que ciertamente se trata de un
polinomio de grado n — 1 con coeficiente director na,.

En consecuencia, si partimos del polinomio z™, las diferencias sucesivas son
los valores que toma el polinomio (2 + 1)" — 2™, que es un polinomio de grado
n — 1 con coeficiente director n, las siguientes diferencias vienen dadas por un
polinomio de grado n — 2 y coeficiente director n(n — 1), luego las diferencias
n-simas vienen dadas por un polinomio de grado 0, o sea, constante y con
coeficiente director igual a n!, o sea, todas son iguales a n!
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Con ayuda de este hecho vamos a probar la conjetura que teniamos pendien-
te, seglin la cual si un ntimero primo es congruente con 1 médulo 4, entonces es
suma de dos cuadrados.

En efecto, sea p = 4n + 1. Por el teorema de Fermat sabemos que todo
nimero a entre 1y p— 1 cumple [a]P~! = 1 médulo p, es decir, [a]?" = 1, luego
[a + 1]4" — [a)*" = 0, es decir, p | (a + 1)*" — a*" para 1 < a < 4n — 1.

Por otra parte (a + 1)*" — a*" = ((a + 1)?" + a®*)((a + 1)?>" — a®"), luego o
bien p | (a +1)?" + a®" o bien p | (a + 1)*" — a®".

Sip| (a+ 1)>" + a®" para algtin ntimero a, entonces, como (a,a + 1) = 1,
sabemos que p es suma de dos cuadrados. Veamos que no es posible que p no
divida a ninguno de estos ntimeros, es decir, que no es posible que se cumpla
p | (a+1)?" — a?" para todo ntimero a entre 1 y 4n — 1. En tal caso p divide a
las 4n — 2 diferencias de las potencias 2n—simas de los 4n — 2 primeros nimeros
enteros, luego también a las 4n — 3 diferencias de sus diferencias, etc. y asi
deberfa dividir a las 2n diferencias de orden 2n, que valen (2n)!, pero como p es
primo, resulta que p divide a un m < 2n, lo cual es imposible ya que p = 4n+ 1.

Lo que hemos visto es un ejemplo tipico de una demostraciéon de teoria de
nimeros de finales del siglo XVIII. Ahora vamos a probar los mismos resulta-
dos con las técnicas de principios del siglo XIX (siempre —por supuesto— con
notacién moderna).

La norma en el anillo Z[i] viene dada por N(a +bi) = a® +b? (ver el capitulo
anterior), luego un nimero n es suma de dos cuadrados si y sélo si existe un
u € Z[i] tal que N(u) = n.

Sabemos que Z[i] es un dominio de factorizacién tinica. Notemos que

a+bi | (a+bi)(a —bi) = N(a + bi),

es decir, todo entero de Gauss divide a su norma.

Si 7 es un entero de Gauss primo, entonces 7 | N(7) y N(7) es un nimero
natural que se descompone en producto de primos en Z, luego 7 ha de dividir
a uno de esos primos. Es decir, existe un primo p tal que 7 | p, luego N(7) | p?,
luego N(7) = p o N(7) = p.

Si N(7) = p? = N(p) entonces p y 7 son asociados (pues 7 divide a p y el
cociente tiene norma 1, luego es una unidad), luego m = +£p, +pi, y en particular
concluimos que p es primo en Z[i]. A su vez esto implica que no hay primos
de norma p, ya que tal primo p deberia dividir a p, pero al ser p primo p seria
asociado de p, luego su norma serfa p? y no p.

En resumen, un primo de Gauss 7 tiene norma p (y entonces p es suma de
dos cuadrados) o bien tiene norma p? (y entonces no hay primos de norma p,
luego p no es suma de dos cuadrados).

De aqui se siguen la mayoria de los hechos que hemos probado antes: un
namero n es suma de dos cuadrados si y sélo si existe un entero de Gauss u tal
que N(u) = n. Si descomponemos u = 7y - - - 7, en producto de primos queda
n =N(m)- - N(m).

Ahora es obvio que si un primo p divide a n con exponente impar, uno de los
factores N (7;) ha de ser igual a p (si sélo hubiera del tipo p? el exponente en n
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serfa par), luego p es suma de dos cuadrados. Reciprocamente, si los primos que
dividen a n con exponente impar son suma de dos cuadrados, podemos formar
un entero de Gauss u de norma n (multiplicando primos de Gauss de norma p
si el exponente de p en n es impar y primos naturales p si el exponente es par).

En resumen: un nimero es suma de dos cuadrados si y sélo si los primos
que lo dividen con exponente impar son sumas de dos cuadrados. Teniendo
en cuenta que la parte libre de cuadrados de un nuimero es el producto de los
primos que lo dividen con exponente impar, esto implica todo lo que habiamos
probado excepto una cosa: que los primos que son suma de dos cuadrados
son 2 y los congruentes con 1 mdédulo 4. En términos de enteros de Gauss
esto significa que hay enteros de Gauss de norma p si y sélo si p = 2 o bien
p=1(méd 4).

La prueba que hemos visto de que los primos impares p = 2% + y? son
congruentes con 1 médulo 4 es trivial, por lo que no tiene sentido buscar una
alternativa. Por el contrario, vamos a dar una prueba “més moderna” del
reciproco.

Supongamos que p = 1 (mdd 4). Hemos de probar que p es suma de dos
cuadrados o, equivalentemente, que p no es primo en Z[i] (pues esto ya implica
que p factoriza en dos primos de norma p, luego es suma de dos cuadrados). A
su vez, para ello basta probar que existe un n € Z tal que —1 = n? (méd p). En
efecto, en tal caso p | n2 +1 = (n +1)(n — i), pero claramente p { n £ i en Z[i],
luego p no puede ser primo.

En otros términos, hemos de probar que —1 tiene raiz cuadrada en Z/pZ.
Para ello consideramos el polinomio z(~1/2 — 1 entre cuyas raices estén todos
los cuadrados no nulos de Z/pZ (por el teorema de Fermat 5.7). Por otra parte,
en Z/pZ hay (p — 1)/2 cuadrados no nulos (#? = 3? si y sélo si y = +ux, y
2 # —z). Como un polinomio tiene a lo sumo tantas raices en un cuerpo como
indica su grado, concluimos que las raices de 2(P~1)/2 — 1 son exactamente los
elementos con raiz cuadrada. Ciertamente, si p = 1 (méd 4) tenemos que —1 es
una de dichas raices.

Con lo visto podemos comprender la utilidad de los conceptos algebraicos
tales como el anillo de enteros de Gauss. La prueba que hemos obtenido con
ellos es mucho més sencilla, no requiere apenas calculos, es por tanto mas facil de
recordar y explica realmente por qué la propiedad de ser suma de dos cuadrados
depende sélo de la parte libre de cuadrados. En muchos casos, las técnicas
algebraicas permiten llegar a resultados que serfan imposibles mediante meros
calculos. Mas adelante veremos méas ejemplos.

6.3 Sumas de cuatro cuadrados
No estamos en condiciones de estudiar qué numeros pueden expresarse como
suma de tres cuadrados (aunque el lector podria conjeturar ficilmente cuéles

son), pero vamos a demostrar un importante resultado debido a Lagrange:

Teorema 6.1 Todo numero natural es suma de cuatro cuadrados.
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DEMOSTRACION: El problema se reduce a estudiar los niimeros primos en
cuanto pensamos en el anillo de los cuaterniones racionales y en el hecho de que
la norma del producto es el producto de las normas. Al escribirlo explicitamente
obtenemos la formula:

= (z2' —yy' — 22’ —ww')? + (zy +y2' + 2w’ — w2')
+(z2' + 22" +wy' —yw')? + (2w’ +wa’ +y2' — zy' )%

2

Esto nos dice que el producto de niimeros expresables como suma de cuatro
cuadrados es también expresable como suma de cuatro cuadrados, luego basta
probar que todo ntimero primo es expresable como suma de cuatro cuadrados.

Por razones técnicas vamos a necesitar la variante que resulta de sustituir z’
por —z’ en la férmula anterior:

(@2 + 4% + 22 + ) (&% + 2 + 22 + w'?)
= (—az’ —yy — 22’ —ww')? + (zy — y2' + 2w’ — wz')
+(z2' =z’ +wy' —yw')? + (vw’ — wa’ +y2' — zy' )% (6.1)

2

Como 2 = 12 + 12 4 02 + 02, basta probar que todo primo impar p es suma
de cuatro cuadrados.

Los nimeros 22 con 0 < z < %(p — 1) son incongruentes médulo p, e igual-
mente ocurre con —1 —y? con 0 <y < (p—1).

Como en total son p + 1, existen x, y en estas condiciones tales que

22 = —1 —y?* (méd p). (6.2)

Entonces 22 < (3p)?, 32 < (3p)?, luego 22 + 32 < 2(5p)?,
2, .2 L N2,
x“ 4y +1<1+2(§p) < p*, (6.3)

Por (6.2) 22 + y*> +1 =0 (méd p), luego % + y> + 1 = mp < p? (por (6.3)), de
donde 0 < m < p.

Sea r el menor natural no nulo tal que existen nimeros enteros x, y, z, w
que cumplan rp = 22 4+ 52 + 22 + w?. Como m cumple esto, serd r < m < p.

Necesariamente r es impar, pues si fuera par, 0, 2 0 4 de los z, y, z, w serian
pares y, reordenandolos, podriamos exigir que t+y, T —y, z+w y z —w fueran
pares.

Entonces 3rp = (3(z + y))2 + (3(z— y))2 + (3(z+ w))2 + (3(z - w))2, en
contradiccién con la minimalidad de 7.

Nuestro objetivo es probar que r = 1. Supongamos que r > 1.

Sean z', ¢/, 2/, w’ los restos médulo r de z, y, z, w entre —r/2 y r/2 (es
posible ya que 7 es impar).

Claramente n = 22 + ¢ + 22 +w? = 22 + > + 22 + w? = rp = 0 (méd r),
pero n > 0, pues en otro caso &’ =y’ = 2’ = w’ =0, r dividirfa z, y, z, w, luego
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r? | 22 + 9% + 22 + w? = rp, de donde r | p y en consecuencia r = 1, contra lo
supuesto. También es claro que n < 4(3r)? = r?.

Sea 0 < k < r tal que n = kr. Por la identidad (6.1), krpr = 2 +23 + 23423
para ciertos naturales zy, 29, 23, 24 y, teniendo en cuenta cémo se obtienen a

partir de z, y, z, w, 2, ¥, 2’, w’, es claro que los cuatro son multiplos de r (por

ejemplo z; = —za’ —yy — 22/ —ww' = 2% —y? — 22 —w? = —rp =0 (méd 7)).
Asf pues z; = rt; y por tanto r?kp = r?t? 4+ r?t3 + r?t2 + 22, con lo que
kp =2 +t3 + t% + t3, en contra de la minimalidad de 7. "

6.4 Numeros de la forma x? + 3y?

Fermat planted, junto al estudio de los nimeros expresables como suma de
dos cuadrados, el problema mas general de determinar qué niimeros pueden
expresarse en la forma z? 4+ 2y2, x2 + 3y?, etc. Ahora estudiaremos el caso
2% + 3y? para destacar las analogias y las diferencias con el caso ya visto de las
sumas de dos cuadrados. Comencemos examinando una tabla:

0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
3 4 7 12 19 28 39 52 67 84 103
12 13 16 21 28 37 48 61 76 93 112
27 28 31 36 43 52 63 76 91 108 127
48 49 52 57 64 73 84 97 112 129 148
75 76 79 84 91 100 111 124 139 156 175

Como en el caso de las sumas de dos cuadrados, se observa que un nimero
estd en la tabla si y s6lo si lo estd su parte libre de cuadrados y que un nimero
libre de cuadrados estd en la tabla si y sélo si lo estdn los primos que lo compo-
nen.

Del mismo modo que 2 era un caso excepcional en el caso de la suma de dos
cuadrados, aqui lo es el tres, pues si observamos los primos distintos de 3 que
aparecen en la tabla:

7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97,

notamos que son los de la forma 6n + 1.

La conjetura es, por tanto, que un nimero es de la forma 22 + 3y? si y sélo
si los primos que lo dividen con exponente impar diferentes de 3 son de la forma
6n + 1.

Veamos en primer lugar la necesidad de la condicién para los primos.

Supongamos que un primo p # 3 es de la forma p = a? 4 3b%. El nimero a
no puede ser multiplo de 3 o si no 3 | p. Consecuentemente, médulo 6 el nimero
a esigual a 1, 2, 4 0 5, luego a® ha de ser 1 o 4.

Por otro lado los cuadrados médulo 6 son 0, 1, 3 o 4, luego 3b% ha de ser
congruente con 0 o 3.

Ahora, la suma de un nimero congruente con 1 o 4 méds un nimero con-
gruente con 0 o 3 da un niimero congruente con 1 o 4 médulo 6, pero si p = 6n+4
entonces 2 | p, contradiccién. Asf pues p = 6n + 1.
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El hecho siguiente es que por la férmula
(a® 4 3b?)(c? + 3d*) = (ac — 3bd)? + 3(ad + be)?, (6.4)

el producto de niimeros expresables en la forma 2% + 3y? es también de esta
forma.

Probamos ahora que si 2 divide a un niimero de la forma a? + 3b? entonces
de hecho 4 | a® + 3b? y el cociente también es de esta forma.

En efecto, a y b deben ser ambos pares o ambos impares. Si ambos son pares,
entonces 4 | a® y 4| b%, luego 4 | a® + 3b% y (a® + 3b%)/4 = (a/2)? + 3(b/2)>.

Si ambos son impares a = 4m=+1y b =4n=+1. Escogiendo el signo de modo
que los unos se cancelen resulta que 4 | a + b o bien 4 | a — b.

Si 4 | a + b entonces, por (6.4),

4(a® 4 3b%) = (12 + 3 -12)(a® + 3b%) = (a — 3b)* + 3(a + b)?,

ya—3b=a+b—4b,luego 4 | a—3by asi 16 | 4(a®+3b?), es decir, 4 | (a®+3b?)
y (a® +3b%)/4 = ((a — 3b)/4)* + 3((a + b)/4)?.
Si 4| (a — b) se razona igual con la igualdad

4(a* + 3b%) = (12 + 3(=1)?)(a® + 3b%) = (a + 3b)* + 3(a — b)>.

Ahora probamos que si un ntimero a2 4 3b2 es divisible por un primo de la
forma p = u? + 3v?%, entonces el cociente también tiene esta forma.
Para ello observamos que

(ub — av)(ub+ av) = u?b? — a*v? = u?b? + 3v?b? — 30%? — av?

b?(u? 4 3v%) — v?(a?® + 3b?).

Por lo tanto p | (ub—av)(ub+av) y, como es primo, p | (ub—av) o p | (ub+av).
Llamando s = +1 segin el caso tenemos que p | (ub + sav) y (de nuevo por

(6.4))
(u? + 3v%)(a® + 3b%) = (u? + 3(sv)?)(a® + 3b%) = (ua — s3vb)? + 3(ub + sav)?,

luego p | (ua — s3vb)? y, por ser primo, p? | (ua — s3vb)?, con lo que

a® + 3b? _ (ua—s3vb>2 +3 (ub+sav>2
b D p

Como consecuencia, si un nimero a? 4 3b% es divisible entre un ntmero
impar x que no es de esta forma, entonces el cociente tiene un factor impar que
tampoco es de esta forma. En efecto, sea a®+3b% = zy. Si 2 | y, entonces hemos
probado que 4 | y y ademés z(y/4) = ¢? + 3d?. Podemos repetir hasta que y/4"
sea impar, con lo que y es de la forma y = p;y - - - p,,,, donde cada p; = 4 o bien
es un primo impar. Si no hubiera primos impares o todos fueran de la forma
u? + 3v2, entonces los dos resultados anteriores nos darfan que = también es de
la forma 72 + 3s2.
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Si (a,b) = 1 y un primo impar p | a®+3b?, entonces p es también de la forma
p=c?+ 3d°.

En efecto, sean a = mp+cy b =np=+d, donde |c| < p/2 y |d| < p/2 (la
desigualdad estricta es posible sélo si p es impar).

Moédulo p se cumple que a? + 3b% = 2 + 3d?, luego p | ¢ + 3d2.

Sea c? +3d? = py. Notemos que (c,d) | y, pues en otro caso p | (c,d), lo cual
es imposible. Por consiguiente al dividir entre (c,d) queda e? + 3f% = pz, con
(e, f) = 1, y si p no fuera de la forma pedida, entonces z tendria un factor primo
impar ¢ que tampoco serfa de esta forma. Ahora, pq | pz | €2 + 3f2 | 2 + 3d?,
luego pg < (p/2)% + 3(p/2)? = p?, con lo que g < p.

En resumen, si p no cumple lo pedido, hay un primo menor que tampoco lo
cumple. Esto es imposible, pues ha de haber un minimo primo en las condiciones
de p.

Supongamos ahora que n = a? + 3b%. Entonces, si n es par, 4 | n y n/4
es también de esta forma. Repitiendo, podemos expresar n = 4°m, donde m
es impar. Esto significa que la parte libre de cuadrados de n es impar. Sea
n = u?v con v libre de cuadrados e impar. Asi n = a? + 3b? = (a, b)?(c? + 3d?)
con (¢,d) = 1. Entonces (a,b) | u, luego v | ¢* + 3d%. Por el resultado que
acabamos de probar todo primo (impar) que divide a v (luego a c® + 3d?) es
suma de la forma indicada, luego v también.

Esto prueba que un ntmero es de la forma a? + 3b? si y sélo si lo es su parte
libre de cuadrados, y que un nimero libre de cuadrados es de esta forma si y
sélo si lo son los primos que lo componen. Falta probar que los primos de esta
forma son el 3 y los congruentes con 1 médulo 6.

Notar que un primo es de la forma p = 6n+1 si y sélo si p = 3n+ 1, pues 3n
ha de ser par. Como en el caso de las sumas de dos cuadrados, los nimeros a>”
son congruentes con 1 médulo p para a = 1,...,3n (por el teorema de Fermat).
Por tanto p divide a las 3n diferencias (a + 1)®" — a3", paraa =1,...,3n — 1.
Ahora bien,

(a+ 1)3n o a?m _ ((a+ 1)71 _an)((a+ 1)2n 4 ((1+ 1)nan +a2n)
= ((a+1)" —a™) (A% + A(2B) + (2B)?) = (A+ B)* + 3B?,

(donde hemos usado que o bien a, o bien a + 1 es par).

Ademéds (a,a + 1) = 1 implica que (A,B) = 1. Sip | (A+ B)? + 3B?,
entonces p es de la forma pedida. En otro caso p | ((a + 1) — a") para todo
a=1,...,3n—1, luego p divide a las 2n diferencias n—simas, que valen n!, lo
que es imposible puesto que p = 3n + 1.

Los argumentos que hemos empleado recuerdan en muchos aspectos a los
que usamos al tratar las sumas de dos cuadrados, pero seria ingenuo pensar que
se trata de dos casos particulares de un mismo argumento general. En realidad
el caso que acabamos de estudiar presenta dificultades adicionales intrinsecas,
sin un equivalente en las sumas de dos cuadrados. Esto no puede verse en la
marana de calculos que hemos empleado, y sélo se comprende adecuadamente
cuando se plantea en el contexto algebraico adecuado. En esta linea podriamos
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pensar en la factorizacion
2?43y = (¢ + V3) (& — V=I)
y tratar de simplificar la prueba utilizando el anillo
Z[vV-3] ={a+b/=3|abeZ},

del mismo modo que en el caso de las sumas de dos cuadrados hemos considerado
el anillo de enteros de Gauss. Ciertamente este anillo estd muy relacionado
con el problema, pero nos encontramos con el obsticulo de que Z[\/f_ﬂ no es
un DFU. En efecto, como de costumbre, consideramos la norma definida por
N(a+by/=3) = (a+ by/=3)(a — by/=3) = a® + 3b%. Como en los otros ejemplos
se comprueba que es multiplicativa, asi como que las unidades son los elementos
de norma 1, lo que nos da unicamente +1. La factorizacion

14+vV=-3)(1-vV-3)=4=2-2 (6.5)

es un ejemplo de factorizacién no tinica, pues los cuatro factores tienen norma
4 y es facil ver que no hay elementos de norma 2, por lo que los cuatro son
irreducibles y no asociados.

Este es el motivo que hace méas complicado el problema. La razén por la
que, pese a ello, el problema no es excesivamente mas complicado es que puede
probarse que la ecuacién (6.5) es esencialmente el tinico caso de factorizacién no
Gnica en Z[\/—_?) ] En la seccién siguiente estudiaremos esta factorizacién en
relacién con un problema similar al de la clasificacién de las ternas pitagéricas.

Ejercicio: Obtener una conjetura sobre qué nimeros son de la forma a? + 2b°.

Ejercicio: Estudiar los niimeros de la forma a? + 5b° y comprobar que no cumplen
propiedades similares a las de los ejemplos anteriores.

6.5 La ecuacién z? 4 3y? = 23

Aqui estudiaremos la factorizacién en el anillo Z[m] para probar el si-
guiente resultado técnico, que necesitaremos en la préxima seccién.
Las soluciones enteras de la ecuacion x? + 3y? = 2° con (z,y) = 1
son exactamente las de la forma

= a® — 9ab?, y = 3a%b — 3b° 2z =a? + 3b%,
donde a y b son enteros primos entre si.

Sea o : Q[\/—_?)] — Q[\/—_S] la aplicacién o(a + by/—3) = a — by/—3. Es

inmediato comprobar que se trata de un isomorfismo de anillos.

Sean a y b nimeros cualesquiera y x + yv/—3 = (a + by/—3)3. Aplicando o
obtenemos que x — yv/—3 = (a — by/=3)3 y

P43 = (@) — V) = (a+ 0VTB) (0 — WD)
((a+bvV=3)(a — bv/=3))° = (a* + 3?)°.
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Asi, 22 + 3y? = 23, donde z = a? + 3b2. Desarrollando (a + by/—3)3 por el
teorema del binomio de Newton, obtenemos

a® 4 3a*bv/=3 + 3ab*V =32 + b3V =33 = a® — 9ab® + (3a*b — 3b%)v/—3,

luego = = a® — 9ab?, y = 3a’b — 3b°.

Esto prueba que las ternas (a® — 9ab?,3a%b — 3b3,a® + 3b%) cumplen cier-
tamente la ecuaciéon 22 + 3y? = z3. Ademds si (x,y) = 1 también (a,b) = 1,
o de lo contrario un entero no unitario dividiria a a 4+ byv/—3, luego a su cubo
x +yv/—3, luego a = y a y. Notar que una prueba directa que no use el anillo
Z [\/7_3} es necesariamente mucho mas complicada.

Ademaés los cédlculos que acabamos de hacer nos muestran que si tenemos
22 +3y? = 23 nos basta probar que x+yv/—3 = (a+by/—3)3 para ciertos enteros
a y b, pues entonces = e y tendran la forma deseada. Si el anillo Z [\/—_3] fuera
un DFU esto se reduciria esencialmente a justificar que en la igualdad

2 = (x+yv=3)(x —yv-3)

los dos factores de la derecha son primos entre si, pues entonces seria facil ver
que ambos habrian de ser cubos. Lo que haremos serd probar que los elementos
x4+ yv/—3 con (x,y) = 1 admiten algo muy parecido a una factorizacién dnica.

1) Si (a,b) = 1y a® 4 3b? es par, entonces (14+/=3) | (a + by/—3) (siempre
en Z[\/—?)]), donde el signo se escoge adecuadamente.

En general p | g en Z[/=3] siy sélo si existe un r € Z[/=3] tal que pr = ¢,
es decir, si y sélo si p~1q € Z[/—3], donde el inverso se calcula, en principio, en
Q[v=-3].

Como N(u) = uo(u), el inverso de u en Q[v/=3] es u™' = o(u)/ N(u).

Concretamente los inversos de 1 4+ /=3 y 1 — /=3 son, respectivamente,
1(1—+v/=3)y $(1+v/=3), y multiplicados por a + by/—3 dan

1 1 1 1
Z(a +3b) + Z(—a +b)V-3 y Z(a —3b) + Z(a +b)vV=3.

Asi pues, 14 /=3 dividird a a + by/—3 si uno de estos dos elementos esta en
Z[V=3], es decir, si 4| (a+3b) y 4| (—a+b) o bien 4| (a —3b) y 4| (a +b).

Ahora bien, a y b han de tener la misma paridad, y como son primos entre
si, han de ser ambos impares. Por tanto seran de la forma 4n + 1, luego a +b o
a — b ha de ser divisible entre 4.

Si 4 | a+ b, también 4 | a — 3b, pues, médulo 4, se cumple [a — 3b] =
la] + [~3)1b] = [a] + [5] = [a+8] = 0.

Si4 | a—b, entonces también 4 | a+3b, pues, médulo 4, [a+3b] = [a]+[3][b] =
[a] + [-1][b] = [a — b] = 0. Ademds [—a + b] = [-1][a — b] = 0.

Por tanto se cumple lo pedido.

2) Si (a,b) = 1y a® + 3b? es divisible por el primo impar p, entonces p es
de la forma p = u? + 3v? y (u £ vv/=3) | (a + by/=3), donde el signo hay que
escogerlo adecuadamente.
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La primera parte estd probada en la seccion anterior. También alli se vio
que si un primo impar p = u? + 3v? divide a a? + 3b, entonces p | (ub + sav),

siendo s = +1y
24 3P — (ua— s3vb>2 +3 <ub—|—sav>2
p b

Llamando = = (ua — s3vb)/p e y = (ub+ sav)/p, resulta que
z+yV=3 = (u+svv/=3)(a +bv/=3)/p.
Multiplicando por u — svv/—3 obtenemos
(u—svV/=3)(z + yV=3) = pla+bV=3)/p = a + bv/-3.
3) Si (a,b) = 1, entonces
a+bv—=3 = +(u; £ v1vV=3)(ug £ vov/=3) - - - (up, = v,/ =3), (6.6)
donde la norma de cada factor es 4 o un primo impar.

Esto es consecuencia de los dos resultados anteriores, sin mas que tener en

cuenta que en una factorizacién a + bv/—3 = (u + v/—=3)(z + y/—3) se ha de
cumplir (z,y) =1 o de lo contrario (a,b) # 1.

4) Los factores de (6.6) estdn determinados salvo signo por el hecho de que
a?+3b% = (u3+3v?) - - (u2 +3v2) es una descomposicién de a?+3b? en producto
de primos impares y cuatros. Ademas en la descomposicién nunca aparecen a
la vez dos factores u + vv/—3 v u — vv/—3.

Lo que hay que probar es que si p = u? + 3v? es un primo impar o un 4,
entonces u y v estan determinados salvo el signo. Para p = 4 es obvio. Si p
es un primo impar y p = u? + 3v? = r? + 352, entonces por 2) u + vy/—3 =
(r + sv/=3)(z + yv—=3), luego tomando normas, x? + 3y*> = 1, con lo que
r+yv—3==x1yasl u+vy/-3==%(r+ sv/-3), es decir, u = £r y v = +s.

Por otra parte, si aparecieran simultdneamente dos factores u + vv/—3 y
u — vy/—3, entonces u? + 3v? | a + by/—3, luego u? + 3v? | (a,b), contradiccion.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado que tenemos pen-
diente:

Si(z,y) =1 yx?2+3y? es un cubo, entonces x+yv/—3 = (a+by/—3)3

para ciertos enteros a y b.

En efecto: cada primo que divide a 22 4 3y? lo hace con exponente multiplo
de 3, y como 2 ha de dividirlo con exponente par, de hecho 2 lo divide con
exponente miltiplo de 6. Asf 22 + 3y? = p3 ---p?, donde cada p; es un 4 o un
primo impar.

En la factorizacién de x + yv/—3 tipo (6.6), cada p; da lugar al mismo
factor u; & v;4/—3, pues no pueden aparecer con signos distintos, es decir, la
factorizacién es de la forma

r+yvV—3=£(u; £ v1vV—3)3(uz + v2v/=3)3 - - (u,, £ v,vV/—3)3,
luego = + y+/—3 es un cubo. n
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6.6 El Ultimo Teorema de Fermat

Pierre de Fermat fue un eminente matematico que realiz6é grandes descubri-
mientos en teoria de niimeros, pero, de acuerdo con las costumbres de su época,
jamas publicé nada, y su trabajo es conocido por la correspondencia que man-
tuvo con otros matematicos asi como por la publicacién péstuma de sus obras,
llevada a cabo por su hijo Samuel. Entre las notas asi publicadas se encontraban
ciertas anotaciones en los margenes de una edicién de la Aritmética de Diofanto,
una de las cuales, situada junto al punto en el que Diofanto encuentra las ternas
pitagoricas, afirma que mientras —ciertamente— existen nimeros enteros que
satisfacen la ecuacién 22 + y2 = 22, el resultado es falso para exponentes mayo-
res que dos, es decir, la ecuacién x™ +y™ = 2™ no tiene soluciones positivas para
n > 2. Fermat afirma tener una maravillosa demostracién de este hecho, pero
que no cabe en el margen del libro. Indudablemente Fermat debié de cometer
un error, pues solo recientemente se ha encontrado una compleja prueba basada
en potentes técnicas algebraicas de las que Fermat distaba mucho de disponer.

La afirmacién:

La ecuacion x™ 4+ y™ = 2™ no tiene soluciones enteras positivas para
exponentes n > 2.

se conoce con el nombre de Ultimo Teorema de Fermat, aunque, segun lo dicho,
es practicamente seguro que Fermat nunca lo demostré ni tampoco fue su iltima
conjetura, ni mucho menos.

Aqui vamos a resolver algunos casos particulares del Ultimo Teorema de
Fermat y daremos algunas indicaciones del camino que permite obtener mas re-
sultados sobre él.El caso mas simple, dado el estudio sobre las ternas pitagéricas
que hemos llevado a cabo, es el caso n = 4.

Teorema 6.2 La ecuacion, x* +y* = 22 no tiene soluciones enteras positivas.
En particular el Ultimo Teorema de Fermat es cierto para n = 4.

DEMOSTRACION: Si existen soluciones positivas de la ecuacién x4 +y* = 22,

entonces (22,42, ) es una terna pitagérica. Notar que si dividimos z, y, z por su
m.c.d. obtenemos ntimeros primos entre si que siguen cumpliendo la ecuacion
(notemos que si un primo p divide a x y a y, entonces p? divide a z), luego
podemos suponer que (z,y,z) = 1, y claramente esto implica que en realidad
son primos entre sf dos a dos y que la terna (22, y?, z) es primitiva.

Segtin los resultados de la seccién primera, 2 = 2pq, y2 = p*—q?, z = p?>+4¢°,
donde p y ¢ son nimeros enteros primos entre si, de distinta paridad y p > ¢ > 0
(intercambiamos z con y si es necesario para que x? sea el par).

Ahora, p? = y? + ¢2, luego (q,y,p) es otra terna pitagérica, lo que obliga a
que p sea impar, luego ¢ ha de ser par, y asi ¢ = 2ab, y = a® — b%, p = a® + b2,
para ciertos enteros a y b primos entre si, de paridad opuesta, a > b > 0 (notar
que se trata de una terna primitiva porque (p,q) = 1).

Por lo tanto 22 = 4ab(a® + b?) y en consecuencia ab(a® + b*) = (x/2)2. Por
otra parte (a,b) = 1 implica ficilmente que (ab, a® + b?) = 1.



6.6. EIl Ultimo Teorema de Fermat 81

Ahora usamos una vez mas un argumento muy simple pero importante: si
el producto de dos niimeros naturales primos entre si es un cuadrado, entonces
ambos son cuadrados, pues cada uno de ellos debe tener cada factor primo con
exponente par.

Concluimos que ab y a? 4+ b? son cuadrados y, por el mismo argumento,
también lo son a y b. Digamos a = u?, b = v?, a® + b* = w>.

Entonces u* + v* = a? + b? = w? :p<p2+q2:z<22.

En resumen, si existe una terna de nimeros positivos (z,y, z) de manera que
xt +y* = 22, existe otra (u,v,w) que cumple lo mismo pero con w? < z2. Si
existieran tales ternas deberia haber una con z minimo, lo cual es falso segin
lo visto, por lo que la ecuacién no tiene solucién. [

Es importante notar que el teorema anterior no sélo prueba el Ultimo Teo-
rema de Fermat para n = 4, sino en general para n = 4k. En efecto, si existieran
nimeros positivos (z,v, z) tales que z** 4+ y** = 2** entonces (2, y*, 2¥) seria
una solucién a la ecuacién z* + y* = 2%, lo cual es imposible. En particular el
Ultimo Teorema de Fermat es cierto para las potencias de dos.

De aqui se sigue ahora que si el Ultimo teorema de Fermat es cierto para
exponentes primos impares, entonces es cierto para todo exponente. En efecto,
si existen soluciones positivas a una ecuacion ™ +y™ = 2™, entonces n no puede
ser potencia de 2, luego existe un primo impar p tal que p | n, o sea, n = pk,
para cierto entero k, luego (z¥,4*, 2¥) es una solucién positiva a la ecuacion
P +yP = 2P,

Observemos que si p es impar el Ultimo Teorema de Fermat equivale a la no
existencia de soluciones enteras no triviales (o sea, con xyz # 0) de la ecuacién

’ +yP + 2P =0,

lo que muestra que en realidad el papel de las tres variables es simétrico. Esto
simplifica algunos argumentos.

El caso p = 3 fue demostrado por Euler, y en la prueba aparecen nuevas
ideas de interés. Vamos a verlo.

Teorema 6.3 No existen enteros no nulos x, y, z tales que x> + % = 23.

DEMOSTRACION: Vamos a seguir la prueba del teorema 6.2. Para empe-
zar suponemos que existen nimeros (x,%,z) que cumplen z® + y3 = 23, Di-
vidiéndolos entre su m.c.d. podemos suponer que son primos entre si y, al cum-
plir la ecuacién, han de ser primos entre si dos a dos. Es obvio que a lo sumo
uno de los tres niimeros puede ser par, pero si x, y son impares entonces z es
par, luego exactamente uno de ellos es par.

Por simetria podemos suponer que x e y son impares. Entonces x + vy, x — vy
son pares, digamos x +y =2p, x —y=2q. Asix =p+q, y=p—q.

Ahora consideramos la factorizacién siguiente:

2?4y’ = (x+y)(a® —zy+y°)

[No es dificil llegar a ella: basta observar que el polinomio 2% + 1 tiene una raiz
igual a —1, luego es divisible entre x4+ 1, y la divisién da lugar a la factorizacién
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22+ 1= (x+1)(2% — 2+ 1). Ahora se sustituye = por z/y y se multiplica por
v’
Sustituyendo obtenemos

P+t =2 ((p+0)’ - +a)p—q)+@@—q)?) =2p(p° + 3¢°).

Ademds podemos afirmar que p y ¢ son primos entre si (un factor comun
lo serfa de z e y) y tienen paridades opuestas (porque = p + ¢ es impar).
Cambiando el signo de x, y, z si es necesario podemos suponer que = + y > 0,
luego p > 0 e, intercambiando x con y si es necesario, también g > 0 (no puede
ser que = y, pues ¢ serfa 0, y como (z,y) = 1 habria de ser z =y =1, y
entonces 2> = 2, lo cual es imposible).

En resumen, si existe una solucién (z,y,z) con x e y impares, entonces
existen numeros naturales no nulos p y ¢ de paridad opuesta, primos entre si
tales que el niimero 2p(p? + 3¢?) es un cubo.

El andlogo en la prueba del teorema 6.2 era la factorizaciéon 2 = 4ab(a®+b?),
que nos daba que ab(a?+b?) debia ser un cuadrado. Igualmente nosotros hemos
de justificar que los ntimeros 2p y p? + 3¢? son primos entre si, con lo que cada
uno de ellos serd un cubo.

En realidad esto no tiene por qué ser cierto, pero poco falta. Notemos
primero que, como p y ¢ tienen paridad opuesta, p? + 3¢? es impar, de donde se
sigue claramente que (2p, p? + 3¢%) = (p,p* + 3¢®) = (p,3¢?) y como (p,q) = 1
el tinico factor comiin de p y 3¢% es 3. En otras palabras, si 3 no divide a p,
entonces (2p, p? + 3¢%) = 1. Supongamos que es asi.

Entonces, segin lo dicho, 2p y p? + 3¢? son cubos. En este punto usamos
el resultado de la seccién anterior (el andlogo en el caso que nos ocupa a la
clasificacién de las ternas pitagdricas). Tenemos que p = a(a — 3b)(a + 3b),
g = 3b(a —b)(a+b). Claramente a y b son primos entre si y tienen paridades
opuestas (0 si no p y ¢ serfan pares).

Por otra parte 2p = 2a(a — 3b)(a + 3b) es un cubo. Veamos de nuevo que
los factores 2a, a — 3b y a + 3b son primos entre si dos a dos, con lo que los tres
seran cubos.

Como a y b tienen paridades opuestas, a — 3b y a + 3b son impares, luego un
factor comun de 2a y a & 3b es un factor de a y a + 3b, luego un factor comin
de a y 3b. Igualmente un factor comin de a4+ 3by a — 3b lo es de a y 3b, luego
basta probar que (a, 3b) = 1. Puesto que (a,b) = 1, lo contrario obligaria a que
3| a, pero entonces 3 | p y estamos suponiendo lo contrario.

Asi pues, 2a = u3, a—3b = v3, a+3b = w?, luego v3+w? = 2a = u3. Nuestro
objetivo es encontrar una solucién de la ecuacién de Fermat con z3 par y menor
(en valor absoluto) que el valor del que hemos partido. Asi podremos concluir
que no pueden existir tales soluciones ya que no puede haber una minima.
Hemos de reordenar la terna (u,v,w) para dejar en tercer lugar la componente
par. Como u3v3w? = 2a(a—3b)(a+3b) = 2p | 23, lo cierto es que la componente
par, sea cual sea, es menor en médulo que z3.

Falta llegar a la misma conclusién si 3 | p. Supongamos que p = 3s y que
3 1 q. Entonces nuestro cubo es 2p(p* + 3¢?) = 3% - 25(3s2 + ¢?) y los ntimeros
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32 .25 y 352 + ¢% son primos entre sf, pues (s,q) = 1 obliga a que los tinicos
divisores comunes posibles sean 2 y 3, pero 352 + ¢* es impar (luego 2 no sirve)
y 31 ¢, (luego tampoco sirve).

Consecuentemente 32-2s = 4> y 352 +¢2 = v3. Por el resultado de la seccién
anterior, ¢ = a(a — 3b)(a + 3b), s = 3b(a — b)(a + b).

Por otro lado 3% - 2s = 3% - 2b(a — b)(a + b) es un cubo, luego 2b(a — b)(a + b)
también lo es. El resto de la prueba es practicamente igual al caso anterior.

n

6.7 Enteros ciclotémicos

Hay dos aspectos de la prueba anterior que conviene destacar. Uno es el
uso de la descomposicién 2 + y* = (z + y)(2? — 2y + y?) en el comienzo de la
demostracién. El otro es el uso del anillo Z[\/—_QS] como un medio de obtener
resultados sobre nimeros enteros pasando por nimeros “imaginarios”.

El caso p = 5 del dltimo teorema de Fermat fue demostrado independiente-
mente por Dirichlet y Legendre mediante técnicas similares, considerando fac-
torizaciones méas complejas y ayudédndose del anillo Z[\/—_E)} Sin embargo la
prueba resulta mucho mas complicada que la que acabamos de ver y los ca-
sos superiores se vuelven practicamente intratables debido a que la complejidad
aumenta desmesuradamente. Dirichlet intenté probar el caso p = 7, pero sélo
consiguié una prueba para exponente 14.

Fue Kummer quien, basandose en ideas de Lamé, obtuvo una prueba del teo-
rema de Fermat para una amplia clase de primos. No estamos en condiciones de
abordar la teoria de Kummer, pero podemos indicar en qué se basa. Esencial-
mente se trata de usar nimeros “imaginarios” para simplificar la factorizaciéon
de zP 4+ yP. Concretamente, tenemos la factorizaciéon

P —1= (-1 4+ Fa+1),

y vimos en el capftulo anterior que el factor p(z) = 2?1 + .- + 2 + 1 es
irreducible. El teorema 5.21 nos da que existe un cuerpo Q[w] en el que p(x)
tiene una raiz w. Concretamente

Qw] = {ap_gwp_Z +tawtap | ap_s, ..., a0 € Q},

y ademads la expresiéon de cada elemento es tnica. Por razones que ahora no
podemos explicar a este cuerpo se le llama cuerpo ciclotémico p—ésimo.

Como p(w) = 0y p(x) | P — 1, resulta que wP — 1 = 0, 0 sea, wP = 1y,
obviamente, w # 1.

No puede ocurrir que w™ = 1 para 0 < n < p, pues entonces, tomando el
minimo n que cumple esto, p = nec+ 7 con 0 < r < p (p es primo), y entonces

WP = (W")¢-w" = w" # 1, contradiccién. Esto significa que las potencias 1 = w?,

w, w?, ..., wP™! son distintas dos a dos, pues si w® = w’, entonces w* 7 = 1.
Ademsés todas cumplen (w”)P = 1, luego son las p raices del polinomio 2P —1,

osea, 2P — 1= (z — 1)(x —w) -+ (z — wP™L).
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Sustituyendo « = —z/y y multiplicando por —y? obtenemos la factorizacién
P +y? = (z+y)(r+wy) - (z+wPly).

Esta factorizacion en polinomios de grado 1 es la mas simple posible, y es la
clave para obtener pruebas del teorema de Fermat para numerosos valores de p.
Para ello es necesario estudiar el cuerpo Qw] asi como el anillo de los llamados
enteros ciclotomicos:

Zlw] = {ap_ 2w’ ? 4+ +aw+ao | ap_a,...,a9 € Z}.

Ello supone desarrollar una compleja teoria que nos queda muy lejana. Sin
embargo vamos a hacer alguna observacién adicional sobre estos anillos.
Como la relacion wP = 1 es mas sencilla de manejar que la relacion

wp_1+...+w+1:(), (67)
resulta conveniente trabajar con los elementos de Q[w] en la forma
ap,lwp_l + -t aw+ag (6.8)

(de modo que, al operar, simplemente reducimos las potencias w? que puedan
aparecer).
El tnico inconveniente es que la expresion ya no es tnica. Si tenemos

ap_lwp_l + - +aw+ag =0,
usando la relacién (6.7) tenemos que
ap,lwp_l + -+ aw +ag —ap,l(wp_l +--+w+1)=0,
o sea,
(ap—2 = ap-1)w "% + - + (a1 — ap-1)w + (ag — ap-1) =0,

y por la unicidad
p—1 = Qp—2 =+ = Qa1 = ag-

De aqui se sigue en general que
ap_lwpfl +--+aw+ag = bp_lwpfl 4+ -+ biw+ by
si y s6lo si (restando los dos miembros)
ap—1 _bp—l Zap—Q—bp—Q =---=a; — by =ap — by,

o en otras palabras, si existe un nimero racional ¢ tal que a; = b; + ¢, para todo
1=0,...,p—1. Equivalentemente, los coeficientes de una expresién (6.8) estan
univocamente determinados salvo suma de un niimero racional (o de un nimero
entero si el elemento estd en Z[w]).
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En los préximos capitulos iremos aplicando a estos anillos los resultados que
vayamos obteniendo.
Para terminar, notemos que para p = 3 el elemento w es raiz del polinomio

224+ 2 + 1, y por lo tanto
- —1++v-3

2
De aquf se sigue facilmente que Q[w] = Q[v/—3], aunque Z[/—3] & Z[w]. Esta

inclusién es en el fondo la razén por la que se cumplen los resultados que hemos
visto en la seccién 6.3, pues sucede que el anillo

=2 147

si tiene factorizacién tnica (es un dominio euclideo), y lo que hemos visto en
la seccién 6.3 es un reflejo de dicha factorizacién en el subanillo Z[y/—3]. No
estamos en condiciones de probar tedricamente la relacién entre la factorizacién
de uno y otro anillo, pero lo dicho basta para comprender que los resultados que
hemos probado mediante calculos prolijos pueden ser vistos como consecuencias
claras de fenémenos abstractos conceptualmente mucho més simples y mucho
mas comprensibles.

Ejercicio: Justificar que la igualdad 2 -2 = (1 + +/—3)(1 — v/—3) no contradice la
factorizacién dnica en Z[w].






Capitulo VII

Moddulos y espacios
vectoriales

En este capitulo introduciremos una nueva estructura algebraica mas sencilla
que la de anillo. La idea es que la estructura de los anillos es en general muy
complicada, pero, prescindiendo en parte de la operacion de producto, obte-
nemos una estructura mas simple que puede ser analizada con facilidad y nos
proporciona informacién importante.

7.1 Modbdulos

Definicién 7.1 Sea A un anillo unitario. Un A-mddulo izquierdo es una terna
(M,+,-) tal que M es un conjunto, + : M x M — M es una operacién
interna en M y - es lo que se llama una operacién externa en M con dominio de
operadores en A, lo que significa simplemente que - : A x M — M. Ademés
se han de cumplir las propiedades siguientes:

1. (r+s)+t=r+(s+t) para todos los r, s, t € M.

2. r+s=s-+r para todos los r, s € M.

3. Existe un elemento 0 € M tal que r + 0 = r para todo r € M.

4. Para todo r € M existe un elemento —r € M tal que r + (—r) = 0.
5. a(r +s) = ar + as para todo a € A y todos los r, s € M.

6. (a+ b)r = ar + br para todos los a, b € Ay todo r € M.

7. a(br) = (ab)r para todos los a, b € A y todo r € M.

8. 1r = r para todo r € M.

87
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Observamos que la suma en un médulo ha de cumplir las mismas propiedades
que la suma en un anillo, por lo que las propiedades elementales de la suma
de anillos valen para médulos. Por ejemplo, el elemento 0 que aparece en la
propiedad 3 es Unico, asi como los elementos simétricos que aparecen en 4.

Un A-moddulo derecho se define igualmente cambiando la operacién externa
por otra de la forma - : M x A — M. La unica diferencia significativa es que
la propiedad 7 se convierte en (rb)a = r(ba), que escrito por la izquierda seria
a(br) = (ba)r (en lugar de a(br) = (ab)r, que es la propiedad de los médulos
izquierdos).

Mientras no se indique lo contrario sélo consideraremos médulos izquierdos,
aunque todo vale para mddulos derechos. Seguiremos el mismo convenio que
con los anillos, segun el cual las operaciones de un médulo se representaran
siempre con los mismos signos, aunque sean distintas en cada caso. También
escribiremos M en lugar de (M, +, ).

Si D es un anillo de divisién, los D—-médulos se llaman espacios vectoriales.
Tenemos disponibles muchos ejemplos de médulos:

En primer lugar, si A es un anillo unitario, entonces A es un A-mdédulo con
su suma y su producto.

Mas en general, si B es un anillo unitario y A es un subanillo que contenga
a la identidad, entonces B es un A-médulo con la suma de B y el producto
restringido a A x B.

Maés en general ain, si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos uni-
tarios tal que ¢(1) = 1, entonces B es un A-mdédulo con la suma en B y el
producto dado por ab = ¢(a)b (el ejemplo anterior seria un caso particular de
éste tomando como homomorfismo la inclusién).

Un caso particular de este ejemplo es que si A es un anillo unitario e I es
un ideal de A, entonces el anillo cociente A/ es un A-mdédulo con su suma y el
producto dado por a[b] = [ab] (basta tomar como ¢ el epimorfismo candnico).

Otro caso particular es que si A es un anillo unitario, entonces A es un Z—
médulo con el producto usual de un entero por un elemento de A (tomando

o(m) = ml).

Enunciemos a continuacién las propiedades elementales de los médulos. To-
das se demuestran igual que para anillos. Observar que el producto de nimeros
enteros por elementos de un médulo estd definido exactamente igual que para
anillos.

Teorema 7.2 Sea A un anillo unitario y M un A-mddulo.
1. Sir+s=r+t entonces s =t para todos losr, s, t € M,
2. r+r=rsiysdlosir=0, para todo r € M,
3. —(—r) =7 para todor € M,

4. —(r+s)=—r—s, para todos losr, s € M,
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5. a0 =0r =0, para todo a € A y todor € M,
6. n(ar) = (na)r = a(nr), para todon € Z, a € Ayre M,

7. Si A es un anillo de division, a € A, r € M y ar = 0, entonces a =0 o
r=0.

(Por ejemplo, la propiedad 7 se cumple porque si a # 0, entonces existe a

y por tanto a lar =a"'0=0,1r =0, r = 0).

Definicién 7.3 Sea A un anillo unitario y M un A-médulo. Diremos que un
moédulo N es un submddulo de M si N C M y las operaciones de N son las
mismas que las de M.

Evidentemente, si un subconjunto de un médulo dado puede ser dotado de
estructura de submddulo, la forma de hacerlo es tnica (pues las operaciones
en N han de ser las restricciones de las de M). Por tanto es indistinto ha-
blar de submédulos de M que de subconjuntos que pueden ser estructurados
como submédulos. No siempre es posible considerar a un subconjunto como
submédulo (por ejemplo si no contiene al 0), las condiciones que se han de
cumplir las da el teorema siguiente.

Teorema 7.4 Sea A un anillo unitario y M un A-mdodulo. Un subconjunto
N de M puede ser dotado de estructura de submddulo si y solo si cumple las
condiciones siguientes:

1. N#£g,
2. Sir,s€ N entoncesr+s € N,

3. Sia€ Ayre N, entonces ar € N.

DEMOSTRACION: Obviamente si N es un submédulo ha de cumplir estas
condiciones. Si N cumple estas condiciones entonces por 2) y 3) la suma y el
producto estédn definidos en N. Por 1) existe un » € N, por 3) —r = (=1)r € N,
por 2) 0 =r —r € N. Por tanto N tiene neutro y de nuevo por 3) el simétrico
de cada elemento de N estda en IN. El resto de las propiedades exigidas por la
definicién se cumplen por cumplirse en M. m

Observar que las condiciones 2) y 3) del teorema anterior pueden resumirse
en una sola:

Teorema 7.5 Sea A un anillo unitario y M un A-mddulo. Un subconjunto N
de M puede ser dotado de estructura de submddulo si y sélo si N # & y para
todos los a, b € A y todos los T, s € N se cumple que ar + bs € N.

El teorema 7.4 muestra claramente que cuando consideramos a un anillo
unitario A como A-mddulo, entonces los submdédulos coinciden con los ideales
izquierdos.
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Definicién 7.6 De los teoremas anteriores se desprende que si A es un anillo
unitario y M es un A-mdédulo, entonces M y 0 = {0} son submédulos de M,
y se llaman submddulos impropios. Cualquier otro submdédulo de M se llama
submddulo propio. El submddulo 0 se llama también submddulo trivial.

También es obvio que la intersecciéon de una familia de submdédulos de M
es un submédulo de M. Si X es un subconjunto de M llamaremos submddulo
generado por X a la interseccién de todos los submddulos de M que contienen
a X. Lo representaremos (X).

Es inmediato a partir de la definiciéon que si N es un submdédulo de M y
X C N, entonces (X) C N. Igualmente si X C Y C M, entonces se cumple
(X) C (Y). Notar que (@) = 0.

Cuando el conjunto X sea finito, X = {z1,...,2,}, escribiremos también
(X)) = (x1,...,2n).

Si M = (X) diremos que el conjunto X es un sistema generador de M.
Diremos que M es finitamente generado si tiene un sistema generador finito. El
modulo M es mondgeno si admite un generador con un solo elemento.

Teniendo en cuenta que al considerar a un anillo conmutativo y unitario A
como A-médulo los submédulos coinciden con los ideales, es inmediato que el
submodulo generado por un subconjunto X coincide con el ideal generado por
X, es decir, (X) = (X).

Es facil reconocer los elementos del submoédulo generado por un subconjunto:

Teorema 7.7 Sea A un anillo unitario, M un A-mddulo y X C M. Entonces

(X) = {Zairi}neN,ai e A, r; EX}.

i=1

La prueba es sencilla: un submoédulo que contenga a X ha de contener
necesariamente al conjunto de la derecha, pero es facil ver que este subconjunto
es de hecho un submédulo, luego contiene a (X).

Veamos algunos ejemplos concretos. El cuerpo Q[\/—_?) ] considerado en
el capitulo anterior es un Q-espacio vectorial. Como cuerpo no tiene ideales
propios, pero como Q—espacio vectorial tiene infinitos subespacios. Por ejemplo
(1) ={al |a € Q} =Q o0(/3)={av=3|aecQ} (5+2/-3) =
{a5 + 2ay/=3 | a € Q}, etc.

El anillo Z[v/=3] es un Z-médulo. Cambiando Q por Z en los ejemplos

anteriores tenemos ejemplos de submédulos de Z[\/ -3 ]

Los médulos cociente se definen exactamente igual que los anillos cociente,
aunque para nosotros tendran un interés secundario.

Definicién 7.8 Sea A un anillo unitario, M un A-médulo y N un submédulo
de M. Definimos en M la relacién de congruencia médulo N mediante
r=s(méd N)siysélosir—s € N.
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Es facil probar que se trata de una relacién de equivalencia en M. Llamare-
mos M/N al conjunto cociente. La clase de equivalencia de un elemento r € M
es

[rfj]=r+N={r+s|se N}

Teorema 7.9 Sea A un anillo unitario, M un A-mddulo y N un submddulo
de M. El conjunto M/N es un A—mddulo con las operaciones dadas por

[rl+[s]=[r+s] y alr]=]ar]
Se le llama mddulo cociente.

Definimos los homomorfismos de médulos de forma andloga a los de anillos.
Su interpretacién es la misma.

Definicién 7.10 Sea A un anillo unitario y M, N dos A-mdédulos. Una apli-
cacion f : M — N es un homomorfismo de modulos si cumple:

f(r+s) = f(r)+ f(s), para todos los r,s € M,

flar) =af(r), para todo a € Ay todo r € M.

Obviamente esto equivale a que f(ar +bs) = af(r) + bf(s), para a,b € A,
r,s € M.

Un monomorfismo de médulos es un homomorfismo inyectivo.
Un epimorfismo de médulos es un homomorfismo suprayectivo.
Un isomorfismo de médulos es un homomorfismo biyectivo.

Una aplicacion lineal es un homomorfismo de espacios vectoriales.

La composicién de homomorfismos es un homomorfismo, la inversa de un
isomorfismo es un isomorfismo. Dos médulos M y N son isomorfos (M = N)
si existe un isomorfismo entre ellos.

Si f: M — N es un homomorfismo de médulos, llamaremos nicleo de f
al submddulo de M dado por N(f) = {r € M | f(r) = 0}, la imagen de f es el
submédulo de N dado por Im f = f[M] = {f(r) | r € M}.

Si A es un anillo unitario, M es un A-médulo y N es un submédulo de M, la
aplicacién f : M — M/N dada por f(r) = [r] es un epimorfismo de médulos
llamado epimorfismo candnico. Se cumple que N(f) = N.

Teorema 7.11 Un homomorfismo de médulos es inyectivo si y sdlo si su nicleo
es trivial. (cf. 5.16).

Teorema 7.12 (Teorema de isomorfia) Consideremos un anillo unitario A y
sea f : M — N un homomorfismo de A-mddulos. Entonces la aplicacion
f:M/N(f) — Im f definida por f([r]) = f(r) es un isomorfismo de mddulos.
(cf. 5.17).
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7.2 Suma de modulos

El interés que tendran los médulos para nosotros es que, mientras la estruc-
tura de un anillo puede ser muy complicada, la estructura de médulo de ese
mismo anillo puede ser facil de describir. Un primer andlisis de la estructura de
un médulo consiste en descomponerlo en suma de médulos mas simples en el
sentido en que a continuacién indicaremos.

Definicion 7.13 Sea A un anillo conmutativo y unitario y M un A-mddulo.
Llamaremos suma de una familia de submdédulos {N;};c; de M al submddulo

Sr={Un)
icl i€l

Es decir, la suma de una familia de submédulos es el menor submédulo que
los contiene a todos. Por el teorema 7.7, un elemento de este submodulo es una
suma de elementos de algunos de los médulos NV; multiplicados por elementos
de A, pero al multiplicar un elemento de N; por un elemento de A obtenemos
otro elemento de N;, y la suma de dos elementos de un mismo N; esta también
en N;. Por lo tanto un elemento de Ziel N; es de la forma ry +---+r,, donde
cada sumando estd en un submédulo distinto.

En particular si la familia es finita, Ny +---+ N, = {r1+---+r, | 7 € N;}.

Descomponer un médulo en suma de submddulos nos da una informacién
importante sobre su estructura. Por ejemplo, todo elemento de Q[\/f_3] es de

la forma a 4+ bv/—3, con a, b € Q, luego (@[\/—3] = <1> + <\/—3 > Igualmente
Z[V=3] = (1) +(V=3).

En realidad se cumple més: no sélo cada elemento de Q[\/—?)] es suma de
un elemento de (1) y otro de (v/=3), sino que ademas la descomposicién es

tnica. La razén es que los subespacios considerados tienen interseccién trivial.
Veamos esto con detalle:

Definicién 7.14 Sea A un anillo unitario y M un A-médulo. Se dice que una
familia de submdédulos {N; };cr es independiente si para cada indice i se cumple

N; N Z N; = 0.
J#i
Si {N;}ier es una familia de submédulos independientes, se dice que su suma
es directa y en lugar de )., N; se escribe @, ; N;.

Por ejemplo, tenemos que (@[s/—?)] = <1> @ <\/—3 >
Ejercicio: Probar que Q[z] = M & N, con M = <$2" |n e N>, N = <x2"+1 |ne N>.

Como deciamos, las sumas directas estan relacionadas con la unicidad de las
descomposiciones en sumas:

Teorema 7.15 Sea A un anillo unitario, M un A-mddulo y Ny, ..., N, una
familia de submddulos tales que M = Ny + - -- + N,,. Equivalen:
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1. M=N,@® - @®N,.

2. Si se da la igualdad my + - -+ + my, =0 con cada m; € N;, entonces cada
m; = 0.

8. Cada elemento m € M se expresa de forma unica como suma
con cada m; € N;.

DEMOSTRACION: Por simplificar, vamos a probarlo para el caso n = 3. El
caso general es analogo. De hecho el resultado es cierto incluso con infinitos
sumandos.

1) = 2). Si my +mz2 + m3 =0 con cada m; € N;, entonces

my = —mg —mgz € Ny N (Ny + N3) =0,

y analogamente se concluye que mo = m3 = 0.

2) = 3). Como M = Nj + Ny + N3, todo elemento de M se descompone en
una suma de la forma my +ms + mg, con cada m; € N;. Si un elemento admite
dos descomposiciones

/ / /
mi1 + mo + m3g =my +my + Mgy

entonces (my —m} )+ (mz—mb)+ (ms—mj) = 0, luego por 2) podemos concluir
que (my —m}) = (me — mb) = (ms3 —mj) = 0, luego ambas descomposiciones
son la misma.

3) = 1). Si un elemento m; € Ny N (N3 + N3), entonces m; = mg + mg,
m; € N;, o sea, my + 0+ 0 = 0+ mo + mg, luego por la unicidad, m; = 0, es
decir, Ny N (N3 + N3) es el submédulo trivial. Igualmente ocurre si permutamos
los indices. m

En definitiva, si un médulo M se expresa como suma directa de una familia
de n submodulos, entonces cada elemento de M determina y estd determinado
por un elemento de cada uno de los submédulos. Para reflejar adecuadamente
este hecho conviene introducir el concepto de producto de médulos.

Definicién 7.16 Sea A un anillo unitario y My, ..., M,, una familia de A—
médulos. Entonces el producto cartesiano

My X -+ x My ={(ma,...,my) | mj € Mj para cada j =1,...,n}
es un A-moédulo con las operaciones dadas por
/

(ma,...,mp)+ (my,....ml) = (mi+m},...,m, +m),

re(mi,...,my) = (rmy,...,rmy).
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Es obvio que la aplicacién ¢; : M; — M7 X --- x M, que a cada elemento
m € M; le asigna la n—tupla cuya componente i—ésima es m y las restantes son
0 es un monomorfismo de médulos, por lo que podemos identificar a cada M;
con su imagen, es decir, con el submédulo de My x --- x M, formado por las
n—tuplas que tienen nulas todas sus componentes salvo la i—ésima. La tnica
precaucién es que en principio puede ocurrir que M; = M, mientras que sus
imdgenes respectivas por ¢; y ¢; serdn submddulos distintos de My x --- x M,
(isomorfos, pero distintos).

También es inmediato que si (mq,...,my,) € My X --- x M, entonces

(ma,...,mp) =t1(m1) + - + tn(my),

luego My x -+ x M,, = My +---+ M,. Ademéas Ms+ - - -+ M, estd formado por
las n—tuplas con la primera componente nula, luego M1 N (Ms + - -+ M,,) = 0.
Lo mismo vale con otros indices, con lo que My X --- x M, = M1 ® --- ® M,,.

En resumen, dada una familia de A-mddulos, hemos construido un A-
modulo que es suma directa de una familia de submdédulos isomorfos a los
dados. Reciprocamente, si un médulo M es suma directa de una familia de
submédulos M = My & --- & M, entonces M es isomorfo al producto carte-
siano M; X - -+ x M. El isomorfismo es la aplicaciéon que a cada elemento de M
le asigna la n—tupla formada por los elementos en los que se descompone segun
el teorema 7.15.

Estos resultados son ciertos en el caso de tener infinitos médulos, pero con
una matizacién:

Si tenemos una familia de A-mdédulos {M; }icr, entonces el producto carte-
siano [[;.; M; es un A-médulo con las operaciones definidas por

(ﬂfi)iel + (yi)iel = (3%‘ + yi)ieb r- (xi)iel = (?“ : xi)iel-

Igualmente, las aplicaciones ¢; : M; — [],.; M; son monomorfismos de
modulos, pero al identificar cada médulo M; con su imagen ya no es cierto que

HieI M,; = Eiel M;, sino que

S M ={f e[ M| {ieI]|f(i)+0} es finito}.

i€l i€l

Pero se cumple igualmente que la suma Y. , M; es directa.

Al médulo asi construido, o sea, a

{f e M| {ieI]|f)+ 0} es finito}

icl

icl

lo llamaremos suma directa externa de los médulos {M;};cr, v la representare-

mos
P M.
icl
De este modo, dada una familia arbitraria de A—mddulos, podemos construir
un médulo que se exprese como suma directa de submoddulos isomorfos a los
modulos dados.
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Finalmente notemos que si M = M; @ --- & M, entonces las aplicaciones
m; : M — M, dadas por m;(mq +- - -+m,) = m; son epimorfismos de médulos.

7.3 Moddulos libres.

Notar que, como en la descomposicion Q[\/g} = <1> &) <\/§> los sumandos
son mondégenos, en lugar de decir que todo elemento de @[\/ﬁ] se expresa de
forma tinica como un elemento de (1) més un elemento de (v/3), podemos
precisar y decir que se expresa de forma tnica como a-14+b-v/3, con a y b en el
anillo Q, es decir, que cada elemento de Q[\/g ] determina y estd determinado
por dos nimeros racionales. Vamos a estudiar esta situacién en general.

Definicién 7.17 Sea A un anillo unitario, M un A-médulo y X un subconjunto
de M. Diremos que X es un conjunto libre, o que sus elementos son linealmente
independientes, si para todos los x1,...,x, € X y todos los ay,...,a, € A, la
igualdad a1z + - - 4+ a,z, = 0 s6lo se da en el caso trivial a1 = --- = a, = 0.

En caso contrario se dice que X es un conjunto ligado o que sus elementos
son linealmente dependientes.

Es claro que un conjunto que contenga a 0 es ligado, pues 1-0 = 0.

Los elementos de M de la forma aix1 + -+ + an2, se llaman combina-
ciones lineales de los elementos x1,...,x,, luego un conjunto es linealmente
independiente si el 0 se expresa de forma inica como combinacién lineal de sus
elementos.

Notemos que si X = {x1,...,2z,} es un conjunto libre, entonces

(X) = (@) @ @ (2n),

pues por el teorema 7.7 todo elemento de (X) es de la forma ajx; + - - - + ap &y,
es decir, (X) = (x1) + - -+ (zn), y por la definicién de conjunto libre se cumple
la condicién 2) del teorema 7.15, luego la suma es directa.

En realidad la prueba vale igual si el conjunto X es infinito, en cuyo caso
<X> = @wEX <3§‘>

De nuevo por el teorema 7.15 resulta que si X es libre, cada elemento de
(X)) se expresa de forma tnica como combinacién lineal de los elementos de X,
es decir, si un conjunto X = {x1,...,z,} es libre, el médulo (X) tiene tantos
elementos como n—tuplas posibles de elementos de A. Para cada una de estas
n—tuplas (ay,...,a,) € A", el elemento a1 +- - -+ anx, es un elemento distinto
de (X). M4s atin, teniendo en cuenta que

(a1 + -+ anzp) + (b1z1 + - + bpxy) = (a1 +b1)z1 + - + (an + bp)Tn,

alarxy + -+ any) = aa1xy + - - - + ap Ty,

es obvio que la aplicacién que a cada elemento de (X) le asigna su n—tupla de
coeficientes (aq,...,a,) es un isomorfismo de médulos, o sea, (X) = A™.
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El reciproco es cierto, pero antes de probarlo conviene introducir un nuevo
concepto:

Un subconjunto X de un A-mdédulo M es una base de M si es un generador
libre. Un modulo es libre si tiene una base.

Ya hemos probada la mitad del teorema siguiente:

Teorema 7.18 Sea A un anillo unitario y M un A-mddulo. Se cumple que M
tiene una base con n elementos si y solo si M es isomorfo al A—mddulo producto
A™.

DEMOSTRACION: Sélo falta probar que el médulo A™ tiene una base con n
elementos, pero es facil ver que, por ejemplo, para n = 3, una base de A? estd
formada por las ternas (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1). "

Es facil ver que el resultado vale igualmente para bases infinitas: Un A—
modulo M tiene una base si y sélo si es isomorfo a una suma directa con todos
los sumandos iguales al anillo A. En tal caso M tendrd una base con tantos
elementos como sumandos.

Por ejemplo, una base de Q[v/3] est4 formada por los elementos 1y v/3. Una

base de Q[z] estd formada por todas las potencias de x: 1, x, 22, 23, 2%, ...

Definicién 7.19 Sea A un anillo unitario y M un A—mdédulo libre con una base
X ={x1,...,2,}. Entonces cada elemento m de M se expresa de forma tnica
como combinacién lineal m = ajxy + - - - + apx,. Los elementos (ay,...,a,) se
llaman coordenadas de m en la base X (esto presupone una ordenacién en la
base). Hemos visto que la aplicacién que a cada elemento le asigna su n—tupla
de coordenadas es un isomorfismo de médulos.

El interés de las bases es que nos dan una representacién clara de los ele-
mentos de un médulo. En definitiva, los elementos de un médulo libre son
identificables con n-tuplas de elementos del anillo.

Es importante senalar que no todos los médulos son libres, aunque si lo
serdn casi todos los que nos van a interesar. Por ejemplo, el anillo Z/nZ es un
Z—moédulo no libre, ya que si fuera libre deberfa ser isomorfo a una suma directa
de varias veces Z, lo cual es imposible, ya que tales sumas son infinitas y él es
finito.

Hay un caso importante en el que podemos garantizar la existencia de bases:

Teorema 7.20 Sea D un anillo de division y V un D—espacio vectorial. En-
tonces V' es libre, mds atun, todo subconjunto libre de V' estd contenido en una
base de V.

DEMOSTRACION: La familia de los subconjuntos libres de un médulo (inclu-
yendo al conjunto vacio) estd inductivamente ordenada respecto a la inclusion,
luego por el lema de Zorn todo subconjunto libre de un médulo esté contenido
en uno maximal para la inclusion.
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Si X es un subconjunto libre de un D-espacio vectorial V| sea B un sub-
conjunto libre maximal para la inclusién que contenga a X. Basta ver que B es
un generador de V.

En otro caso existiria un elemento v en V' que no podria expresarse como
combinacién lineal de elementos de B. Basta probar que BU {v} es un subcon-
junto libre de V', pues esto contradice la maximalidad de B.

En efecto, si 0 = dv + dyvy + - - - + d, v, para ciertos elementos d, dq, ..., d,
en el anillo D, no todos nulos, y ciertos elementos v1,...,v, de B, entonces no
puede ser d = 0, o de lo contrario 0 = dyv; + - - - + d,v, implicaria que B no
es libre luego, al ser D un anillo de divisién, existe d~' y podemos despejar
v = —d 'divy — -+ — d"'dyv,, con lo que v si es combinacién lineal de los
elementos de B, contradiccion en cualquier caso. [

Notar que todo subconjunto de todo conjunto libre es libre, y que todo
conjunto que contenga a un conjunto generador es también generador. Hemos
probado que en un espacio vectorial todo conjunto libre esta contenido en una
base. Ahora vamos a ver que todo generador contiene a una base.

Teorema 7.21 Sea D un anillo de division y V un D—-espacio vectorial. En-
tonces todo generador de V' contiene una base.

DEMOSTRACION: Sea X un generador de V' y sea B un conjunto libre con-
tenido en X y maximal respecto a la inclusién. Se cumple que X C (B), pues si
existiera un elemento x € X \ (B), entonces se comprueba igual que en 7.20 que
BU{z} es libre y estd contenido en X, en contradiccién con la maximalidad de
B.

Por lo tanto V = (X) C (B), es decir, V = (B), y asi el conjunto B es una
base de V' contenida en X. ]

A continuacién vamos a probar una propiedad notable de los médulos libres
sobre anillos conmutativos y unitarios, y es que en ellos todas las bases tienen
el mismo numero de elementos. La prueba no es sencilla. En primer lugar nos
ocupamos del caso infinito.

Teorema 7.22 Sea A un anillo unitario y M un A-mddulo libre con una base
infinita. Entonces todas las bases de M tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es una base infinita de M y sea Y
otra base. Cada elemento x de X (necesariamente no nulo) se expresa como
combinacion lineal de elementos de Y, luego existe un subconjunto finito F} de
Y de modo que x se expresa como combinacién lineal de los elementos de F),
con todos los coeficientes no nulos. Al ser Y una base, F, es tnico.

Consideremos la aplicacién f : X — PY dada por f(x) = F,. Por de-
finicién, si z € X se cumple que = € (f(z)). En consecuencia, si F' es un
subconjunto finito de Y, se cumple que f~'[{F}] C (F).

Cada elemento de F' es combinacién lineal de un nimero finito de elementos
de X, luego podemos encontrar un subconjunto finito G de X tal que F' C (G),
luego tenemos que f~1[{F}] C (F) C (G).
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Més exactamente, f~'[{F}] C G, pues si existiera un z € f~'[{F}] \ G,
entonces = € (G), es decir, x serfa combinacién lineal de otros elementos de X
(los de G), lo que nos darfa que X es linealmente dependiente.

Esto significa que f~! [{F}] es finito, para todo subconjunto finito de Y.

Tenemos una aplicacién f de X en el conjunto de los subconjuntos finitos
de Y tal que cada subconjunto finito de Y tiene a lo sumo una cantidad finita
de antiimégenes.

Claramente X = {J f~![{F}], donde F recorre los subconjuntos finitos de
Y, pero como los conjuntos f~! [{F}] son finitos, esto implica que Y ha de ser
infinito y ademds

X< YR < Yoo = 1Y

Intercambiando los papeles de X e Y obtenemos que |X| = |Y]. "

Nos queda considerar el caso de los mdédulos cuyas bases son finitas. Primero
lo probamos para espacios vectoriales.

Teorema 7.23 Sea V' un espacio vectorial sobre un anillo de division D. En-
tonces todas las bases de V tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION: Sean X e Y bases de V. Por el teorema anterior podemos
suponer que son finitas. Digamos que X = {z1,...,2,}, Y = {y1,...,ym}-
Podemos tomar n < m.

El elemento y; se expresa como combinacién lineal de los elementos de X

y1 =dixy + -+ dpy,

y como es no nulo, alguno de los coeficientes sera no nulo. Reordenando la base
podemos suponer que d; # 0. Entonces podemos despejar

x1 =dyty —dydewy — - — dy M dpy,

luego =1 € (y1,22,...Tp).

Obviamente X C (y1,22,...%,) vy asi (y1,xa,...,z,) = V.

Consecuentemente yo = e1y1+- - -+e, 2, y alguno de los coeficientes distintos
de e; ha de ser no nulo (o si no yo = eyy1, luego e1y; — y2 = 0, con lo que Y
serfa ligado).

Reordenando la base podemos suponer que e; # 0 y repitiendo el argumento
anterior concluimos que (y1, Y2, €3, ...,2n) = V.

De este modo llegamos finalmente a que (yi,...,y,) = V. De aqui se sigue
que m = n, pues en otro caso existiria y,y1 y seria combinacién lineal de
Yi, .-y Yn, O S€A; Ynt1 = A1Y1 + o+ anyn, hlego a1y + -+ anYn — Yn+1 = 07
con lo que Y seria linealmente dependiente. L]

Ejercicio: Deducir del teorema anterior que si M es un moédulo sobre un dominio
integro entones todas las bases de M tienen el mismo cardinal.

A continuacién probamos el caso mas general de equicardinalidad de bases
que vamos a considerar.
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Teorema 7.24 Si A es un anillo conmutativo y unitario y M es un A-mddulo
libre, entonces todas las bases de M tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION: Sea I un ideal maximal de A. Es claro que

IM = {Zaimi ‘ neN,a; € I,m; EM}

i=1

es un submédulo de M. El A-mdédulo cociente M/IM se convierte en un A/I-
médulo con el producto dado por [a][m] = [am)].
Esta definicién es correcta, pues si [a] = [a/] y [m] = [m/], entonces

am —a'm' =am —am’ +am’ —d'm' =a(m—-m')+ (a —a')m' € IM,

puesm—m' € IMya—ad el

Como I es un ideal maximal, el anillo cociente A/I es en realidad un cuerpo,
luego M /IM es un espacio vectorial, y todas sus bases tienen el mismo cardinal.
Basta probar, pues, que toda A-base de M tiene el mismo cardinal que una
A/I-base de M/IM.

Sea X una base de M. Por simplificar la notacién supondremos que es finita,
digamos X = {x1,...,%,}. Veamos que X* = {[z1],...,[z,]} es una base de
M/IM.

Si [u] € M/IM, entonces u € M, luego u = Z?zl a;x; para ciertos a; € A.
Por lo tanto [u] = 3°7_, [a;][2;], lo que prueba que X* genera M/IM.

Veamos que [z1],...,[zy] son linealmente independientes en M/IM (y en
particular que son distintos).

Supongamos que Z?Zl[aj][xj] = [0] para ciertos elementos a; de A (que

podemos suponer no nulos). Entonces Y 7, ajz; € IM, luego > 7,

(ljiL‘j =
ZZLI brymy, para ciertos elementos my € M y ciertos by € I.
Como X es una base de M, cada m; se expresa como my = Z?Zl CikT;.

Por lo tanto

n m m n n m
E a;T; = g brmy = g b g CikT; = E brcjk | x;.
j=1 k=1 k=1 k=1

Jj=1 Jj=1

Pero como X es base, a; = Z?:l brcjr € I, porque cada by, € I.

Asf pues [a1] = - -+ = [an] = [0], como querfamos probar. Con esto tenemos
que X* es base de M/IM, y en particular hemos visto que si z # 2/, entonces
[] # [2'], luego se cumple también que | X*| = |X]|. "

Definicién 7.25 Si M es un mdédulo libre sobre un anillo conmutativo y uni-
tario A, llamaremos rango de M (rang M) al ntimero de elementos de cualquier
base de M. Si A es un anillo de divisién (y por lo tanto M es un espacio
vectorial), al rango de M se le llama dimensién de M (dim M).

La dimensién en espacios vectoriales se comporta mucho mejor que el rango
en médulos libres en general. Veamos primero algunos resultados positivos sobre
espacios vectoriales y después comentaremos la situacion general.
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Teorema 7.26 Sea V' un espacio vectorial sobre un anillo de division D y sea
W un subespacio de V. Entonces:

1. dimV =dim W + dim(V/W). En particular dimW < dim V.

2. SidimW =dimV y ambas son finitas, entonces W = V.

DEMOSTRACION: 1) Sea X una base de W. Por el teorema 7.20 X se

extiende a una base Y de V. Veamos que si y1,...,y, € Y \ X, entonces las
clases [y1], ..., [yn] son linealmente independientes (y en particular distintas) en
V/W.

En efecto, si a1[y1]+- - -+ an[yn] = 0 entonces ayy; +- - - +anyn, € W, luego se
expresa como combinacién lineal de elementos de X, es decir, a1y1+- - - +anyn =
bix1+- - +bmxy,, y esto nos da dos expresiones distintas de un mismo elemento
de V como combinacién lineal de elementos de la base Y, lo cual es imposible
salvo que todos los coeficientes sean nulos.

Por otra parte, todo elemento de V/W es de la forma [v], donde v € V. El
elemento v se expresa como combinacién lineal de elementos de Y, digamos v =
ary1+- -t apnyn+obix1+- - +bpa,, donde yr, ...y, € Y\X y21,..., 2, € X.

Por tanto

[v] = a1[y1] + - - + anlyn] + 01[x1] + - + bm[zm] = ar1[va] + -+ anfyn] + 0

y esto prueba que {[y] | y € Y \ X} es un generador, luego una base de V/W,
que segun lo visto tiene el mismo cardinal que Y \ X. Asf pues

dimV =Y|=|X|+|Y — X| =dim W + dim(V/W).

2) Si dim W = dim V' = n finito, entonces una base de W (con n elementos)
se ha de extender hasta una base de V, también con n elementos, luego toda
base de W lo es también de V. Esto implica que W = V. L]

Un razonamiento similar permite probar el resultado siguiente:

Teorema 7.27 Sean V y W dos subespacios de un espacio vectorial sobre un
anillo de division D. Entonces existen conjuntos X e Y tales que X es base de
V,Y es base de W, X NY es base de VW y X UY es base de V +W. En
particular

dim(V + W) +dim(V N W) = dim V + dim W.

La prueba consiste esencialmente en partir de una base de VNW y extenderla
hasta una base X de V' y hasta una base Y de W. En particular la dimensién
de una suma directa de subespacios es igual a la suma de las dimensiones de los
subespacios.

Como consecuencia inmediata del teorema de isomorfia y del teorema 7.26
se cumple lo siguiente:

Teorema 7.28 Sea f:V — W una aplicacion lineal entre espacios vectoria-
les sobre un anillo de division D. Entonces dimV = dim N(f) + dimIm f.
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Otra propiedad sencilla en torno a las dimensiones es que si V' es un espacio
vectorial de dimension finita n, entonces todo sistema libre con n elementos es
una base, al igual que todo sistema generador con n elementos. En efecto, todo
sistema libre con n elementos se extiende hasta una base, que ha de tener n
elementos, o sea, es ya una base. Igualmente, todo sistema generador con n
elementos contiene una base con n elementos, luego él mismo es una base.

Casi todos estos resultados son falsos sobre mddulos libres cualesquiera. Tan
s6lo podemos salvar lo que afirma el teorema siguiente:

Teorema 7.29 Todo submddulo de un mddulo libre sobre un dominio de ideales
principales es libre de rango menor o igual.

DEMOSTRACION: Sea L un mddulo libre sobre un dominio de ideales princi-
pales D. Sea B C L una base y consideremos en ella un buen orden. Para cada
b € B definimos

Ly=(ceB|c<by, Ly={(ceB|c<b).

Cada a € L; se expresa de forma tinica como a = u+db, conu € Ly y d € D.
La aplicacién fy : Ly — D dada por a — d es claramente un homomorfismo
de moédulos.

Consideremos ahora un submédulo M C L y vamos a considerar los homo-
morfismos f;, restringidos a fi, : MNL, — D. Asi, el niicleo de f;, es claramente
M N L. La imagen de f3 sera un ideal de D. Como D es un dominio de ideales
principales, estard generada por un cierto d, € D. Sea B’ ={b € B | d, # 0} y,
para cada b € B’ elegimos un my, € M N Ly tal que fy(my) = dy.

El teorema quedard probado si demostramos que C = {m; | b € B’} es una
base de M (pues, ciertamente, su cardinal es menor o igual que el de B).

En primer lugar demostramos que C es linealmente independiente. Suponga-
mos, para ello, que tenemos una combinacién lineal nula a;my, +- - -+anmp, = 0,
donde a; € Dy by < --- < b, son elementos de B. En esta situacién, para cada
t < n, tenemos que my, € M N f/bi C MNL , luego

n
a1mp, +--+ap—1myp, , EMNLy,.
Por lo tanto,

0= fbn (O) = fbn (almbl + -+ anflmbn_l) + fb71 (anbn) = andna

y concluimos que a,, = 0. Aplicando ahora f;
igualmente con todos los coeficientes.

se obtiene que a,_1 = 0, e

n—1

Veamos ahora que C es un sistema generador de M. Por reduccién al ab-
surdo, supongamos que existe un m € M que no puede expresarse como com-
binacién lineal de elementos de C. Entonces m € M N Ly para cierto b € B, y
podemos tomar el minimo b tal que existe un m en estas condiciones.

Si b ¢ B’, entonces la imagen de fj, es nula, luego f,(m) = 0, lo que significa
que m € M N Ly, pero entonces existird un b < b tal que m € M N Ly,
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en contradiccién con la minimalidad de b. Concluimos, pues, que b € B’, y
entonces f,(m) = dd,, para cierto d € D.

Llamemos m’ = m — dmy, € M N Ly,. Claramente fy(m’) = ddy — ddp = 0.
Consecuentemente, m’ € M N Ly, luego, existe un b’ < b tal que m € M N Ly
y, por la minimalidad de b, tenemos que m’ es combinacién lineal de elementos
de C, pero entonces m también lo es, y llegamos a una contradiccién. L]

En el caso de que los médulos tengan rango finito podemos hacer una pre-
cisién que nos sera 1til en varias ocasiones:

Teorema 7.30 Sea A un dominio euclideo, M un A-mddulo libre de rango m
y N un submddulo no nulo de M. Entonces M tiene una base by, ..., by, tal que
existen ay,...,a, € A (conn < m) tales que arby, -+, ayb, es una base de N.

DEMOSTRACION: Para cada base y1,. .., ¥y, de M y cada base 21,..., 2, de
N podemos considerar las coordenadas de cada z; en la base yi,...,Ymn, que
obviamente no pueden ser todas nulas. Escojemos dos bases tales que exista un
z; que tenga una coordenada no nula a; € A cuya norma euclidea sea la minima
posible (es decir, tal que cualquier coordenada no nula de cualquier elemento
de cualquier base de N respecto de cualquier base de M tenga norma euclidea
mayor o igual que la de ay).

Reordenando las bases podemos suponer que z1 = a1y1 + boys + -+ + b Y-
Dividamos b; = aqc¢; + r;, donde cada r; es nulo o bien tiene norma euclidea
menor que la de a1. Asi

21 =a1(y1 + Coya + -+ CuYm) + oYz + - F PlYm,

Llamamos x1 = y1+coys+- - -+ CmYm, y s facil ver que x1,ys, ..., Ym €s también
una base de M, respecto de la cual, las coordenadas de z; son (aj,ra,...,7m).
Por la minimalidad de a; concluimos que ry = - -+ =1, = 0. Por consiguiente,
z1 = ayxy. Llamemos M’ = (ya,...,ym). Asi, podemos expresar z; = b;z1 + 2/,
con b; € Ay 2z, € M’'. Dividamos b; = ay¢; + r;, donde 7; es nulo o tiene norma
menor que a;. Para cada ¢ > 1 llamamos w; = z; —¢;21 = 1,21+ 2,. Es claro que
Z1,Ws, ..., Wy, es una base de N, respecto de la cual las coordenadas de los w;
en 1 son los ;. Por la eleccién de a; concluimos que r; = 0. Equivalentemente,
tenemos que N’ = (wa, ..., w,) C M'.

Ahora razonamos por induccién sobre m (el rango de M). Sim = 1 entonces
N’ = M’ = 0 y hemos encontrado las bases z1 de M y aix; de N, tal y como
exige el teorema. Si el teorema es cierto para mddulos de rango menor que
M, entonces podemos aplicar la hipétesis de induccién a M’ y N’, con lo que

encontramos una base zs,...,x,, de M’ tal que aszs,...,a,x, es una base de
N’, para ciertos a; € A. Es claro entonces que x1,...,Z,, es una base de M y
que aixy,...,a,T, es una base de N. L]

Los demas resultados sobre espacios vectoriales son falsos para médulos hasta
en los casos més simples. Por ejemplo, 2Z es un submédulo de Z con el mismo
rango finito, pero 27 # 7Z (al contrario que 7.26). Por otro lado {2} es un sub-
conjunto libre de Z que no puede extenderse hasta una base de Z y el conjunto
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{2, 3} es un generador de Z que no contiene una base. Por otra parte, no todo
cociente de un mddulo libre es libre (p.ej. Z/2Z).

La existencia de bases en un médulo es importante a la hora de determinar los
homomorfismos de un médulo en otro. Es inmediato que si dos homomorfismos
de médulos coinciden sobre los elementos de un sistema generador, entonces son
el mismo homomorfismo. Sobre las bases se puede decir mas:

Teorema 7.31 Sea A un anillo unitario, M y N dos A-mddulos y X una
base de M. FEntonces cada aplicacion f : X — N se extiende a un unico
homomorfismo f*: M — N.

DEMOSTRACION: Cada elemento no nulo de M se expresa de forma unica
como combinacion lineal a1z + - -+ + a, 2, de elementos de X con coeficientes
en A no nulos. La unicidad nos permite definir sin ambigiiedad

[armr + -+ apwy) = arf(z1) + -+ + an f(zn)

y es facil ver que la aplicacién asi definida (con la condicién adicional f*(0) = 0)
es un homomorfismo. m

Concluimos con un resultado que generaliza en parte al teorema 7.30.

Teorema 7.32 Sea A un dominio euclideo y M un A-mddulo con un generador
finito de n elementos. Entonces todo submddulo de M admite un generador
finito con a lo sumo n elementos.

DEMOSTRACION: Sea {x1,...,T,} un generador de M, sea L un A-mddulo
libre de rango n y sea {yi,...,yn} una base de L. Entonces por el teorema
anterior existe un homomorfismo f : L — M tal que f(y;) = z; para cada
t=1,...,n.

Como Imf es un submédulo que contiene a un generador de M, necesaria-
mente ha de ser Imf = M, luego f es suprayectiva.

Ahora, si N es un submédulo de M, se cumple que N = f [f_l[N]], se
comprueba facilmente que f~![N] es un submédulo de L, luego por 7.30 es libre
y de rango menor o igual que n. La imagen de una base de f ~}[N] es claramente
un sistema generador de N. m






Capitulo VIII

Extensiones de cuerpos

Con la teoria de médulos y espacios vectoriales como herramienta, estamos
en condiciones de profundizar notablemente en el estudio de los anillos que nos
han ido apareciendo en capitulos anteriores, tales como los cuerpos cuadraticos
Q[\/—_3 } o los cuerpos ciclotémicos Q[w]. De momento nos ocuparemos sélo
de los cuerpos y dejaremos para més adelante el estudio de los anillos como
Z[m ] 0 Z[w], pues en este capitulo usaremos fuertemente las propiedades de
los espacios vectoriales.

8.1 Extensiones algebraicas

Definicién 8.1 Diremos que K/k es una extension de cuerpos (o simplemente
una extensién) si K es un cuerpo y k es un subcuerpo de K.

El cuerpo k se llama cuerpo base de la extensién. Principalmente nos in-
teresaran las extensiones que tienen por cuerpo base al cuerpo de los ntimeros
racionales, pero conviene estudiar las extensiones en general.

La primera observacién importante es que si K/k es una extension, entonces
K es un k—espacio vectorial con las operaciones obvias. Llamaremos grado de
la extensién a la dimension de K como k—espacio vectorial. Lo representaremos
por |K : k|. Una extension es finita o infinita segin lo sea su grado.

Por ejemplo, |Q[JT3] : (@| = 2, pues una base de Q[JTS] como Q-espacio
vectorial estd formada por los niimeros 1 y v/—3. Los resultados vistos en el
capitulo VI sobre los cuerpos ciclotémicos Q[w] para un primo p, nos dan que
|Q[w] : Q’ = p—1, pues una base de Q[w] como Q-espacio vectorial es la formada
por 1, w, ..., wP™2

Nos van a interesar especialmente las extensiones finitas, aunque tendremos
ocasién de trabajar con algunas infinitas. El resultado siguiente es fundamental
en todo lo que sigue:

Teorema 8.2 (Teorema de transitividad de grados) Consideremos tres cuerpos
kC K C L. Entonces |L: k|=|L: K|-|K : k.

105
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Lo probaremos para extensiones finitas, aunque el caso general se prueba sin
ningin cambio importante.

DEMOSTRACION: Sea {z1,...,Z,,} una base de K como k—espacio vectorial.
Sea {y1,...,yn} una base de L como K—espacio vectorial. Basta probar que el
conjunto

{JL‘Z‘yj \i:l,...,m,j:l,...,n}

es una base de L como k—espacio vectorial con exactamente mn elementos.
Supongamos que »_"_; > ajziy; = 0 para ciertos coeficientes a;; en k.
Entonces, para cada j, se cumple que Y ;" a;;z; € Ky como {y1,...,yn} €s
una base de L sobre K, podemos concluir que Y ;" a;jz; = 0 para cada j.
Ahora, al ser {z1,...,z,,} una base de K sobre k, podemos concluir que todos
los coeficientes a;; son nulos.
Esto prueba que los z;y; son distintos para indices distintos ue forman
p Yj p yq
un conjunto linealmente independiente. En particular tiene mn elementos.
Ahora sea z cualquier elemento de L. Como {y1,...,yn} es una base de L
sobre K, existen elementos b1, ...,b, en K tales que z = Z;’:l bjy;. Ahora cada
elemento b; se expresa como combinacién lineal b; = > a;;x; para ciertos
' b ' i=1 AijT; P
coeficientes a;; en k.
Por tanto z = S °_ ™ a;;x;y; es combinacién lineal de los elementos
Jj=1 =1 "] J
Z;Yj, que son, pues un generador de L. L]

En particular una extensién finita de una extensién finita es una extension
finita del cuerpo menor. Ahora introducimos el concepto mdas importante de
este capitulo.

Definicién 8.3 Sea K/k una extensién y a € K. Se dice que el elemento a es
algebraico sobre k si existe un polinomio p(z) € k[z] no nulo tal que p(a) = 0.
En caso contrario se dice que es trascendente sobre k.

La extensién K/k es algebraica si todos los elementos de K son algebraicos
sobre k. En caso contrario se dice que es trascendente.

Por ejemplo, todo elemento a del cuerpo base es algebraico, pues es raiz del
polinomio = — a € k[z]. El elemento v/—3 es raiz de 2% + 3 € Q[z], luego es
algebraico sobre Q. Por el contrario, en la extension Q(z)/Q, el elemento = es
obviamente trascendente.

Puede parecer fuerte la exigencia de que todos los elementos de una extension
sean algebraicos, pero en realidad se cumplird en todos los casos que vamos a
manejar. De ello es responsable en gran parte el teorema siguiente:

Teorema 8.4 Toda extension finita es algebraica.

DEMOSTRACION: Sea K/k una extensién finita de grado n y sea a € K.
Consideremos las potencias

2 n
1, a, a4, ... , a".

Si hay dos iguales, digamos a’ = a’ con i # j, entonces a es raiz del polinomio
no nulo z* — z7 € k[z].
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Si son distintas, son n + 1 elementos distintos de un espacio vectorial de di-
mensién n, luego no pueden ser linealmente independientes. Existen coeficientes
bg, ..., by en k no todos nulos de modo que by + bia+ - - -+ b,a™ = 0, con lo que
a es raiz del polinomio no nulo by + byx + - - - + byz™ € kx]. n

Por ejemplo, consideremos el elemento 1 + v/—3 € (@[\/ —3]. Como la ex-

tensién Q[\/f?)] /Q tiene grado 2, siguiendo la prueba del teorema anterior es
suficiente considerar las potencias 1, 1 + /=3, (1+/=3)? = —2+2y/-3. Hay

que buscar nimeros racionales a, b, ¢ que cumplan
a+b(1+vV=-3)4+c(—2+4+2vV-3)=a+b—2c+ (b+2c)vV-3=0,

lo que equivale a que a + b — 2¢c = 0 = b+ 2¢. Por ejemplo sirven c =1, b= —2
y a = 4. Asi pues, 1 + /=3 es raiz del polinomio 4 — 2z + 22 € Q[z].

Introducimos ahora en general una notacién que venimos empleando desde
hace tiempo en muchos casos particulares. Se trata de una forma muy cémoda
de describir extensiones de un cuerpo a partir de elementos generadores.

Definicién 8.5 Sea B un dominio integro y A un subanillo unitario. Sea S un
subconjunto de B. Llamaremos A[S] a la interseccién de todos los subanillos de
B que contienen a Ay a S.

Es facil probar que
A[S] = {p(a,...,an) |n € N,p(z1,...,2,) € A[T1,...,Tpn],01,...,a, €S},

pues este conjunto es ciertamente un subanillo de B que contiene a A y a S,
luego contiene a A[S], y por otra parte, como A[S] es un anillo, ha de contener
a todos los elementos de la forma p(aq,...,a,).

Sea ahora K un cuerpo y k un subcuerpo de K. Si S es un subconjunto de K,
llamaremos k(S) a la interseccién de todos los subcuerpos de K que contienen
a kyaS. Se prueba igualmente que

bi,...bn
k‘(S): {M \nEN,p,qu[ml,...,xn],bi ES,q(bl,...,bn)#O}.

q(bl, N bn)
El cuerpo k(S) se llama adjuncion a k de S.
Cuando el conjunto S = {by,...,b,} es finito escribiremos también

A1, ...,bn] y k(bi, ..., bn).
Notar que A[SUT] = A[S|[T] y k(SUT) = k(S)(T). En particular
Albr,...,by) = Alb1]...[bn] ¥y k(b1,...,bn) = E(b1)... (by).

Observar que la notacién A[S] y k(S) para los anillos de polinomios y los
cuerpos de fracciones algebraicas que venimos utilizando es un caso particular
de la que acabamos de introducir. También son casos particulares los nombres
que hemos dado a los anillos Z[\/—_i%]7 etc.
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Una extension K/k es finitamente generada si K = k(S), para un conjunto
finito S € K. Si K = k(a) la extensién es simple. El elemento a (que no es
unico) se llama elemento primitivo de la extension.

Es facil ver que toda extensién finita es finitamente generada, pues si S es
una k-base de K es claro que K = k[S] = k(S).

Ejercicio: Probar que Q(v/2,v3) = Q(v2 + v/3)

Las extensiones algebraicas tienen un comportamiento y una estructura muy
simples. La practica totalidad de sus propiedades es consecuencia del teorema
siguiente. Es de destacar que en la prueba hacemos uso de los principales
resultados que conocemos sobre anillos de polinomios y divisibilidad.

Teorema 8.6 Sea K/k una extension y a € K un elemento algebraico sobre k.
Entonces:

1. Eziste un dnico polinomio mdnico irreducible p(x) € k[z] tal que p(a) = 0.
2. Un polinomio g(x) € klx] cumple g(a) =0 si y sdlo si p(x) | g(x).
8. k(a) = kla] = {r(a) | r(z) € k[z] y gradr(z) < gradp(z)}.

DEMOSTRACION: Consideremos el epimorfismo ¢ : k[z] — k[a] dado por
¢(9(x)) = g(a).

El hecho de que a sea algebraico significa que N(¢) es un ideal no nulo vy,
como k[z] es DIP, existe un polinomio no nulo p(z) € k[z] tal que N(¢) = (p(z)).
Como las constantes son unidades, podemos exigir que p(z) sea mdnico (al
dividir por el coeficiente director obtenemos un asociado que genera el mismo
ideal).

Por el teorema de isomorffa, k[z]/(p(x)) = k[a], que es un dominio integro,
luego el ideal (p(x)) es primo, pero en el capitulo IV vimos que en un DIP todo
ideal primo es maximal, luego p(z) es irreducible y k[z]/(p(z)) es un cuerpo.
Por lo tanto k[a] resulta ser un cuerpo, de donde se sigue que k[a] = k(a).

El polinomio p es tnico, pues si ¢(z) también cumple 1), entonces g(a) = 0,
es decir, g(z) € N(¢) = (p(x)), luego p(z) | ¢(z), pero si g(x) es irreducible han
de ser asociados, es decir, difieren en una constante, y al ser ambos ménicos
deben coincidir.

El apartado 2) es consecuencia de que N(¢) = (p(z)). Respecto a 3), un
elemento de k[a] es de la forma ¢(a) con g(x) € k[z]. Existen polinomios ¢(x)
y r(z) tales que ¢q(x) = p(z)c(x) + r(z) v gradr(z) < gradp(z). Entonces
q(a) = pla)e(a)+r(a) = 0-c(a)+r(a) = r(a), luego tiene la forma pedida. m

Definicién 8.7 Sea K/k una extensién y a € K un elemento algebraico sobre
k. Llamaremos polinomio minimo de a sobre k al polinomio polmin(a, k) € k[x]
que cumple el teorema anterior.

Asi pues, polmin(a, k) es el menor polinomio no nulo de k[x] que tiene a a
por raiz, en el sentido de que divide a cualquier otro que cumpla lo mismo.
El teorema siguiente precisa un poco mas los resultados que hemos obtenido.
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Teorema 8.8 Sea K/k una extension y a € K un elemento algebraico sobre k.
Sea p(x) = polmin(a, k). Entonces:

1. La extension k(a)/k es finita y |k(a) : k| = grad p(z).
2. Una base de k(a) sobre k es {1,a,...,a" '}, donde n = grad p(z).

DEMOSTRACION: El teorema 8.6 3) afirma que {1,a,...,a" '} es un gene-
rador de k(a) como k-espacio vectorial. Por otra parte ha de ser libre, pues una
combinacién lineal de sus elementos no es sino un polinomio ¢(a) con coeficien-
tes en k y grado menor o igual que n— 1, luego ¢(a) = 0 implica que p(z) | ¢(z),
luego por grados g(z) = 0 y los coeficientes de la combinacién lineal son nulos.

|

Asi pues, al adjuntar a un cuerpo un elemento algebraico obtenemos una ex-
tensién finita, y en particular algebraica. Esto sigue siendo cierto si adjuntamos
un numero finito de elementos algebraicos. Si adjuntamos infinitos podemos
perder la finitud, pero nunca el cardcter algebraico de la extensién resultante.
Veamoslo.

Teorema 8.9 Sea K/k una extension y S un conjunto de elementos de K al-
gebraicos sobre k. Entonces k(S) = k[S] y k(S)/k es una extensidn algebraica.
Si el conjunto S es finito, entonces k(S)/k es finita.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que S = {aj,...,a,} es finito. En-
tonces k(aq) = klay], ahora bien, como k[z] C k(aq)[z], todo elemento algebraico
sobre k lo es sobre k(ay), luego aplicando de nuevo el teorema 8.6 tenemos

que k(aq)(az) = k(aq)[az], luego k(ai,as) = kl[ai]laz] = klai,as]. Ademds
k(a1,a2)/k(a1) es finita y por el teorema de transitividad de grados k(ai,as)/k
también es finita. Repitiendo n veces llegamos a que la extension k(as, . ..,a,)/k
es finita y k[aq,...,a,] = k(a1,...,a,).

Sea ahora S un conjunto cualquiera. Si a € k(S), entonces

o= p(bl, .. bn)
Q(b17~ . bn)’
para ciertos polinomios p, q € k[x1,...,x,] y ciertos by,...,b, € S.
Por lo tanto a € k(by,...,b,) = k[b1,...,bs] C k[S]. Ademas, segin lo ya
probado, la extensién k(b,...,b,)/k es algebraica, luego a es algebraico sobre
k. En consecuencia k(S) = k[S] es una extensién algebraica de k. L]

Asi pues una extension algebraica es finita si y s6lo si es finitamente generada.
Una propiedad que acaba de redondear el comportamiento de las extensiones
algebraicas es la siguiente:

Teorema 8.10 Consideremos cuerpos k C K C L. Entonces la extension L/k
es algebraica si y sélo si lo son L/K y K/k.
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DEMOSTRACION: Si L/k es algebraica, es obvio que K/k lo es. Por otra
parte, todo elemento de L es raiz de un polinomio no nulo con coeficientes en
k, luego en K, es decir, L/ K también es algebraica.

Supongamos que L/K y K/k son algebraicas. Tomemos un a € L. Entonces
a es algebraico sobre K. Sean by,...,b, € K los coeficientes de polmin(a, K).
Asi, polmin(a, K) € k(b1,...,b,)[x], luego a es algebraico sobre k(bs,...,b,),
luego la extension k(by,...,by)(a)/k(b1,...,by) es finita. Como by, ...,b, son

algebraicos sobre k, la extensién k(by,...,b,)/k también es finita, luego por
transitividad de grados, k(b1,...,b,)(a)/k es finita, luego algebraica, luego a es
algebraico sobre k. L]

Una consecuencia sencilla pero importante de estas propiedades es que las
operaciones con elementos algebraicos dan elementos algebraicos. Lo dejamos
como ejercicio.

Ejercicio: Probar que si K/k es una extensiéon de cuerpos, entonces el conjunto de
los elementos de K que son algebraicos sobre k es un subcuerpo de K.

Ejercicio: Probar que si K/k es una extensién y p(xz) € Klz] tiene coeficientes
algebraicos sobre k, entonces toda raiz de p(z) en K es algebraica sobre k.

8.2 Homomorfismos entre extensiones

En esta seccién probaremos que si tenemos una extensién de cuerpos K/k y
adjuntamos a k un conjunto S C K de elementos algebraicos, la extensién k(.S)
estd completamente determinada por los polinomios minimos de los elementos
de S, y que en particular no depende de K. Para expresar esto con precision
necesitamos el concepto de homomorfismo de extensiones. En realidad, como
los cuerpos no tienen ideales propios, un homomorfismo de cuerpos no nulo es
de hecho un monomorfismo, por lo que definiremos tan sélo monomorfismos e
isomorfismos entre extensiones.

Definicién 8.11 Sean K/k y L/l dos extensiones de cuerpos. Un isomorfismo
entre ellas es un isomorfismo de cuerpos ¢ : K — L tal que ¢[k] = 1. Si K/k
y L/k son extensiones de un mismo cuerpo k, entonces un k-monomorfismo
(k—isomorfismo) entre ellas es un monomorfismo (isomorfismo) ¢ : K — L
que deja invariantes a los elementos de k. En particular los k—monomorfismos
de extensiones son monomorfismos de k—espacios vectoriales.

Si K/k es una extensién, un k—-automorfismo de K es un k—isomorfismo de
K/k en K/k, es decir, un isomorfismo de K en K que deja invariantes a los
elementos de k. (En general, un automorfismo de anillos, médulos, etc. es un
isomorfismo de un anillo, médulo, etc. en si mismo).

Notar también que si ¢ : K — K es un isomorfismo de cuerpos, entonces
el conjunto {a € K | ¢(a) = a} es un subcuerpo de K, luego contiene al
cuerpo primo. Esto quiere decir, por ejemplo, que los Q—automorfismos de una
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extension K /Q son todos los automorfismos de K, es decir, la condicién de fijar
a los elementos de Q no es una restriccién en realidad.

Si K/k es una extension, llamaremos G(K/k) al conjunto de todos los
k—automorfismos de K.

Si tenemos un cuerpo k y un polinomio irreducible p(z) € k[z], el teorema
5.21 nos da una extensién de k donde p(zx) tiene una rafz. Si recordamos la
prueba veremos que la extensién es concretamente K = k[z]/(p(z)) y la rafz
es a = [z] (identificando a k con las clases de polinomios constantes). Esta
extensién cumple ademds que K = k(a). Por otra parte, en la prueba del
teorema 8.6 hemos obtenido que toda extensién de la forma k(a), donde a
es raiz de p(z), es isomorfa a la construida en 5.21. Como consecuencia dos
cualesquiera de estas extensiones son isomorfas entre si. Lo probamos en un
contexto mas general.

Teorema 8.12 Sean K/k y L/l dos extensiones y o : k — [ un isomorfismo.
Sea a € K un elemento algebraico sobre k. Sea p(x) = polmin(a, k). Conside-
remos la extension de o a los anillos de polinomios o : k[x] — I[x]. Sea b una
raiz en L de op(x). Entonces o se extiende a un isomorfismo o* : k(a) — 1(b)
tal que o*(a) = b.

DEMOSTRACION: La aplicacién ¢ : k[z] — k(a) dada por ¢(g(z)) = g(a) es
un epimorfismo cuyo ntcleo es precisamente el ideal (p(x)), luego por el teorema
de isomorffa k[z]/(p(z)) = k(a), y la imagen de [z] por el isomorfismo es a.

Es obvio que op(z) = polmin(b, 1), luego por el mismo argumento tenemos
también que I[z]/(op(z)) = I(b), y la imagen de [z] por el isomorfismo es b.

Por otra parte el isomorfismo o : k[x] — l[z] cumple o(z) = z e induce un
isomorfismo k[z]/(p(z)) = l[z]/(op(x)) que lleva [z] a [z].

La composicién de todos estos isomorfismos nos da el isomorfismo buscado.

n

En particular, tal y como ya comentdbamos, un cuerpo de la forma k(a) (con
a algebraico) estd totalmente determinado por k y el polinomio minimo de a.
Para enunciar esto de la forma més adecuada conviene introducir un concepto.

Definicién 8.13 Sean K/ky L/k dos extensiones de un mismo cuerpo k y sean
a € Kybe L dos elementos algebraicos sobre k. Diremos que son k—conjugados
si su polinomio minimo sobre k es el mismo.

Teorema 8.14 Sean K/k y L/k dos extensiones del mismo cuerpo k, sean
a € K ybe L algebraicos sobre k. Entonces a y b son k—conjugados st y sélo
st existe un k—isomorfismo o : k(a) — k(b) tal que o(a) = b.

DEMOSTRACION: Sia y bson k—conjugados el resultado se sigue del teorema
anterior.

Si existe o en dichas condiciones y p(x) = polmin(a, k), entonces p(a) = 0,
luego también p(b) = p(c(a)) = o(p(a)) = 0, con lo que p(z) = polmin(b, k)
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En la prueba anterior hemos usado dos hechos elementales, pero de uso
muy frecuente: el primero es que un polinomio moénico irreducible es el polino-
mio minimo de cualquiera de sus raices. El segundo es que la imagen por un
k—monomorfismo de una raiz de un polinomio de k[x] es necesariamente otra
raiz de dicho polinomio.

Pensemos ahora en una extensién algebraica simple k(a)/k. Si o y T son
dos k—automorfismos de k(a) tales que o(a) = 7(a), entonces o = 7, pues
todo elemento de k(a) es de la forma p(a) para cierto polinomio p(x) € k[z], y
o(p(a)) =p(o(a)) = p(r(a)) = 7(p(a)). En otras palabras, un k—automorfismo
o estd determinado por el valor o(a) que toma en un elemento primitivo a.
Ahora bien, sabemos que o(a) ha de ser una raiz de polmin(a, k), luego la
extension k(a)/k tiene a lo sumo tantos k—automorfismos como raices tiene (en
k(a)) el polinomio minimo de a.

Reciprocamente, si b es una raiz en k(a) del polinomio minimo de a, entonces
a y b son k—conjugados, luego existe un k—isomorfismo o : k(a) — k(b), pero
k() C k(a) y ambos tienen el mismo grado sobre k (el grado del polinomio
minimo de a). Asi pues, k(a) = k(b) y o es un k—automorfismo de k(a).

En resumen, una extensién algebraica simple k(a)/k tiene exactamente tan-
tos k—automorfismos como raices tiene en k(a) el polinomio minimo de a. En
particular el nimero de k—automorfismos no puede superar al grado de la ex-
tension.

Por ejemplo, en la extensién Q(¢)/Q el elemento primitivo ¢ tiene dos con-
jugados, él mismo y —i. En consecuencia Q(i) tiene dos automorfismos, la
identidad y el determinado por o (i) = —i, es decir, o(a + bi) = a — bi.

Recordemos que tanto la prueba de que un anillo como Z[i] es un dominio
euclideo, como la prueba de que Z[v/=3] no es un DFU dependen fuertemente
de las propiedades de las normas respectivas. Uno de los resultados que pro-
porciona la teoria de extensiones algebraicas es la posibilidad de definir normas
similares en cualquier extensién finita. Si una extensién K/k tiene grado n y
01,...0, son k—automorfismos de K, la norma de un elemento a € K puede
definirse como

N(a) = o1(a)---on(a).

Es claro que una norma asi definida conserva productos, pero todavia no sabe-
mos probar otro hecho fundamental, y es que, para que sirva de algo, N(a) ha
de pertenecer al cuerpo base k.

De momento podemos comprobar, al menos, que este esquema general es
vélido en los ejemplos que hemos manejado. Por ejemplo, la norma en Q(3)
viene dada por N(a + bi) = a® + b> = (a + bi)(a — bi) = (a + bi)o(a + bi), luego
es ciertamente el producto de los dos automorfismos de la extensién Q(7)/Q. El
lector puede igualmente contrastar el caso de Q(\/—_?) ), etc.

Ejercicio: Comprobar que la extensién ciclotémica Q(w)/Q, donde w? = 1, tiene
exactamente p — 1 automorfismos. Calcular explicitamente la norma de un elemento
ao +arw+ -+ apfgwpf2 (definida como el producto de sus imdagenes por todos los
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automorfismos) en los casos p = 3 y p = 5. Comprobar que en ambos casos la norma
es un numero racional y que la norma de un elemento del anillo Z[w] es un entero.

Sin embargo no todas las extensiones algebraicas simples tienen tantos iso-
morfismos como su grado. Se trata de una patologia relativamente frecuente
que debemos comprender. A continuaciéon analizamos con detalle un ejemplo
concreto. Nuestro objetivo a medio plazo serd obtener un marco general que
sustituya los razonamientos particulares que aqui vamos a emplear.

Consideramos el polinomio 22 — 2, que por el criterio de Eisenstein es irredu-
cible en Q[z]. Podemos aplicar el teorema 5.21 para construir un cuerpo Q(v/2)
donde tiene una raiz. En este cuerpo podemos factorizar

= 2= (z—V2)(®+ V2x + V22).

Vamos a ver que el segundo factor es irreducible en Q(\?/? ) [z], o lo que es
lo mismo, que no tiene raices en Q(\S/E ) Equivalentemente, hemos de ver que
22 -4¥22 = —3¥/22 no tiene rafz cuadrada en Q(?/?), es decir, que no existe
ningtin elemento n € Q(V/2) tal que n* = —3v/22.

Como la extension (@(\3/5)/@ tiene grado 3, todo elemento de @(\3/5) es de
la forma n =a+ b2 + /22 para ciertos ntimeros racionales a, b, c. Entonces

n? = a2+ b2V2% +2¢2V2 + 2abV2 + 2acv/22 + 4be
(a® + 4bc) + (2¢% + 2ab)V/2 + (b* + 2ac) V2.

Por la unicidad de la expresién, n?> = —3+/22 equivale a que
a®+4be = 0,
2¢% +2ab = 0,
b2 +2ac = -3,

para ciertos numeros racionales a, b, c.

Notar que b # 0, pues en otro caso se deduce a = b = ¢ = 0, y no se cumplen
las ecuaciones. Igualmente ¢ # 0. De la segunda ecuacién se obtiene a = —%,
y sustituyendo en la primera obtenemos que Z—: + 4bc = 0, de donde Z—i = —4.

Tenemos, pues, que —4 tiene una raiz ctubica en Q, lo cual es falso, pues
entonces la tendria en Z (ver el ejercicio tras el teorema 4.24).

Asi queda probado que 22 4 V22 + /22 es irreducible en Q(W ) [z]. El ele-
mento primitivo no tiene Q-conjugados en Q(\S/i ), luego el inico Q—automor-
fismo de Q(\3/§ ) es la identidad y no podemos definir una norma en este cuerpo
como producto de automorfismos.

Sin embargo podemos volver a aplicar el teorema 5.21 y considerar una
extensién de Q(V/2) en la que el polinomio 22 + /22 + v/2? tenga una raiz a.
Consideremos Q(\:Vi)(a) = Q(\S/E, ).

El polinomio z3 — 2 tiene dos raices en Q({s/i, a), luego tiene tres. Por
razones de simetria conviene abandonar la notacién /2 y llamar a, 3, v a las
tres raices. Asi

2~ 2= (2 - )z~ B)(z 7).
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De este modo, 23 — 2 es el polinomio minimo en Q de «, y 22 + ax + o2 es
el polinomio minimo en Q(«) de 5y «. Por lo tanto

Qe 8) : Qf = [Qa, B) : Qa)]|Q(a) : Q =2-3 =6.

Una Q-base de Q(a) la forman los elementos 1, ,a?. Una Q(«a)-base de
Q(a, B) la forman 1, 3, luego una Q-base de Q(«, 3) estd formada (ver la prueba
de la transitividad de grados) por los elementos

]'7 a’ a27 67 aﬁ? a2ﬂ' (8.1)
Nos falta la expresion de 7y en esta base, pero teniendo en cuenta que
22 +az+a? = (- B)(w — ),
resulta que a« = —08 — 7, luego v = -0 — a.
Ejercicio: Expresar el producto de cada par de elementos de la base (8.1) como
combinacién lineal de los elementos de dicha base. Notar que 8% + af + a2 = 0, luego
8% = —af — o>
Ahora tenemos tres monomorfismos oq,03,0, : Q(f’/ﬁ) — Q(a, B) que

asignan a /2 los valores a, 8y . Con ellos ya podemos definir una norma.
Para cada u € Q(\g/i) sea

N(u) = 0a(u)os(u)o, (u)

y asi tenemos una norma multiplicativa como en Q(i). Vamos a ver que, efecti-
vamente, N(u) € Q. El elemento u serd de la forma u = a 4 b¥/2 + ¢/22, para
ciertos a, b, ¢ € Q. Sus conjugados son

a+ba+ca?, a+bf+ch,  a+by+cyi
Por tanto la norma sera
(a4 ba+ ca?)(a + bB + ¢B2)(a + by + cy?).

Tras un célculo no muy complejo (teniendo en cuenta las relaciones que
hemos obtenido entre «, 3, ) se obtiene

N(a+bV2 + ev22) = a® 4 2b° + 4¢3 — 6abe € Q.

Maés atn, la norma en el anillo Z[W ] toma valores enteros.

Una muestra de la potencia de la teoria es que no hubiera sido nada facil
probar directamente que esta expresién es multiplicativa, ni mucho menos haber
llegado hasta ella sin el auxilio de la teoria de extensiones. No estamos en con-
diciones de apreciar el valor que tiene la norma de una extension, pero lo cierto
es que representa un papel fundamental no sélo en la practica, sino también en
los resultados tedricos mas profundos.

En general vemos que si queremos definir normas en una extensién simple
K /k donde no hay suficientes automorfismos, lo que hay que hacer es considerar
una extensién mayor L/K que contenga los conjugados del elemento primitivo y
definir la norma como el producto de todos los k—monomorfismos o : K — L.
En las secciones siguientes nos ocuparemos de justificar que este procedimiento
siempre funciona.
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8.3 Clausuras algebraicas

Acabamos de ver que para definir una norma en una extensién puede ha-
cernos falta considerar una extensién mayor, donde cierto polinomio tenga méas
raices. Esto se consigue usando una o mas veces el teorema 5.21. Aqui vamos
a estudiar las extensiones que se obtienen de ese modo, para entender exac-
tamente cuando hace falta pasar a un cuerpo mayor, qué extensiones hemos
de buscar y cuéles son las ventajas que presentan frente a las extensiones de
partida. Todo resulta conceptualmente mas simple si probamos primero que
todo cuerpo tiene una maxima extension algebraica, donde todos los polinomios
tienen todas sus raices, de manera que todos los cuerpos que nos interesaran
podréan ser considerados como subcuerpos de dicha extensién méxima.

La idea de que un polinomio tenga ‘todas’ sus raices en un cuerpo hay que
entenderla como sigue:

Definicién 8.15 Sea K un cuerpo y p(z) € Klz]. Diremos que el polinomio
p(z) se escinde en K|[z] si existen elementos ag,as,...,a, € K (no necesaria-
mente distintos) tales que p(x) = ag(z —a1) -+ (z — ay).

Notar que aq es el coeficiente director de p(z).

Si tenemos un cuerpo k y un polinomio p(x) € k[z], aplicando el teorema
5.21 a un factor irreducible de p(x) podemos encontrar una extensién donde
p(zx) factorice como p(x) = (z — a1)p1(z). Aplicdndolo de nuevo a un factor
irreducible de p; (z) encontramos una extensién mayor donde p(z) = (x—aq)(z—
as)p2(x), y tras un nimero finito de pasos llegamos a una extensién de k donde
p(z) se escinde.

En estos términos, lo que queremos probar es que todo cuerpo tiene una
extension algebraica en la que todos los polinomios se escinden, y por lo tanto
nunca necesitaremos buscar una mayor para que un polinomio tenga mds raices.
La prueba consiste en construir una cadena de extensiones de modo que en cada
una de ellas se escinda un polinomio més, hasta recorrer todos los polinomios
de k[z]. Como hemos de tratar con infinitos polinomios, necesitamos un poco
de teoria de conjuntos.

Teorema 8.16 Sea k un cuerpo. Existe una extension algebraica K/k tal que
todo polinomio no constante de k[x] se escinde en K|x].

DEMOSTRACION: Sea P el conjunto de todos los polinomios no constantes
de k[z]. Consideramos un buen orden < en P, es decir, un orden total en el que
todo subconjunto no vacio tiene minimo. Esto equivale a poner en una lista a
todos los polinomios:

Po=<pP1 = ... <DPu <DPutl DPuwt+2 < ... = Putw = Putwt+l <

Vamos a construir una cadena { K, },cp de extensiones algebraicas de k tales
que si ¢ X p entonces K, es una extensién de K, y para cada p € P el polinomio
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p(x) se escinde en K. Podemos hacerlo por recursién, es decir, basta definir
K, supuestos definidos {K,}4<p. Para ello consideramos

Ky =kulJ K,

q=p

que claramente es un cuerpo y, de hecho, una extensién algebraica de k.
Definimos K}, como una extensién algebraica de K; tal que p(x) se escinda en
K [z] (existe por la observacién previa al teorema). Esto termina la definicién.
Ahora tomamos
K= ] K,

pEP

De nuevo es claro que K es un cuerpo, es una extensién algebraica de k y cada
polinomio no constante p(z) € k[z] se escinde en K, [z], luego en K[z]. =

Veamos algunas caracterizaciones del cuerpo que hemos construido.

Teorema 8.17 Sea K un cuerpo. Las condiciones siquientes son equivalentes:
1. K no tiene extensiones algebraicas distintas de si mismo.
2. Los polinomios irreducibles en K|[x| son los polinomios de grado 1.
3. Todo polinomio no constante de K|[z| tiene una raiz en K.
4. Todo polinomio de K|[z] se escinde en K[x].

5. K contiene un subcuerpo k tal que la extension K/k es algebraica y todo
polinomio no constante de k[x] se escinde en K|x].

DEMOSTRACION: 1) = 2) Sabemos que todo polinomio de grado 1 es irredu-
cible, y los de grado 0 son unidades o el 0. Si existiera un polinomio irreducible
de grado mayor que 1, entonces dicho polinomio no tendria raices en K, luego
existirfa una extensién de K en el que tendria una raiz a, y K(a) seria una
extension algebraica propia de K.

2) = 3) Si un polinomio no es constante entonces no es nulo ni unitario,
luego tiene un factor irreducible, que serd de la forma ax + b € K[x] con a # 0,
luego el polinomio tendrd por raiz —b/a.

3) =4) Si f(z) € K[z] es constante entonces f(z) = ap € K, luego se escinde
en K[z]. Sino es constante tiene una raiz a; € K, luego f(z) = (x — a1) f1(x),
para cierto polinomio fi(z) € K[z]. Si fi(x) tampoco es constante tiene una
raiz as € K, luego f(x) = (z — a1) f1(z) = f(z) = (z — a1)(x — az2) f2(z), para
cierto polinomio fa(x) € K[z]. Como el grado de los polinomios que vamos
obteniendo es cada vez una unidad menor, al cabo de un nidmero finito n de
pasos llegaremos a un polinomio de grado 0, es decir, a una constante ag y
tendremos f(x) = ap(z —a1) -+ (x — an).

4) = 5) Basta tomar k = K.
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5) = 1) Si L/K es una extension algebraica y a € L entonces a es algebraico
sobre k, luego podemos considerar el polinomio p(z) = polmin(a, k), que por
hipétesis se escinde en K|z]. Existen ag,aq,...,a, € K tales que

p(z) =ap(x —ay) - (x — ap).

Como p(a) = 0, necesariamente a = a; para algin i, luego a € K y en conse-
cuencia L = K. n

Definiciéon 8.18 Diremos que un cuerpo K es algebraicamente cerrado si cum-
ple cualquiera de las condiciones del teorema anterior.

Un cuerpo K es una clausura algebraica de otro cuerpo k si K/k es una
extension algebraica y K es algebraicamente cerrado.

El teorema 8.16 afirma que todo cuerpo tiene una clausura algebraica. Ahora
probaremos que dos cualesquiera son isomorfas, con lo que podemos decir que
todo cuerpo tiene esencialmente una tnica clausura algebraica. Lo probamos
en un contexto méas general que nos serd 1til después.

Teorema 8.19 Sea K/k una extensidn algebraica y o : k — L un monomor-
fismo de cuerpos, con L es algebraicamente cerrado. Entonces o se extiende a
un monomorfismo c* : K — L.

DEMOSTRACION: Sea M el conjunto de todos los pares (4, 7) tales que
kCACKyT1:A— L esun monomorfismo que extiende a o.
El conjunto M estéd inductivamente ordenado por la relaciéon

(A, 7)< (A, 7)siysblosi ACA y1'|a=T.

Sea (A,7) un elemento maximal. Es suficiente probar que A = K. En
otro caso sea u € K \ A. Sea p(z) = polmin(u, A) y sea 7p(z) el polinomio
correspondiente en 7[A][z] C L[x] que, al ser L algebraicamente cerrado, tiene
una raiz v € L.

El teorema 8.12 nos da un isomorfismo 7’ : A(u) — L que extiende a 7, en
contra de la maximalidad de (4, 7). Por tanto A = K. "

El caso particular que nos interesa de momento es:

Teorema 8.20 Si K es una clausura algebraica de k, K' es una clausura al-
gebraica de k' y o : k — k' es un isomorfismo, entonces o se extiende a un
isomorfismo o* : K — K'.

En particular dos clausuras algebraicas de un cuerpo k son k—isomorfas.

DEMOSTRACION: Por el teorema, anterior, o se extiende a un monomorfismo
o*: K — K'.

Como K es algebraicamente cerrado, ¢[K]| también lo es, y la extensién
K'/o|K] es algebraica, luego ha de ser o[K| = K, es decir, * es un isomorfismo.

Si K y K’ son dos clausuras algebraicas de un mismo cuerpo k, entonces la
identidad en k se extiende a un k—isomorfismo de K en K'. m
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Definicion 8.21 Llamaremos A a una clausura algebraica de Q. No importa
cudl sea, pues dos cualesquiera son Q—-isomorfas, luego son el mismo cuerpo a
todos los efectos. Cuando hablemos de ‘nimeros algebraicos’, sin mas precisién,
se ha de entender que nos referimos a los elementos de A, los nimeros algebraicos
sobre Q.

Asf tenemos una extensién algebraica A/Q, de modo que ya no necesitamos
construir extensiones cada vez que queramos que un cierto polinomio tenga
raices, sino que todos los polinomios de Q[z] tienen raices en A.

Esto nos permite un cambio conceptual importante: Si tenemos un cuerpo
k, hasta ahora no tenfa sentido hablar de las raices de un polinomio p(x) € k[x]
mientras no justificiramos su existencia en k£ o no construyéramos una extension
de k donde existieran. Ahora, en cambio, podemos hablar de las raices p(z) con
independencia de que estén o no en k. Si no estan todas en k sabemos de
todos modos que las que faltan estdn en su clausura algebraica (en una clausura
algebraica prefijada), y podemos adjuntarlas a k si nos interesa.

En particular, los objetos v/—3, ¥/2,,w, etc. que hemos venido fabricando
segun los necesitdbamos ya no serdn para nosotros construcciones especificas
aisladas, sino elementos del cuerpo A.

Con un ligero abuso de lenguaje, si p(z) es un polinomio de grado n con
coeficientes en un cuerpo k y K es una clausura algebraica de k, podemos decir
que p(x) tiene n raices en K. Esto no es exacto, porque algunas de estas raices
pueden ser iguales. Con rigor, si K es un cuerpo algebraicamente cerrado, cada
polinomio p(z) € K[z] de grado n se escinde en la forma

p(z) = ao(z —ar) -+ (x — an),
y si agrupamos los factores iguales podemos escribir también
p(x) = ao(r —ar)™ - (v = am)™,

donde ahora ay, ..., a,, son distintos dos a dosy ry + -+ 7y =n.

Esta descomposicion es tinica, pues no es sino la descomposicién en irredu-
cibles de p(x) en K[z], que es un DFU. Llamaremos orden de multiplicidad de
la raiz a; en el polinomio p(z) al exponente 7;.

De este modo, la suma de los érdenes de multiplicidad de las raices de un
polinomio en un cuerpo algebraicamente cerrado es igual al grado del polinomio.
Para completar la definicién, si un elemento a € K no es raiz de un polinomio
p(z) € K|x], diremos que su orden de multiplicidad en p(x) es 0.

Una raiz de un polinomio es simple si su orden de multiplicidad es 1. En
otro caso es maltiple. A su vez una raiz multiple puede ser doble, triple, etc.

Como por el criterio de Eisenstein, el polinomio ™ — 2 es irreducible en
Q[z] para todo nimero natural n no nulo, al tomar una raiz v € A, obtenemos
una extensién Q(u) C A de modo que |Q(u) : Q| = n. Por la transitividad de
grados, la extension A/Q es infinita.
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Ejercicio: Sea K/k una extensién no necesariamente algebraica donde K es algebrai-
camente cerrado. Probar que el conjunto de los elementos de K algebraicos sobre k es
una clausura algebraica de k.

Volvamos ahora al problema de definir normas. El problema con que nos
encontrabamos en al intentar definir la norma del cuerpo Q(\“’/ﬁ) (como ex-
tensién de Q) era que este cuerpo no tiene automorfismos. La razén es que los
conjugados del elemento primitivo /2 estan fuera del cuerpo. Por ello tuvimos
que extenderlo y considerar los tres monomorfismos o : (@(\3/5 ) — Q(a, 9).

Desde un punto de vista tedrico el segundo cuerpo es irrelevante, en el sentido
de que dichos monomorfismos son en realidad todos los monomorfismos o :
Q( \3/5) — A. En efecto, cualquiera de estos monomorfismos ha de enviar
{/2 a uno de sus tres conjugados a, 3, 7, luego ha de coincidir con uno de los
anteriores.

Ahora ya podemos definir la norma de una extensién finita K/k. Se cal-
cula aplicando todos los k—monomorfismos de K en una clausura algebraica y
multiplicindolos. La norma asi definida es obviamente multiplicativa, pero de
momento seguimos sin poder probar que las normas de los elementos de K estan
en k, lo cual es fundamental.

8.4 Extensiones normales

El concepto de clausura algebraica tiene interés tedrico, porque nos permite
hablar de las raices de un polinomio como objetos existentes de antemano sin
tener que construirlas en cada caso particular. Sin embargo suele suceder que
la clausura algebraica de un cuerpo sea una extensién infinita, mientras que
la mayoria de los resultados sobre extensiones de cuerpos valen sélo para ex-
tensiones finitas. Por otro lado nunca nos va a interesar trabajar con infinitos
polinomios a un tiempo. Por ello conviene estudiar la minima extensién donde
un polinomio dado tiene todas sus raices. Veremos que estas extensiones tienen
un comportamiento muy parecido al de las clausuras algebraicas, pero conservan
la finitud.

Definicién 8.22 Sea k un cuerpo y p(z) € k[z]. Se dice que un cuerpo K es
un cuerpo de escision sobre k del polinomio p(z) si k C K, el polinomio p(z) se
escinde en K[z] y K = k(a1,...,a,), donde aq,...,a, son las raices en K de

p(x).

Si fijamos una clausura algebraica K de un cuerpo k y nos restringimos
a considerar las extensiones algebraicas de k contenidas en K, entonces cada
polinomio p(z) € k[x] tiene un tinico cuerpo de escisién, a saber, la adjuncién
a k de sus raices en K. Si no nos restringimos a una clausura algebraica fija,
entonces podemos probar que el cuerpo de escisién es tinico salvo k—isomorfismo:

Teorema 8.23 Dos cuerpos de escision cualesquiera de un mismo polinomio
sobre un mismo cuerpo k son k—isomorfos.
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DEMOSTRACION: Sean K y K’ cuerpos de escisién de un polinomio p(z)
sobre un cuerpo k. Consideremos dos clausuras algebraicas L y L' de K y K’
respectivamente. Por el teorema 8.20 la identidad en k se extiende a un k-
isomorfismo o : L — L’. Basta probar que o[K] = K’, pero ¢[K] es un cuerpo
de escisién de p(x) sobre k, luego ha de ser la adjuncién a k de las raices de p(x)
en L', o sea, o[K] = K'. u

Por ejemplo, Q(a, B) es el cuerpo de escisién sobre Q, o sobre Q(«), del
polinomio 2% — 2. Asf{ mismo, Q(ﬁ) es el cuerpo de escisién sobre Q de 22 — 2
y el cuerpo ciclotémico p—ésimo Q(w) es el cuerpo de escisién, sobre Q, del
polinomio 2P~ + ... + x + 1, o también de 2P — 1.

Sucede que las extensiones K /k donde K es el cuerpo de escisién sobre k de
un cierto polinomio poseen muchas propiedades generales que no dependen del
polinomio en cuestiéon. Por ello conviene introducir el concepto siguiente:

Definicién 8.24 Diremos que una extensién K/k es finita normal' si K es el
cuerpo de escisién sobre k de un polinomio p(z) € k[x].

Ejercicio: Probar que toda extensién de grado 2 es normal.

Los teoremas siguientes muestran que las extensiones finitas normales tienen
un comportamiento similar al de las clausuras algebraicas. Todas las propieda-
des de estas extensiones se siguen esencialmente del préximo teorema técnico.
Pese a su sencillez, contiene una de las ideas basicas en las que descansa la teoria
que estamos desarrollando.

Teorema 8.25 Sea k C F C K C L una cadena de extensiones algebraicas,
donde K/k es finita normal. Sea o : F — L un k—monomorfismo. Entonces
se cumple que o[F| C K y o se extiende a un k—automorfismo de K.

DEMOSTRACION: Sea L’ una clausura algebraica de L. Obviamente también
lo es de F'y de o[F]. Por el teorema 8.20 tenemos que o se extiende a un k—
automorfismo ¢* : L/ — L’. Basta probar que ¢*[K] = K, pues entonces a
fortiori o[F] C K y la restriccién de o* a K serd el k—automorfismo buscado.

Sea p(x) € k[z] tal que K sea el cuerpo de escisién sobre k de p(z). Sean
ai,...,a, las raices de p(z) en K. Entonces tenemos que K = k(ay,...,ay),
luego o*[K] = k(0*(a1),...0*(an)). Ahora bien, cada 0*(a;) es una raiz de p(x)
(no olvidemos que los k-monomorfismos envian raices a raices). Por lo tanto
la restriccién de o* al conjunto {a1,...,a,} es una inyeccién de dicho conjunto
en si mismo, y como es finito es de hecho una biyeccién. En otros términos,
{o*(a1),...,0%(an)} = {a1,...,a,}. Porlo tanto o*[K| = k(a1,...,a,) = K.

Asi pues, un k—monomorfismo que parta de un subcuerpo de una extension
normal a un cuerpo mayor, en realidad no se sale de la extensién normal, y

1Puede definirse una extensién normal no necesariamente finita como el cuerpo de escisién
de un conjunto de polinomios, no necesariamente finito, pero aqui sélo vamos a considerar
extensiones normales finitas.
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ademds se extiende a un k—automorfismo de la extensién normal. Informal-
mente, es imposible ‘salirse’ de una extensién normal K/k mediante un k-
monomorfismo. Quien asimile esta idea verd naturales los resultados siguientes.

En primer lugar, siempre podemos pasar de un elemento a un k—conjugado
mediante un k-monomorfismo. Luego una extensiéon normal K/k contiene a
los k—conjugados de todos sus elementos. Con mas detalle tenemos el teorema
siguiente.

Teorema 8.26 Sea K/k una extension finita normal y p(x) € k[z] un polino-
mio irreducible con una raiz en K. Entonces p(x) se escinde en K|z].

DEMOSTRACION: Sea a € K una raiz de p(x). Sea L una clausura algebraica
de K. Sea b otra raiz de p(x) en L. Entonces a y b son k—conjugados (su polino-
mio minimo es p(x) dividido entre su coeficiente director). Por el teorema 8.14
existe un k—isomorfismo o : k(a) — k(b). Por el teorema anterior (tomando
F = k(a)) resulta que k(b) C K, es decir, K contiene todas las raices de p(z)
en L. Como p(z) se escinde en L[z], de hecho se escinde en K|z]. "

Asi pues, mientras en una clausura algebraica se escinden todos los poli-
nomios, en una extensién normal se escinden al menos todos los irreducibles
que tienen una minima relacién con K (una raiz). Por ejemplo, la extensién
Q(f/ﬁ)/@ no es normal, pues z> — 2 tiene una raiz en Q(\s/ﬁ), pero no se
escinde.

Es fécil probar el reciproco del teorema anterior:

Teorema 8.27 Una extension finita K/k es normal si y sdlo si todo polinomio
irreducible p(z) € k[z] con una raiz en K se escinde en K[x].

DEMOSTRACION: La extensién K/k es finita, luego finitamente generada:
K = k(ai,...,an) vy, por hipétesis, los polinomios p;(x) = polmin(a;, k) se
escinden en K|z], luego f(x) = p1(x)--- pn(z) también se escinde. Entonces K
es el cuerpo de escision sobre k de f(z). "

Observar que si k C K C Ly L/k es finita normal, entonces L/K también
es normal (pues L es el cuerpo de escisién sobre K del mismo polinomio que
sobre k). En general la extensién K/k no tiene por qué ser normal, como lo

muestra Q C Q(v/2) € Q(a, 3).

El hecho de que los monomorfismos que parten de una extensiéon normal se
extiendan a automorfismos hace que las extensiones normales tengan muchos
automorfismos, y que éstos sean suficientes para controlar la extensién. El
nicleo de la teoria de extensiones algebraicas consiste en obtener informacién
de una extensién normal K/k a partir del conjunto G(K/k) de todos los k—
automorfismos de K. Un ejemplo en dicha linea es la siguiente mejora del
teorema 8.14:

Teorema 8.28 Sea K/k una extension finita normal y a,b € K. Entonces a y
b son k-conjugados si y sélo si existe un o € G(K/k) tal que o(a) = b.
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DEMOSTRACION: Si a y b son conjugados, por 8.14 existe un k—isomorfismo
o : k(a) — k(b), que por 8.25 se extiende a un k—automorfismo de K. El
reciproco es obvio. L]

Ejercicio: Dada una extensién K/k, se dice que K es el cuerpo de escisién sobre k
de un conjunto S C k[z] si todos los polinomios de S se escinden en K[z] y K es la
adjuncién a k de sus raices. Probar que K/k es finita normal si y s6lo si K es el cuerpo
de escisién de un conjunto finito de polinomios.

Ejercicio: Una extensién K/k (no necesariamente finita) es normal si K es el cuerpo
de escisién de un conjunto de polinomios de k[z]. Generalizar todos los teoremas
anteriores al caso de extensiones normales cualesquiera.

Para definir una norma en la extension Q(\S/ﬁ ) /Q hemos tenido que pasar a
la extensiéon Q(«, 8)/Q. La razén es que la primera no es normal. La segunda
es un sustituto finito de la clausura algebraica de Q. Vamos a generalizar esta
idea.

Partamos de una extensién finita K/k. En particular serd finitamente ge-
nerada, es decir, K = k(u,...,u,). Fijemos una clausura algebraica de K.
Sea p(x) el producto de todos los polinomios pol min(u;, k) y sea L el cuerpo de
escisién de p(z) sobre k (en la clausura algebraica fijada).

Entonces la extensién L/k es normal, y como entre las raices de p(x) se
encuentran i, ..., uy,, concluimos que k C K C L.

M4s aun, si L' es cualquier otra extensiéon normal de k& que contenga a K
(siempre en la clausura algebraica fijada), entonces los polinomios pol min(u;, k)
tienen todos una rafz en L’ (precisamente u;), luego se escinden en L'[z], luego
p(x) se escinde en L'[x], con lo que L C L.

Es decir, L es la menor extensién normal de k que contiene a K. En par-
ticular esto prueba que la definicién de L no depende de la eleccién de los
generadores uy, ..., u,. En resumen hemos probado:

Teorema 8.29 Sea K/k una extension finita. Cada clausura algebraica de K
contiene una minima extension finita normal L/k tal que k C K C L. Esta
se obtiene como el cuerpo de escision sobre k del producto de los polinomios

minimos en k de cualquier generador finito de K/k. Se la llama clausura normal
de K/k.

Si no fijamos una clausura algebraica de K, es facil ver que dos clausuras
normales de una extensién K /k son K—isomorfas.

Asf pues, Q(a, () es la clausura normal de la extensién Q(v/2)/Q.

Observar que si L es la clausura normal de una extensién K/k en una clau-
sura algebraica C, los k—monomorfismos o : K — C coinciden con los k-
monomorfismos ¢ : K — L (por el teorema 8.25).

Nuestra intencién es definir la norma de un elemento de una extension finita
K/k como el producto de todas sus imégenes por los k-monomorfismos de K
en una clausura algebraica, y ahora hemos visto que esto equivale a considerar
los k—monomorfismos de K en la clausura normal de K/k, que es una extensién
finita normal L/k.
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Observar también que si K/k es normal, entonces K es la clausura normal
de la extensién, luego los k—monomorfismos de K en la clausura normal son
precisamente los k—automorfismos de K.

8.5 Extensiones separables

En esta seccién vamos a obtener toda la informaciéon que necesitamos sobre
los monomorfismos de una extension de cuerpos. La idea bésica es que si la nor-
malidad de una extensiéon nos da propiedades cualitativas importantes acerca
de sus automorfismos (que luego resultan aplicables a una extension finita cual-
quiera tomando su clausura normal), aqui vamos a introducir otra propiedad,
la separabilidad, que nos dard propiedades cuantitativas, es decir, acerca del
numero de automorfismos. La separabilidad concierne a la multiplicidad de las
raices de los polinomios irreducibles.

Recordemos que si k es un cuerpo y f(z) € k[z], el orden de multiplicidad
de una raiz a € k es el numero de veces que el factor x — a aparece en la
descomposicién de f(x) en irreducibles en K|[z], siendo K la clausura algebraica
de k, o simplemente un cuerpo de escisién de f(x).

Si el orden de multiplicidad de una raiz a es n, entonces f(z) = (x —a)"g(x),
donde g(z) € K[z] y g(a) # 0. Una raiz de multiplicidad 1 es una raiz simple.

Aunque no es importante, debemos notar que si f(z) € k[z] y a es una raiz
de f(z) en k, el orden de multiplicidad de a en f(z) es el tinico niimero natural
para el que se da la descomposicién f(z) = (x — a)"g(z), donde g(z) € k]
y g(a) # 0, aunque f(x) no se escinda en k[z]. La razén es que pasando a
la clausura algebraica K de k, el polinomio g(z) se descompone en factores de
grado 1 en K[z] entre los que no puede figurar = — a, ya que g(a) # 0, luego la
descomposicién de f(z) en K|[z] tiene n factores  — a més los demds factores
de g(x), con lo que n es el orden de multiplicidad de a.

Otra observacién menor es que podemos definir el orden de multiplicidad
para polinomios con coeficientes en un dominio integro, pues todo dominio
integro esta contenido en su cuerpo de fracciones.

Para estudiar la multiplicidad de las raices de polinomios es indispensable el
concepto de derivada formal:

Definicién 8.30 Sea D un dominio integro y f(z) = > i, a;z* € D[z], llama-
remos derivada formal del polinomio f(x) al polinomio

f(z) = Ziaixi_l € Dlz].
i=1
Por ejemplo, si f(z) = 523 — 222 + 4 € Q[z], entonces f/(z) = 152% — 4.

Las propiedades siguientes sobre derivadas se demuestran mediante meros
célculos a partir de la definicion.
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Teorema 8.31 Sea D un dominio integro y f, g € D|x].
1. Si f € D entonces f' = 0.
2. Sic € D, entonces (cf) =cf’.
3. (f+9) =1+4d"
4 (f9)' =F9+1d"
5. (f/9) = (F'9—19)/g*

La relacion entre las derivadas y la multiplicidad de las raices viene dada
por el teorema siguiente:

Teorema 8.32 Sean D C E dominios integros, f € Dlz] y ¢ € E tal que
f(e) = 0. Entonces ¢ es una raiz simple de f si y sdlo si f'(c) # 0.

DEMOSTRACION: Sea f(z) = (z—c)"g(x), donde g(c) # 0 (n > 1 es el orden
de multiplicidad de c). Entonces f'(z) = n(z — ¢)""tg(z) + (z — ¢)"¢'(x).
Si ¢ es raiz simple de f, entonces n = 1, luego f'(x) = g(z) + (z — ¢)¢'(x), ¥y

por lo tanto f'(¢) = g(¢) + 0 = g(c) # 0.
Si ¢ es raiz multiple, entonces n > 1, luego

F'(e) =nlc—c)"g(c) + (c = )"g'(c) = 0.

Este resultado nos lleva a investigar los casos en que la derivada de un
polinomio puede anularse. Un caso trivial es el de los polinomios constantes.

Teorema 8.33 Sea D un dominio integro y f(x) € D[z] un polinomio no cons-
tante.

1. Sicar D =0 entonces f'(x) # 0.
2. SicarD = p, entonces f'(x) = 0 si y sdlo si existe g(x) € Dlx] tal que
f(x) = g(aP).
DEMOSTRACION: 1) Sea f(z) = Y.i,a;a’, con n > 0y a, # 0. Entonces
() =1 ia;x"!, donde el coeficiente director es na, # 0, luego f’(z) # 0.

2) Si f'(z) = 0, entonces (con la misma notacién del apartado anterior) cada
coeficiente ia; = 0, para i = 1,...,n. Si a; # 0 es necesario que i = 0 (en D),
es decir, que p | i. En otras palabras, que los monomios de f(z) con coeficientes
no nulos tienen exponente multiplo de p, es decir,

r

f@) = L aar = & aia?) = g(a”),

donde g(z) = Y_!_, a;z". El reciproco es evidente. "

Ahora ya sabemos lo necesario para estudiar la separabilidad.
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Definicién 8.34 Sea K/k una extensién y @ € K un elemento algebraico sobre
k. Diremos que a es separable sobre k si a es raiz simple de polmin(a, k).

Notar que si p(z) = polmin(a, k) entonces a es separable si y s6lo si p’(a) # 0
(por 8.32), si y sélo si p/(x) # 0, pues si p'(a) = 0 entonces p(z) | p'(z), y
por grados p'(xz) = 0. Esta ultima condicién depende sélo de p, luego si a es
separable todos sus conjugados lo son también, y polmin(a, k) tiene todas sus
raices simples.

Una extensién K/k es separable si todos los elementos de K son separables
sobre k (en particular una extensién separable es algebraica). Un cuerpo k es
perfecto si todas sus extensiones algebraicas son separables.

El interés de esta definicién reside en que casi todos los cuerpos son perfectos,
luego en la practica todas las extensiones que manejaremos seran separables.

Teorema 8.35 Se cumple:
1. Todo cuerpo de caracteristica O es perfecto.

2. Un cuerpo k de caracteristica p es perfecto si y sdlo si

k=kP ={a? | a €k}

3. Todo cuerpo finito es perfecto.

DEMOSTRACION: 1) Si cark = 0 y K/k es una extensién algebraica, sea
a € K. Entonces el polinomio p(z) = polmin(a, k) no es constante y p’(x) # 0,
luego a es separable.

2) Sicark = py k = kP, sea K/k una extension algebraica y a € K, sea
p(z) = polmin(a, k). Si a no fuera separable, entonces p’(z) = 0, luego por 8.33
p(z) = f(aP) para cierto polinomio f(x) € k[x].

Sea f(z) = Y i, a;x’. Como ay,...,a, € k = kP, existen by, ...,b, € k de
manera que a; = b?. Por lo tanto

n

p(z) = bexpi = Z (ba®)" = (Z bixZ) ,
i=0 i=0

=0

donde el polinomio > b;z* € k[z]. Por lo tanto p(z) no es irreducible en k[z],
contradiccién.

Ahora supongamos que k es perfecto y car k = p. Veamos que k = kP.

Sea a € k. Sea K la clausura algebraica de k, sea b una raiz de 2 —a en K.
Entonces b? — a = 0, o sea, a = bP.

El polinomio z? —a = aP — b” = (x — b)?, y por otro lado polmin(b, k) |
(z — b)P, luego ha de ser polmin(b,k) = (x — b)", para cierto n < p, pero
como k es perfecto b es raiz simple de polmin(b, k), es decir, n = 1, luego
x —b=rpolmin(b, k) € k[z]. Por consiguiente b € k y a = bP € kP.
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3) Si k es un cuerpo finito de caracteristica p, entonces la aplicacién
¢ : k — kP dada por ¢(a) = aP es suprayectiva, pero también inyectiva,
puesto que si a? = bP, entonces a? — b? = (a — b)? = 0, luego a — b = 0, o sea,
a=hb.

Por lo tanto kP C k y ambos tienen el mismo cardinal, lo que obliga a que
k= kP. n

Como una primera muestra del interés de la separabilidad, vamos a ver el
efecto que tiene combinarla con la normalidad. Para ello introducimos algunos
conceptos.

Definicién 8.36 Sea K/k una extensién. Definimos su cuerpo fijado como
F ={a€ K |o(a) =a para todo o € G(K/k)}.
Es claro que efectivamente F' es un cuerpoy k C F' C K.

Una extension de Galois es una extensién normal y separable. El teorema
siguiente nos da un importante criterio para determinar cuando un elemento de
una extension finita de Galois pertenece de hecho al cuerpo base:

Teorema 8.37 Una extension finita K/k es de Galois si y sélo si su cuerpo
fijado es k.

DEMOSTRACION: Sea K/k una extension finita de Galois. Sea a un elemento
de su cuerpo fijado y sea p(z) su polinomio minimo sobre k.

Por la normalidad, p(z) tiene todas sus raices en K. Si b es cualquiera de
ellas, ha de existir un o € G(K/k) tal que o(a) = b (teorema 8.28). Pero a esta
en el cuerpo fijado, luego b = a, o sea, a es la tinica raiz de p(z), que ha de ser,
pues, p(z) = (x — a)™. Pero por otra parte a es separable sobre k, luego ha de
ser una raiz simple de p(z). Asi pues p(z) = — a € k[x] y por lo tanto a € k.

Supongamos ahora que k es el cuerpo fijado de la extensién. Veamos que
K/k es normal. Sea p(x) € k[z] un polinomio irreducible (que podemos suponer
moénico) con una raiz a € K. Hemos de ver que p(z) se escinde en K|x].

Sean aq, ..., a, todas las raices de p(z) en K (sin repeticiones). Sea

gx)=(x—ay) - (x —ap) € K[z].

Para cada o € G(K/k) se cumple que og(z) = (z — o(a1)) -+ (z — o(an)),
pero es obvio que o(ay), . . ., o(a,) son los mismos ay, . . ., a, cambiados de orden,
luego en realidad og(z) = g(z). Esto significa que todos los coeficientes de g(x)
son fijados por o, luego estdn en el cuerpo fijado de K/k, que por hipétesis es
k, o sea, g(x) € klx].

Como p(z) es el polinomio minimo de a y a es una de las raices de g(x),
tenemos que p(z) | g(z), pero por otra parte todas las raices de g(x) lo son
de p(z) y ademds son simples, luego g(z) | p(z). Como ambos son ménicos
p(z) = g(x) se escinde en K[z] y ademds con raices simples.

Con esto hemos probado también que K /k es separable, pues dado a € K, si
tomamos p(x) = polmin(a, k) hemos probado que las raices de p(z) son simples.

u
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Comenzamos ahora la labor de ‘contar’ los automorfismos de una extensién
finita. En realidad si la extensiéon no es normal puede no haber maés auto-
morfismo que la identidad (como le ocurre a Q({/2)/Q), luego si queremos
resultados generales no hemos de contar automorfismos sino monomorfismos.

Definicién 8.38 Sea K /k una extension finita. Llamaremos k—monomorfismos
de K a los k—monomorfismos de K en una clausura algebraica de K.

Segun hemos visto al final de la seccién anterior, los k—monomorfismos de K
coinciden con los k-monomorfismos de K en una clausura normal de K sobre
k, y si K/k es normal entonces los k—monomorfismos de K son de hecho los
k—automorfismos de K.

Llamaremos N(K/k) al nimero de k—monomorfismos de K (es inmediato
que éste no depende de la eleccién de la clausura algebraica).

Por ejemplo, si k(a)/k es una extensién simple de grado n sabemos que el
nimero de k~monomorfismos de K es igual al nimero de k—conjugados de a, y si
a es separable sobre k entonces pol min(a, k) tiene todas sus raices simples, luego
a tiene exactamente n k—conjugados, es decir, el nimero de k—monomorfismos
de k(a) es igual al grado de la extensién. En simbolos:

N(k(a)/k) = |k(a) : K|

Vamos a generalizar este hecho a extensiones separables cualesquiera. Primero
probamos un resultado técnico:

Teorema 8.39 Consideremos una cadena de extensiones k C K C L con L/k
finita normal. Entonces N(L/k) = N(L/K)N(K/k).

DEMOSTRACION: Por 8.25 tenemos que cada k-monomorfismo de K se ex-
tiende a un k-automorfismo de L. Basta probar que de hecho se extiende exac-
tamente a N(L/K) de ellos.

Sean ¢ y 7 dos extensiones a L de un mismo k—monomorfismo de K. Como
L/k es normal o y 7 son k—automorfismos de L, luego 70! es un k—automor-
fismo de L que de hecho fija a K, es decir, p = 70~ € G(L/K) y 7 = op.
Asi pues, si o es una extension cualquiera de un k—monomorfismo de K, las
restantes son de la forma op con p € G(L/K).

Por otra parte, si op = op’, componiendo con o¢~! concluimos que p = p/,
luego en efecto, hay tantas extensiones como elementos de G(L/K) "

1

Sea ahora una extensién finita normal L = k(aq, ..., ay), donde los elementos
a; son separables sobre k. Podemos aplicar el teorema anterior con K = k(aq)
y concluir que N(L/k) = N(L/k(a1)) |k(ay) : k|. Ahora consideramos la cadena
k(a1) C k(a1,a2) C L. Es claro que estd también en las hipdtesis del teorema
anterior (az es separable sobre k(a1) porque polmin(az, k(a1)) | pol min(az, k)).
Por lo tanto concluimos que

N(L/k) = N(L/k(ar,a2)) |k(a1,a2) : k(a1)| [k(a1) : k|
= N(L/k(a1,a2)) |k(a1,az) : k|.
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Repitiendo el proceso llegamos a N(L/k) = |L : k|.

Esto es esencialmente el resultado al que queremos llegar (y, como vemos, es
una mera generalizacién del caso trivial de extensiones simples). Notemos ahora
que si F' es el cuerpo fijado de la extensiéon L/k entonces G(L/k) = G(L/F),
luego |L : k| = |G(L/k)| = |G(L/F)| = |L : F|, con lo que k = F' y el teorema
8.37 nos permite concluir que la extensién L/k es separable. De aqui se sigue
en primer lugar:

Teorema 8.40 Si K = k(S5), donde S es un conjunto de elementos separables
sobre k, entonces la extension K/k es separable.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que S es finito. Sean a1, ...,a, los
conjugados de todos los elementos de S. Sabemos que todos ellos son separables
sobre k. Entonces L = k(ay,...,a,) es la clausura normal de K/k, y en estas
condiciones hemos probado que L/k es separable, luego K/k también. El caso
infinito se reduce trivialmente al caso finito. L]

Notemos que acabamos de probar que la clausura normal de una extensién
finita separable es una extensién finita de Galois. Finalmente estamos en con-
diciones de enunciar el teorema principal de esta seccién:

Teorema 8.41 Si K/k es una extensidn finita separable de grado n entonces
el numero de k—monomorfismos de K es eractamente igual a n. En particular
st K/k es finita de Galois |G(K/k)| = |K : k.

DEMOSTRACION: Lo tenemos probado para extensiones normales. Si K/k
no es normal tomamos la clausura normal L/k. Entonces las extensiones L/k
y L/K son normales, luego el teorema 8.39 y el caso normal nos dan |L : k| =
N(K/k) |L : K|, luego también N(K/k) = |K : k|. "

El teorema siguiente termina de perfilar el comportamiento de las extensiones
separables, totalmente analogo al de las algebraicas en general:

Teorema 8.42 Sea k C K C L una cadena de extensiones. Entonces L/k es
separable si y solo si L/K y K/k lo son.

DEMOSTRACION: Una implicacién es sencilla. La otra se reduce facilmente
al caso en que las extensiones son finitas (ver por ejemplo 8.10).

Supongamos, pues, que L/K y K/k son finitas separables. Sia € Ly b es un
k—conjugado de a, entonces existe un k—monomorfismo de K tal que o(a) = b.

Si p(xz) = polmin(a, K) entonces polmin(b, k) = op(z), y es claro que si
a es una raiz simple de p(z) entonces b es raiz simple de op(x), es decir, los
k—conjugados de elementos de L son separables sobre K. De aqui se sigue que
la clausura normal de L sobre k es separable sobre K, luego podemos suponer
que L/k es normal.

La clausura normal de K /k esté contenida en L, es separable y obviamente L
es separable sobre ella (por la implicacién opuesta a la que estamos probando).
Por lo tanto podemos suponer también que K/k es normal.
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Veamos que el cuerpo fijado de L/k es k. Si a estd en dicho cuerpo fijado, en
particular a es fijado por G(L/K), luego a € L (por 8.37). Todo automorfismo
de K/k se extiende a un automorfismo de L/k que fija a a, luego a estd en el
cuerpo fijado de K/k, que es k. n

Ejercicio: Probar que si K/k es una extensién de cuerpos, el conjunto K, de los
elementos de K separables sobre k es un subcuerpo de K.

8.6 El teorema del elemento primitivo

Ha llegado el momento de recoger el fruto de la teoria que hemos desarro-
llado, aunque en realidad pospondremos los resultados méas profundos que en
este momento no sabriamos aprovechar. FEn esta seccion probaremos un teorema
muy util y nada trivial que ilustra muy bien las posibilidades que da el control
de los monomorfismos de una extension.

Teorema 8.43 (Teorema del elemento primitivo) Toda extension finita sepa-
rable es simple.

DEMOSTRACION: Sea K/k una extensién finita separable. Distingamos dos
casos segun que el cuerpo base k sea finito o infinito. Si k es finito y K es una
extension finita de k, entonces K también es un cuerpo finito (cada elemento de
K esta determinado por sus coordenadas en una k-base, y sélo hay un niimero
finito de coordenadas posibles). Por el teorema 5.13 en K hay una raiz primitiva
de la unidad, es decir, un elemento a tal que sus potencias recorren todos los
elementos de K salvo el cero. Obviamente, K = k(a).

Supongamos ahora que k es infinito. Toda extension finita es finitamente
generada, es decir, es de la forma k(aq,...,a,)/k.

Razonando por induccién es suficiente probar que si a, b son elementos se-
parables sobre un cuerpo k entonces existe un ¢ € k(a, b) tal que k(a,b) = k(c).

Sea A el conjunto de todos los pares (a’,b’), donde o’ es un k—conjugado de
a y b es un k-conjugado de b. Es claro que si (ag,b1), (az,b2) son dos pares
distintos en A, existe a lo sumo un u € k tal que a; +ub; = as + ubs. Asi pues,
como A es finito y k es infinito existe un elemento v € k distinto de cero y para
el que a1 +vby # ag +vbe, para todo par de pares distintos (ag, b1), (a2, b2) € A.

Sea ¢ = a + vb. Entonces, si o, 7 son k—monomorfismos distintos de k(a, b)
los pares (o(a),a(b)) y (7(a), (b)) son pares distintos de A, luego

o(c) = o(a) + vo(b) # 7(a) + v7(b) = 7(c).

Esto significa que c tiene tantos conjugados como k—monomorfismos tiene
la extensién k(a,b)/k. Por los resultados que hemos probado, el grado de
polmin(e, k) coincide con |k(a,b) : k| o también |k(c) : k| = |k(a,b) : k|. Puesto
que k(c) C k(a,b), de hecho k(a,b) = k(c). "

Asi pues, para reducir dos generadores a, b de una extension separable a uno
solo, hemos de tomar un elemento de la forma ¢ = a+vb, con v en el cuerpo base.
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La finalidad de v es simplemente romper la simetria de la expresién para que el
nimero de automorfismos sea el méximo posible. Unos ejemplos aclararin esta
idea.

Ejemplo Consideremos el cuerpo K = Q(v/2,v3). La extensién K/Q es
normal, pues K es el cuerpo de escisién sobre Q del polinomio (22 — 2)(z? — 3).
Trivialmente es separable, pues los cuerpos son de caracteristica 0. Asi pues,
K/Q es una extensién finita de Galois. Veamos que tiene grado 4. Para ello
consideramos la cadena

QCQ(v2) cQ(V2,V3).

Es claro que el grado del primer tramo es 2, luego basta probar que el segundo
tramo también tiene grado 2. A su vez esto equivale a que /3 ¢ Q(\/i ) Ahora
bien, es facil ver que la ecuacién

(a+b\/§)2=a2+2b2+2ab\/§:3

no tiene solucién para a,b € Q.

Los conjugados de v/2 son ++/2 y los conjugados de v/3 son ++/3. Un auto-
morfismo de K estd determinado por las imagenes de v/2 y /3. Como sélo hay
cuatro posibilidades y ha de haber cuatro automorfismos, las cuatro posibilida-
des se dan. Asi pues, los cuatro automorfismos de K estan determinados por la
tabla siguiente:

Automorfismo | Imagen de v/2 | Imagen de /3
1 V2 V3
o V2 V3
T V2 -3
p —V2 -3

Una Q-base de K es 1, \/5, \/g, V2 /3 = /6. Un elemento primitivo es
V2 + /3, pues al aplicar los cuatro automorfismos obtenemos los conjugados

VEEVE VEeVE VioB V3o VB

Los cuatro son, efectivamente, distintos porque sus coordenadas en la base dada
son distintas. Por lo tanto Q(v/2+1/3) tiene grado 4 sobre Q y est4 contenido
en K, luego es K.

Ejercicio: Calcular pol min(v/2 + /3, Q).

Ejemplo Consideremos de nuevo K = Q(«, ), donde v y 3 son dos de las
raices del polinomio 23 —2. Segiin hemos visto en la seccién anterior, la extension
K/Q es de Galois y tiene grado 6. La imagen de a y § por cada uno de los
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seis automorfismos de K ha de ser «, f o la tercera raiz . Como sdlo hay seis
posibilidades distintas, cada una de ellas se corresponde con un automorfismo,
seguin indica la tabla siguiente:

Automorfismo | Imagen de « | Imagen de
1 « I}
P o v
o3 1) «
04 B v
o5 5 o
Og Y ﬂ

En este caso el elemento «+ 8 no es un elemento primitivo de K/Q, pues al
aplicarle los seis automorfismos obtenemos sélo tres conjugados: a + 3, o + 7,
8+ . Por lo tanto polmin(a + 3,Q) tiene grado 3 y Q(a + ) es un cuerpo
intermedio de grado 3 sobre Q.

Un elemento primitivo es, por ejemplo a — 3. En efecto, sus conjugados son

Oé—ﬁ) ﬁ_’)/: Oé+2ﬁ,
a_7:2a+ﬂ7 7-&2—262— /6),
ﬂ*OL, ’Y*ﬁ:*Oé*Qﬂa

y son todos distintos por la independencia lineal de o y 3. Puede comprobarse
que polmin(a — 3) = 25 + 108. Notemos que la presencia del —1 se traduce
en una pérdida de la simetria de la expresion a + 3, que hace que las las seis
imégenes por los automorfismos sean distintas. La prueba del teorema del ele-
mento primitivo justifica que siempre podemos conseguir el maximo ndmero
posible de conjugados mediante esta técnica.

8.7 Normas y trazas

Finalmente podemos definir la norma de una extensién de cuerpos. Notemos
primero que el teorema 8.37 vale en parte para extensiones separables (no ne-
cesariamente normales): Si K/k es separable, un elemento u € K estd en k si y
s6lo si o(u) = u para todo k-monomorfismo o de K. En efecto, si consideramos
la clausura normal L/k, tenemos que u € k si y sélo si o(u) = u para todo
o € G(L/k), pero las restricciones a K de los k-automorfismos de L son los
k-monomorfismos de K.

Definicién 8.44 Sea K /k una extensién separable de grado n. Sean o1, ..., 0,
los k-monomorfismos de K (en la clausura normal L de K/k). Definimos la
norma y la traza de un elemento o € K como

N(a) =01(a)---op(a) € L, Tr(a)=o01(a)+ -+ on(a) € L.

Si o € G(L/k), entonces o; o o es un k-monomorfismo de K en L, luego
0;00 = 0 para algin j. Mas atn, si ¢ # j, entonces 0;00 # 000, pues actian
de forma distinta sobre un elemento primitivo a de K.
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De este modo la composiciéon con ¢ permuta los monomorfismos y, en con-
secuencia, o(N(a)) = N(a), o(Tr(e)) = Tr() para todo a y todo o, es decir,
N(a), Tr(a) € k.

Tenemos asi dos aplicaciones N, Tr : K — k. Es obvio que

N(uv) = N(u) N(v), Tr(u + v) = Tr(u) + Tr(v).

De hecho la traza es una aplicacién lineal de k-espacios vectoriales. Una
propiedad elemental es que si a € k, entonces

N(a) = ol Tr(a) = |K : K| a.

Teorema 8.45 (Transitividad de normas) Sea k C K C L una cadena de
extensiones finitas separables. Entonces para todo o € L se cumple

NE(@) = NE (Nk(@),  Tri(a) = Trf (Trg (a))
DEMOSTRACION: Sean o4, ...,0, los K-monomorfismos de L. As{
Ni(a) = o1(@) - oa().

Sean T,...,T; los k-monomorfismos de K. Escojamos para cada uno de
ellos 7; una extensién a un k-automorfismo de la clausura normal de L sobre k,
digamos p;. Entonces 7; (N% () = p; (01()) -+ pi (0n(e)), y NE (N&()) es
el producto de estos términos para ¢ =1,...,m.

Los monomorfismos o; o p;, definidos sobre L, son distintos dos a dos, pues si
0;0p; = 04,0py, restringiendo a K tenemos p; = p,, luego ¢ = v, y componiendo
con el automorfismo inverso queda o; = oy, luego j = u.

Como en total son mn monomorfismos, de hecho son todos los k-monomor-
fismos de L, luego Nf (N% (), que es el producto de todos los p; (c;(c)), es
igual a NZ ().

El mismo razonamiento vale para las trazas. L]

Ejemplo Vamos a calcular la norma de la extension Q(\/i, \/g)/(@
Un elemento arbitrario de Q(\/E, \/§) es de la forma

a=a+bV2+cV3+dV6, cona,b,cdeQ.
Su norma en la extensién Q(\/Z \/3)/@(\/5) es
(a+b\/§+c\/§+d\/6) (a+b\/§—c\/§—d\/6)

2 2
(a+b\/§) —(c\/§+d\/6)
= a® 4267 + 2abV2 — 3¢ — 6d° — 6¢dV/2,
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y la norma de este niimero en la extension Q(ﬁ)/@ es

N(e) = (a2 + 207 — 3¢® — 6d° + (2ab — 6¢d)V/2 )
(a2 +20% = 362 — 642 — (2ab — 6cd)v2 )

= (a®+26% =3¢ — 6d%) — 2 (2ab — 6cd)? .

Ejercicio: Calcular la traza de las extensiones Q(v/2,v3)/Q y Q(/2)/Q.

Ejemplo Consideramos ahora la extensién ciclotémica p-ésima Q(w)/Q para
un primo impar p. Su grado es p — 1, luego tiene p — 1 automorfismos, deter-
minados por la imagen que toman sobre el elemento primitivo w, que ha de ser
uno de sus conjugados w’ parai=1,...,p— 1.

Evaluando en 0 el polinomio

Pt = (- w) (- w?) (- WP,

obtenemos N(w) = 1. Como la norma conserva productos se cumple N(w?) = 1
para todo ¢. Evaluando en 1 el mismo polinomio queda

Nl-w)=1-w)(l-w?) - (1-wP H =174 p14+1=0p.
Si p 11, entonces Tr(w?) es la suma de los p — 1 conjugados de w?, es decir,
Tr(w) =w+w? +- +wP™ =1

Si a € Q entonces Tr(a) =a+a+---+a= (p—1)a. En resumen,

Tr(w) _{ ~1 sipti

p—1 sipli

Una ventaja de la traza frente a la norma es que es mucho mas facil de
. —1 ; .
calcular. En efecto, si Y 7_ a;w’ es un elemento cualquiera de Q(w), entonces

p—1
Tr (Z aiwi>
i=0

p—1 p—1
Z a; Tr(w') = ag Tr(1) — Z a;
i=0 i=1

p—1 p—1
= (p—Vao— Y a;=pao— Y a.
=1 =0






Capitulo IX

Grupos

A lo largo de los temas anteriores nos hemos encontrado con una extensa
gama de operaciones entre objetos diversos: las operaciones de un anillo, las
de un moédulo, el producto y la exponenciacién por enteros en un anillo, la
composicion de aplicaciones, etc. Sucede que la mayoria de estas operaciones
presentan propiedades comunes pese a su naturaleza tan diferente, lo cual se
puede poner de manifiesto introduciendo una nueva estructura algebraica, la més
simple de todas, que nos proporcione una visién unitaria de las caracteristicas
compartidas por todas las operaciones que verifiquen unas propiedades minimas.
Esta es la estructura de grupo. Vamos a introducirla y a tratar de convencernos
de la conveniencia de pensar, siempre que sea posible, en términos de teoria de
grupos.

9.1 Definicion y propiedades basicas

Definicién 9.1 Un grupo es un par (G, ), donde G es un conjunto y - es una
ley de composicién interna en G que cumple las propiedades siguientes:

a) (ab)c = a(be) para todos los elementos a,b,c € G.

b) Existe un elemento 1 € G tal que a-1 =1-a = a para todo a € G.

¢) Para cada elemento a € G existe otro a~! € G tal que aa™! =a"ta = 1.

Como siempre, el elemento 1 cuya existencia afirma b) es tnico y se llama
elemento neutro de G. También el elemento ¢! es tnico para cada a € G y se
llama elemento inverso de a.

Un grupo (G, ) es abeliano si cumple la propiedad adicional de que ab = ba
para todo par de elementos a,b € G.

Siguiendo nuestra costumbre, omitiremos toda mencién expresa a la ley in-
terna de un grupo cuando ello no lleve a confusiéon. Asi, cuando hablemos de
un grupo G se entenderd que lo es con cierta ley interna que representaremos
con el signo -.

En realidad con los grupos usaremos dos notaciones distintas segtin convenga.
La notacion multiplicativa es la notacién segin la cual la operacién interna de

135
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un grupo se representa mediante el signo -, el elemento neutro se representa por
1 y el inverso de un elemento a se representa por a~!'. Con grupos abelianos
usaremos también la llamada notacion aditiva, segin la cual la operacién de un
grupo se representa por el signo +, el elemento neutro se representa por 0 y el
elemento inverso de un elemento a se representa por —a.

Hasta el momento nos hemos encontrado con muchos ejemplos de grupos.
El objetivo de este capitulo es dar una base tedrica para poder trabajar si-
multdneamente con todos ellos y comprender su estructura. Recopilemos ahora

algunos de esos ejemplos:

1. Si (A,+,) es un anillo, entonces (A,+) es un grupo abeliano, al que
llamaremos el grupo aditivo de A. El conjunto de las unidades de A es un
grupo con el producto de A (abeliano también si A es conmutativo).

2. En particular, si K es un cuerpo, K \ {0} es un grupo con el producto de
K, lo llamaremos grupo multiplicativo de K. Lo representaremos por K*.

3. Otros casos particulares de interés son los grupos Z/nZ con la suma usual
y los grupos U,, de las unidades de Z/nZ con el producto.

4. Si A es un anillo, el conjunto Aut A de todos los automorfismos de A es
un grupo, donde la operacién es la composicién de aplicaciones.

5. Si K/k es una extensién de cuerpos, entonces el conjunto G(K/k) de
todos los k-automorfismos de K es un grupo, llamado grupo de Galois de
la extensién. Una extension se dice abeliana si es de Galois y su grupo de
Galois es abeliano.

6. Todo mdédulo es un grupo abeliano con la suma. Mdas atin, como veremos
enseguida, los grupos abelianos estan en correspondencia biunivoca con
los Z-modulos.

Nuestro interés por los grupos proviene en gran medida de los grupos de
Galois, por lo que nos van a interesar especialmente los grupos finitos. Es cos-
tumbre llamar orden de un grupo G al nimero de sus elementos, y se representa
por |G]|.

Si G es un grupo y n un ndmero entero, podemos definir el elemento g"
exactamente igual como hicimos en el capitulo I cuando ¢ era una unidad en un
anillo. Se cumplen las mismas propiedades. Si usamos la notacién aditiva, en
lugar de ¢g" escribiremos ng, y se cumplen las mismas propiedades que para la
operacion correspondiente en anillos y médulos.

De este modo, si G es un grupo abeliano, la operacién externa entre ntimeros
enteros y elementos de G que acabamos de definir convierte a G en un Z-médulo
cuya suma es la operacion interna de G. De este modo, tal y como avanzabamos,
todo Z-modulo es un grupo abeliano y cada grupo abeliano se puede convertir
en un Z-modulo de forma natural.

Ahora vamos a definir para los grupos los conceptos andlogos a los que ya
tenemos definidos para anillos y mdédulos: subgrupos, generadores, homomor-
fismos, cocientes, etc.



9.1. Definicién y propiedades basicas 137

Comenzamos por el concepto de homomorfismo de grupos:

Definicién 9.2 Una aplicacién f : G — H entre dos grupos G y H es un
homomorfismo de grupos si cample f(uv) = f(u)f(v) para todos los elementos
u, v de G.

La aplicacion f es un monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo si ademas
es inyectiva, suprayectiva o biyectiva, respectivamente. Un isomorfismo de un
grupo G en si mismo es un automorfismo de G. Llamaremos Aut G al conjunto
de los automorfismos de un grupo G.

En general la composicion de homomorfismos de grupos vuelve a ser un
homomorfismo de grupos. La composicién de isomorfismos es un isomorfismo,
la aplicacién inversa de un isomorfismo es un isomorfismo y por lo tanto, si
G es un grupo, el conjunto Aut G resulta ser un grupo con la composiciéon de
aplicaciones como operacién interna.

Diremos que dos grupos G y H son isomorfos cuando existe un isomorfismo
entre ellos, y lo representaremos G = H. En tal caso G y H tienen las mismas
propiedades, son a todos los efectos el mismo grupo.

Notar que en un grupo G, el elemento neutro 1 es el tinico elemento g € G
que cumple gg = g. Como consecuencia si f : G — H es un homomorfismo de
grupos, se cumple f(1) = 1. Ademds, como f(g)f(g~') = f(1) = 1, también

flg™h) =Flo)

Definicién 9.3 Un grupo H es un subgrupo de un grupo G si H C G y el
producto de dos elementos de H es el mismo en H que en GG. Lo representaremos
H<G.

Notar que si H < (G, entonces el elemento neutro de H es el mismo que el de
G, pues es el unico elemento g € G que cumple gg = g. Igualmente el inverso
de un elemento h € H es su inverso en G, pues es el tnico elemento g € G tal
que gh = 1.

Equivalentemente, diremos que un subconjunto H de un grupo G es un
subgrupo de G si es un grupo con la operacién de G. Esto supone que al operar
dos elementos de H hemos de obtener un elemento de H, que el elemento neutro
de G estd en H y que el inverso de todo elemento de H esta en H. FEstas
condiciones son también suficientes, aunque en realidad pueden resumirse en
una sola:

Teorema 9.4 Sea G un grupo y H un subconjunto no vacio de G. Entonces H
es un subgrupo de G si y sdlo si para todos los elementos g, h € H se cumple
gh~t e H.

DEMOSTRACION: Obviamente un subgrupo ha de cumplir esta condicién.
Si un subconjunto H de G cumple esto, por ser no vacio existe un cierto h € H,
luego 1 = hh~! € H, para todo h € H se cumple h™! = 1-h~! € H y para
todos los g, h € H se cumple que g, h~! € H, luego gh = g(h~—!)~! € H. Esto
prueba que H < G. n
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Todo grupo G tiene al menos dos subgrupos, el propio G y el subgrupo
1 = {1}, llamado subgrupo trivial. Los subgrupos 1 y G se llaman subgrupos
1MpPropLos.

Es facil probar que si f : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces
el nicleo de f, dado por N(f) ={g € G| f(g) =1} y la imagen de f, dada por
Im f = f[G], son subgrupos de G y H respectivamente. Al igual que vimos en
el capitulo V para anillos y en el capitulo VII para médulos, un homomorfismo
de grupos es inyectivo si y sélo si su nucleo es el subgrupo trivial.

A la hora de definir los grupos cociente nos encontramos con una dificultad, y
es que en grupos no abelianos podemos definir la relacién de congruencia de dos
formas distintas. Por ello la definicién de los grupos cociente requiere algunos
conceptos adicionales que veremos después. De momento nos limitaremos a
definir las congruencias y probaremos algunos resultados elementales en torno
a ellas, necesarios en el estudio de los subgrupos en general.

Definiciéon 9.5 Sea G un grupo y H < G. Diremos que dos elementos u y v
de G son congruentes por la izquierda médulo H (y lo representaremos u =; v
(méd H)) si cumplen u~tv € H.

Diremos que u y v son congruentes por la derecha moédulo H si cumplen
uv™! € H. Lo representaremos u =4 v (méd H).

Es muy facil comprobar que ambas relaciones son de equivalencia y que la
clase de equivalencia de un elemento a € G para la congruencia por la izquierda
es el conjunto aH = {ah | h € H}, mientras que la clase de equivalencia de a
para la congruencia por la derecha es Ha = {ha | h € H}.

Llamaremos (G/H); y (G/H)q a los conjuntos cociente para las relaciones
de congruencia moédulo H por la izquierda y por la derecha, respectivamente.

En general se cumple que todas las clases de equivalencia tienen tantos ele-
mentos como H, pues la aplicacion que a cada h € H le asigna el elemento
ah € aH biyecta H con aH (e igualmente por la derecha).

Asi pues, todas las clases de equivalencia de un grupo G respecto a un
subgrupo H tienen cardinal igual a |H|, luego los dos conjuntos cociente (G/H);
y (G/H)4 tienen cardinal igual a |G|/|H|. A este cardinal lo llamaremos 7ndice
del subgrupo H en el grupo G, y lo representaremos por |G : H|. Tenemos
demostrado el teorema siguiente:

Teorema 9.6 (Teorema de Lagrange) Sea G un grupo finito y H < G. Enton-
ces |G| = |G : H|-|H|. En particular el orden de todo subgrupo de G es un
divisor del orden de G.

Este resultado, pese a su simplicidad, es de importancia capital en el estudio
de los grupos finitos. El lector puede demostrar que en realidad se cumple
también para grupos infinitos, aunque aqui no lo necesitaremos.
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9.2 Grupos de permutaciones

Antes de seguir introduciendo nuevos conceptos sobre grupos, vamos a estu-
diar con detalle una familia concreta de grupos finitos que nos permitira poner
ejemplos claros de cuanto veremos después.

Definicién 9.7 Si A es un conjunto cualquiera, llamaremos ¥ 4 al conjunto de
todas las aplicaciones biyectivas de f : A — A. Es inmediato que ¥ 4 es un
grupo con la operacién dada por la composicién de aplicaciones. Se le llama
grupo simétrico del conjunto A. A los elementos de ¥4 se les llama también
permutaciones de A.

Es inmediato que si dos conjuntos A y B tienen el mismo cardinal, entonces
los grupos simétricos X4 y Xp son isomorfos. Basta tomar una aplicacion
biyectiva f : A — B y asignar a cada permutacién g € ¥ 4 la permutacién
flogof.

En otras palabras, da igual hablar de las permutaciones del conjunto {a, b, c}
que del conjunto {1,2,3}. El isomorfismo entre ambos grupos se obtiene cam-
biando el nombre a los elementos. Por ejemplo, la permutacion que envia el 1
al 2, el 2 al 3y el 3allsecorresponde con la que enviaa a b, bacycaa.

Por lo tanto, a efectos practicos, y puesto que sélo nos va a interesar el
caso en el que el conjunto A es finito, podemos limitarnos a estudiar los grupos
simétricos sobre los conjuntos {1,...,n}, donde n es un nimero natural. Al
grupo simétrico sobre este conjunto lo representaremos por X, el grupo de las
permutaciones de n elementos.

Una forma elemental de representar una permutacién de n elementos f es
mediante la n-tupla (f(l)7 e f(n)) Asi por ejemplo, (3,2,5,1,4) es uno de
los elementos del grupo X5, concretamente es la permutacion que envia el 1 al
3,el 2 al 2, el 3alb, etc.

De este modo, a cada permutacion de X, le corresponde una n-tupla con
sus componentes distintas dos a dos, y cada una de estas n-tuplas representa
a una permutacién distinta. Ahora bien, una simple inducciéon demuestra que
hay exactamente n! formas distintas de disponer n objetos en una n-tupla sin
repeticiones, luego podemos concluir que |3, | = nl.

Consideremos la siguiente permutacién de Xg: (3,7,4,1,8,6,2,5). Para ver
mas claramente su comportamiento podemos representarla mediante un dia-
grama de flechas asi:

| ~~—— 4 T

oA
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Observamos que al actuar la permutacion el 1 pasa al 3, si vuelve a actuar, el
3 pasa al 4 y de aqui vuelve al 1. En definitiva, mediante sucesivas aplicaciones
de la permutacioén, el 1 puede ir a parar al 1, al 3 o al 4, pero nunca al 2 o al 6.

En general, diremos que dos elementos a y b de A = {1,...,n} estan rela-
cionados por una permutaciéon o € ¥, si existe un nimero entero m tal que
c™(a) = b. Es inmediato que esta relacién es de equivalencia, con lo que o
divide al conjunto A en clases de equivalencia llamadas drbitas, que en nuestro
ejemplo son

{1, 3, 4}, {2, 7}, {5, 8} vy {6}

Sea ¢ una permutacion de ¥,,. Sea a un nimero entre 1 y n. Los elementos
a, o(a), 0%(a), o3(a), ... estdn todos en la érbita de a. Como es finita, exis-
ten dos niimeros naturales distintos tales que o’(a) = o7(a). Si por ejemplo
1 < j, entonces Uj_i(a) = a, o sea, existe un numero natural » no nulo tal que
o"(a) = a. Sea r el menor posible. Entonces los elementos a, o(a), o%(a), ...
, 0" 1(a) son todos distintos, pues si dos de ellos coincidieran, la diferencia de
sus exponentes nos darfa un ndmero natural s < r para el que c°(a) = a. Al
seguir aplicando exponentes mayores vuelven a aparecernos los mismos elemen-
tos, 0" (a) = a, 0" (a) = o(a), etc. Por otra parte, como ¢"(a) = a, también
o~ Ya) = 0" a), 072(a) = 0" "%(a), etc, luego los exponentes negativos no in-
troducen nuevos elementos. Esto quiere decir que en realidad toda la 6rbita de a,
o sea, el conjunto {o"(a) | u € Z}, es exactamente {a,o(a),o%(a),..., 0" ' (a)}.

Hemos demostrado que la érbita de un elemento a respecto a una permu-
tacién o es de la forma {a,0(a),0?(a),...,0™ *(a)}, y 0™(a) = a. Gréfica-
mente, esto significa que los esquemas de flechas como el anterior dan lugar a
‘circulos’ de flechas

a—o(a) = o*(a) —...— o™ a) = a

Las érbitas con un solo elemento se llaman triviales. En el ejemplo anterior
hay una unica 6rbita trivial, que es {6}.

Una permutacién es un ciclo si forma una tnica érbita no trivial. Un ejemplo
de ciclo en g es la permutaciéon (3,2,4,1,5,6,7,8). Si el lector representa su
esquema de flechas observard que se forman las érbitas {1,3,4}, {2}, {5}, {6},
{7}y {8}

Cuando hablemos de la érbita de un ciclo, se entenderd que nos referimos a
su 6rbita no trivial. Llamaremos longitud de un ciclo al cardinal de su érbita.
El ciclo de nuestro ejemplo tiene longitud 3.

Resulta cémodo usar otra notacién para los ciclos. Al ciclo cuya 6rbita es
{a,0(a),0%(a),...,0™ (a)} lo representaremos mediante la m-tupla

(a,0(a),0%(a),...,0™ (a)).

Por ejemplo, el ciclo que hemos mostrado antes no es sino

(1,3,4) = (3,4,1) = (4,1,3).
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La permutacién (3,7,4,1,8,6,2,5) que hemos analizado no es un ciclo, pero
puede expresarse como producto de ciclos: (1,3,4)(2,7)(5,8).

Esto no es casual. Diremos que dos ciclos son disjuntos si sus érbitas no
tienen elementos en comun. Toda permutacién distinta de la identidad se ex-
presa como producto de ciclos disjuntos. Veamos con un ejemplo que existe
un método que a partir de cualquier permutacién distinta de la identidad nos
permite encontrar una expresiéon como producto de ciclos disjuntos.

Partamos de la permutacién

o=(3,2,10,1,11,6,9,7,8,4,5) € Sy

Esta permutacién envia el 1 al 3, el 3 al 10, el 10 al 4 y el 4 al 1 de nuevo.
Consideremos el ciclo (1,3,10,4). Este ciclo se comporta igual que o sobre los
nimeros 1, 3, 4 y 10. El menor nimero que no estd aqui es el 2, pero o(2) = 2,
luego en realidad el ciclo (1,3,10,4) coincide con o también sobre el 2. El
siguiente ntmero es el 5. Ahora o envia el 5 al 11 y el 11 al 5, luego el ciclo
(5,11) coincide con o sobre el 5y el 11. Mds atin, el producto (1, 3,10,4)(5,11)
coincide con o sobre los nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 10 y 11 y deja invariantes a los
restantes. El siguiente niimero es el 6, pero también o(6) = 6, luego no hay
nada que hacer con él. Tomamos el 7. o(7) =9, 0(9) = 8 y 0(8) = 7, luego
el ciclo (7,9, 8) coincide con o sobre 7, 8, 9, y el producto de ciclos disjuntos
(1,3,10,4)(5,11)(7,9,8) es igual a o.

Notar que este proceso siempre da ciclos disjuntos porque la érbita de cada
ciclo es una de las orbitas de o y dos cualesquiera de ellas son disjuntas. La
razén por la que al final obtenemos ¢ es que en un producto de ciclos disjuntos,
la imagen de un nuimero sélo depende del ciclo en cuya érbita se encuentre, ya
que los anteriores lo fijan y los posteriores fijan también a su imagen (que estd
en la misma orbita).

Asf pues, para saber la imagen del 4 por (1, 3,10,4)(5,11)(7, 9, 8) basta fijarse
en el ciclo en el que aparece el 4, que es (1,3,10,4) y observar que su imagen
por él es 1. Como el 2 no aparece en ningun ciclo, su imagen es 2.

Observar que para calcular la imagen de un elemento por un producto de
ciclos disjuntos no importa el orden en el que aparecen los ciclos. Esto significa
que los ciclos disjuntos conmutan entre si (su producto no depende del orden en
que se multipliquen).

Otro hecho importante es que toda permutacion distinta de la identidad se
expresa de forma nica como producto de ciclos disjuntos. Como es mas facil
entenderlo que explicarlo, dejamos que el lector se convenza por si mismo.

Ahora estamos en condiciones de representarnos claramente los grupos de
permutaciones. Obviamente X1 = 1, Xy = {1, (1, 2)} Los elementos no triviales
de Y3 pueden ser ciclos de longitud 2 o ciclos de longitud 3. En total tenemos
las posibilidades siguientes:

s = {1,(1,2,3),(3,2,1),(1,2),(1,3),(2,3)}.

Ejercicio: Considerar G = X3 y H = {1, (1,2)}. Calcular los cocientes (G/H); y
(G/H)q y comprobar que son distintos.
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En ¥4 tenemos los siguientes tipos de permutaciones:

1, (0,0,0,0), (0,0,0), (0,0), (o,0)(0,0)

Para construir un ciclo de longitud 4 podemos comenzar con cualquiera de
los 4 nimeros. Una vez fijado el primero, tenemos 3 opciones para el siguiente
(pues no se pueden repetir), 2 mds para el siguiente y una sola para el dltimo.
En total hay 4-3-2 -1 formas de construir un ciclo de longitud 4. Sin embargo
cada ciclo puede representarse de 4 formas diferentes:

(1’ 2)374) = (4’ 1)273) = (3’ 4) 172) = (2’ 3)47 1)7

luego en realidad hay 3 -2 -1 =6 ciclos de longitud 4 en 4.

Del mismo modo hay 4 -3 -2/3 = 8 ciclos de longitud 3 y 4-3/2 = 6 ciclos
de longitud 2. Como los elementos de tipo (o, 0)(o,0) pueden representarse de
8 formas distintas:

(1,2)(3,4) = (2,1)(3,4) = (4,3)(2,1), ...

hay un total de 4 -3 -2-1/8 = 3 permutaciones de este tipo. Afadiendo la
identidad tenemos 1 + 6 + 8 + 6 + 3 = 24 = 4! elementos en Xy4.

Ejercicio: Calcular explicitamente las 24 permutaciones de Y.

Ejercicio: Determinar los tipos de permutaciones de Y5 asi como cuantas permuta-
ciones hay de cada tipo.

Es fécil operar con permutaciones expresadas como productos de ciclos. Por
ejemplo, en ¥4 podemos considerar el producto de (1,2)(3,4) por (1,3,2,4).
Para calcularlo observamos que, cuando (1,2)(3,4)(1, 3,2, 4) acttia sobre el 1, el
primer ciclo lo envia al 2, el segundo deja invariante al 2 y el tercero lo envia
al 4, luego la permutacién total empieza asi: (1,4,...). Ahora el primer ciclo
deja fijo al 4, el segundo lo envia al 3 y el tercero envia el 3 al 2, luego tenemos
(1,4,2,...). Igualmente vemos que el 2 va a parar al 3 y por tanto ha de ser
(1,4,2,3,...), pero como la longitud de un ciclo no puede ser mayor que 4,
seguro que el 3 va a parar al 1y asf (1,2)(3,4)(1,3,2,4) = (1,4,2,3).

Con un poco de préctica el lector operard rapidamente con permutaciones.

Ejercicio: Probar que X, no es abeliano, para n > 3.

Por otra parte, el inverso de un ciclo es muy facil de hallar. Teniendo en
cuenta que se trata de la aplicacién inversa es inmediato que (a,b,c,d)™! =
(d, ¢, b,a), es decir, el inverso de un ciclo se obtiene escribiéndolo del revés. Asf
mientras (a, b, ¢,d) lleva a a b, el ciclo (d, ¢, b,a) lleva b a a, etc.

El inverso de una permutacién cualquiera se calcula facilmente a partir del
siguiente hecho general sobre grupos: (gh)™! = h=1g~! o, méds en general to-
davia: (g1---gn)" ' =g, 91

Por ejemplo, ((1,5,2)(3,6,4)(7,8)) " = (8,7)(4,6,3)(2,5,1).

Los grupos de permutaciones nos interesan, entre otros motivos, porque nos
dan una representacién facil de manejar de los grupos de automorfismos de las
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extensiones de Galois. En efecto, sea K/k una extensién finita de Galois, sea
p(z) € k[z] un polinomio del que K sea cuerpo de escision y sea A el conjunto de
las raices de p(x) en K. Entonces K = k(A) y la aplicacién f : G(K/k) — X4
dada por f(o) = 0|4 es un monomorfismo de grupos. En efecto, sabemos que
cualquier k-automorfismo o envia raices de p(z) a raices de p(x), luego ol es
una aplicacién inyectiva (luego biyectiva, puesto que A es finito) de A en A. Por
lo tanto f estd bien definida y es obviamente un homomorfismo. Del hecho de
que K = k(A) se sigue que si dos k-automorfismos coinciden sobre A entonces
son iguales, luego f es inyectiva.

Asi pues, en general, el grupo de Galois G(K/k) de una extensién finita de
Galois es isomorfo a un subgrupo del grupo de las permutaciones de las raices
de cualquier polinomio del cual la extensién sea cuerpo de escision.

Ejemplo En el capitulo anterior estudiamos el cuerpo de escisiéon sobre Q
del polinomio x3 — 2, que es de la forma Q(a, 3), donde «, 3,7 son las tres
raices del polinomio. Vimos que la extensién tiene seis automorfismos, que se
corresponden con las seis permutaciones de las raices, es decir, son

L (w87, (8a), (f), (o), (6,7)

En general la representacién de un grupo de Galois como grupo de permu-
taciones no tiene por qué ser suprayectiva, es decir, puede haber permutaciones
de raices que no se correspondan con ningin automorfismo.

Ejemplo Consideremos el polinomio z* + z3 + 22 + 2 + 1. Su cuerpo de
escisién sobre Q es el cuerpo ciclotémico Q(w) de grado 4. El grupo de Galois
G(Q(w)/Q) puede identificarse con un subgrupo del grupo de las permutaciones
de las cuatro raices w,w?,w?®, w*. Como cada automorfismo estéd determinado
por su accién sobre w, concluimos que sélo hay 4 automorfismos. Concretamente
son

1, (w,wQ,w3,w4), (w,w37w4,w2), (w,w4)(w27w3).

Por ejemplo, el automorfismo que cumple o(w) = w?® ha de cumplir también

ow?) = (w3)3 =uw? =Wt
olwh) = (w3)4 = wl? = 2,
ow?) = (w3)2 =uW=w

Por lo tanto es (w,w?, w*,w?).
Asi pues, no existe ningin automorfismo de esta extensién que permute las
rafces en la forma (w,w?,w?), por ejemplo.

Ejercicio: Representar el grupo de Galois G(Q (\/5, V3 ) /Q) como grupo de permu-

taciones de {i\/i, i\/g}
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9.3 Generadores, grupos ciclicos

Notemos que la interseccién de una familia de subgrupos de un grupo es de
nuevo un subgrupo, luego podemos dar una definicién andloga a la vista para
submédulos e ideales:

Definiciéon 9.8 Sea G un grupo y X C G. Llamaremos subgrupo generado
por X a la interseccién de todos los subgrupos de G que contienen a X. Lo
representaremos mediante (X).

Si G = (X) diremos que el conjunto X es un generador de G. Un grupo que
admite un generador con un solo elemento es un grupo ciclico. Una extension
de cuerpos es ciclica si es de Galois y su grupo de Galois es ciclico.

Es facil encontrar una expresion para los elementos de un grupo en funcién
de un conjunto de generadores.

Teorema 9.9 Sea G un grupo, X un subconjunto de G, X' = {z~1 |z € X}
y g un elemento de G. Entonces:

1. (X)={z1 op |21, ., 2 € XUX 1}
2. 8i G es finito (X) ={x1---xp | 21,..., 2, € X}.

3. (g) ={g" | neZ}.

4. Si |<g>| =m, entonces (g) = {1,9,...,g™ '} yg" =1 si y sélo si m | n.

DEMOSTRACION: 1) Llamemos H = {x1-- 2, | 21,...,2, € X U X1},
Tenemos que (X) es un grupo que contiene a los elementos de X, luego también
a sus inversos y a los productos que pueden formarse entre ellos. Por lo tanto
H C (X). Es facil ver que H es un subgrupo de G y obviamente contiene a X,
luego (X) C H.

2) Basta ver que si G es finito y x € G, entonces x~! = 2™ para cierto

ntimero natural m. Asi un elemento de X! puede ser sustituido por varios
factores (iguales) de X.

Esto es cierto porque las potencias x, 2, 23, ... no pueden ser todas distintas
(va que sélo pueden tomar un nimero finito de valores), por lo que existen dos
nimeros naturales m < n tales que = = x™.

Entonces "~ ™ L n—m-—1

=lconn—m >0,luegoz™ =z ,conn—m—12>0.

3) Es consecuencia inmediata de 1).

4) En la prueba de 2) hemos visto que existe un ndmero natural n # 0 tal
que g™ = 1. Tomemos el menor n que cumple esto. Entonces los elementos 1,
g, g%, ... g" ! son todos distintos, pues si dos de ellos coincidieran, g¢ = g7
con i < j, entonces tendriamos ¢’ % = 1 con 0 < j —i < n, en contra de la
eleccién de n. A partir de n las potencias de g se repiten, pues g" =1, g"™' = ¢,

g"t? = g%, etc. En particular g" = 1 si y s6lo sin | r.
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Asi pues, (g) = {1,9,9%,...,9" 1}, por lo que n es el orden de {(g), o sea,
n=m. "

El teorema anterior nos proporciona mucha informacién sobre los grupos
ciclicos. Un hecho obvio es que todo grupo ciclico es abeliano, pues dos elementos
de un grupo ciclico son de la forma ¢° y g7, para ciertos ntimeros enteros i y j,
luego su producto en cualquier orden es g*t7 = g7+*. Ahora conviene probar lo
siguiente:

Teorema 9.10 Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

DEMOSTRACION: Sea G = (g) un grupo ciclico. Entonces la aplicacién
f:Z — G dada por f(n) = g™ es un epimorfismo de grupos. Si H < G, es
facil ver que f~[H] < Z (esto es cierto para cualquier homomorfismo), pero
los subgrupos de Z coinciden con los ideales, es decir, existe un m € Z tal que
fYH] = mZ, luego H = {g™™ | n € Z} = (g™). .

En vista de esto resulta que las afirmaciones sobre los subgrupos de un grupo
ciclico pueden reformularse en términos de sus elementos (y los subgrupos que
generan). En esta linea conviene dar la definicién siguiente:

Definicién 9.11 Sea G un grupo y g € G. Se llama orden de g a o(g) = |<g)’

Si G es un grupo finito, entonces o(g) es un nuimero natural no nulo y
o(g) | |G|. Un grupo de orden n es ciclico si y sélo si tiene un elemento de
orden n.

Por el teorema 9.9, g™ = 1 si y sélo si o(g) | m.

Ejercicio: Probar que todo grupo de orden primo es ciclico.

Ejercicio: Calcular todos los subgrupos de 3.

Notar que el concepto de orden de una unidad en el sentido de 5.12 es un caso
particular de esta definicion, pues el conjunto de las unidades de un dominio
es un grupo. La prueba del teorema 5.13 es valida en realidad en el siguiente
contexto general:

Teorema 9.12 Todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de un dominio
integro es ciclico.

El resto del teorema 5.13, es decir, la existencia de elementos de todos los
ordenes posibles, es valida para grupos ciclicos en general:

Teorema 9.13 Sea G = (g) un grupo ciclico de orden n.
1. Sim es un nidmero entero, <gm> = <gd>, donde d = (m,n).
2. Sim | n, entonces o(g"™) =n/m.

3. En general o(¢g™) =n/(m,n).
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4. Para cada divisor m de n, G tiene un unico subgrupo de orden m.

5. 8im | n, entonces G tiene exactamente ¢(m) elementos de orden m,

donde ¢ es la funcion de Euler (5.9).

DEMOSTRACION: 1) Sea m = rd. Entonces g™ = (g?)" € (g?), luego
{g™) C (g%).

Por la relaciéon de Bezout, existen enteros a y b tales que d = am + bn.

Ast, gt = (g™)" - (g")" = (g™)" 1= (g™)" € (g™). luego (g%) C (g™).

2) La prueba estd dada en 5.13.

3) es consecuencia de 1) y 2).

4) De 2) se deduce que si m | n, entonces G tiene un subgrupo de orden m.
Si G tiene dos subgrupos de orden m, digamos <gr> y <gr >, entonces o(g") =

o(g"") = m, luego por 3) (r,n) = (+',n) =d, y por 1) (g") = (g%) = <g7"/>.

5) Sea H el tinico subgrupo de G de orden m. Entonces H contiene a todos
los elementos de G de orden m. Aplicando a H el apartado 3) tenemos que H
tiene tantos elementos de orden m como nimeros r < m cumplen (r,m) =1, es
decir, hay ¢(m). n

Veamos algunos resultados sobre 6rdenes y generadores en grupos simétricos.

Teorema 9.14 Sea n un numero natural no nulo.
1. El orden de un ciclo de X, coincide con su longitud.

2. FEl orden de un producto de ciclos disjuntos es el minimo comun maultiplo
de las longitudes de dichos ciclos.

3. El grupo X, estd generado por los ciclos de longitud 2. Mds aun, estd
generado por los n — 1 ciclos (1,2), (2,3), ..., (n —1,n). Los ciclos de
longitud 2 se llaman trasposiciones.

DEMOSTRACION: 1) Sea un ciclo ¢ = (ai,...,a,). Es ficil ver entonces
que para 1 < i < m se cumple que o%(a;) = a;;1, luego o* # 1. Sin embargo
0™(a1) = ay y en realidad el mismo argumento vale para cualquier a;, luego
o™ =1, y en consecuencia, o(c) = m.

2) Sea 0 = o1 - - 0., donde las permutaciones o; son ciclos disjuntos. Sea
m; el orden de o; y sea m el minimo comun multiplo de los m;. Como los ciclos
disjuntos conmutan, se cumple que ™ = o7 --- o™ =1, luego o(o) | m.

Supongamos ahora que ¢® = 1, luego como antes, of---0; = 1. Vamos a
probar que o = 1y as{ m; = o(o1) | s. Como las permutaciones conmutan,
en realidad el argumento valdrd para todas ellas y asi cada m; | s, y por tanto
m | s, lo que probaréd que o(c) = m.

Sea p un ntmero en la érbita de o;. Como los ciclos son disjuntos, cada
oj con j # 1 deja fijo a p, luego lo mismo hacen sus potencias y p = o°(p) =

(o7 07)(p) = oi(p)-
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Por otro lado, si p no estd en la 6rbita de oy, entonces o1(p) = p y también
se cumple o°(p) = p. Esto prueba que o° = 1.

3) Se trata de probar que toda permutacién puede expresarse como producto
de trasposiciones. Como toda permutacién es producto de ciclos, basta probar
que todo ciclo se expresa como producto trasposiciones. Pero eso es facil:

(a1y...,am) = (a1,a2)(a1,a3) -+ (a1, am).

La ultima afirmacién del teorema anterior puede interpretarse como que
podemos cambiar el orden de n elementos hasta dejarlos en cualquier disposicién
deseada mediante sucesivos intercambios de dos elementos cada vez.

9.4 Conjugacion y subgrupos normales

Hemos visto que en general las relaciones de congruencia por la izquierda
y por la derecha respecto a un subgrupo no tienen por qué coincidir, y sucede
que sélo cuando coinciden puede definirse consistentemente una estructura de
grupo en el conjunto cociente. Estudiemos, pues, en qué casos coinciden. Para
ello nos sera de utilidad el concepto de automorfismo interno de un grupo.

Definicién 9.15 Sea G un grupo y g, h € G. Definimos el conjugado de h por
g como el elemento hY = g~ 'hg € G. Definimos la funcién ay : G — G dada
por ay4(h) = h9. Es facil comprobar que a4 es un automorfismo de G.

Maés atn, la aplicacién o : G — Aut G dada por a(g) = @, es un homo-
morfismo de grupos. A la imagen de este homomorfismo, es decir, al subgrupo
Int G = {ay | g € G} se le llama grupo de los automorfismos internos de G.

Es evidente que h9 = h si y sélo si gh = hg, luego Int G = 1 si y sélo si G es
abeliano.
Si A C G, escribiremos A9 = ay4[A] = {a? | a € A}.

Teorema 9.16 Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

1. La relacion de congruencia modulo H por la izquierda coincide con la
relacion de congruencia modulo H por la derecha.

2. gH = Hg para todo elemento g € G.
3. (G/H); = (G/H)q (y entonces escribiremos simplemente G/H ).
4. H9 = H para todo elemento g € G.

5. HY9 C H para todo elemento g € G.
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DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que gH y Hg son las clases de equi-
valencia de g por la izquierda y por la derecha médulo H, es claro que 1), 2) y
3) son equivalentes.

También es facil probar que gH = Hg equivale a que H = ¢~ 'Hg = HY.
Sélo falta probar que 5) implica 4), pero esto es consecuencia de que HY T cH
implica que H C HY, luego de hecho H = HY. n

Definiciéon 9.17 Notar que en general, si H < Gy g € G, el conjunto HY es
la imagen de H por un automorfismo de G, luego HY < G. Los subgrupos de
la forma HY se llaman conjugados de H.

Dos elementos g, h € G son conjugados si existe un = € G tal que g = h”.
Es facil probar que la conjugacién es una relacion de equivalencia en G. A la
clase de equivalencia de un elemento g € G para la relacién de conjugacion se
la llama clase de conjugacion de g y se representa por cl(g).

Diremos que N es un subgrupo normal de un grupo G si cumple las condi-
ciones del teorema anterior. Lo representaremos mediante N < G.

Es inmediato que todo subgrupo de un grupo abeliano es normal. También es
facil ver que todo subgrupo de indice 2 es normal. La razén es que un subgrupo
H con indice 2 en un grupo G da lugar a dos clases de congruencia, una es H
(tanto por la izquierda como por la derecha) y la otra es G\ H, luego se cumple
la condicién 3) de 9.16.

Veamos las propiedades de la conjugacién en grupos de permutaciones.

Teorema 9.18 Sea n un numero natural no nulo.
1. Si(ay,...,am) es un ciclo en ¥, y o € 3, entonces
(a1, am)” = (o(ar),...,0(am)).

2. Dos permutaciones de Y, cuyas descomposiciones en producto de ciclos
disjuntos sean o1--+0p Y T1 - Ts SON conjugadas si y solo si r = s y
(reordenando adecuadamente) la longitud de cada o; coincide con la de ;.

DEMOSTRACION: 1) En primer lugar,

((a1,...,am)7)(0(a1)) = o ((al, ey Q) (071 (U(a1)))>
= 0((a1,...,am)(a1)) =o(ag)
= (o(ar),...,0(am))(0(ar)).

Lo mismo vale para cualquier otro a;. Si a es distinto de o(aq),...,0(am),
entonces 0~ !(a) es distinto de ay,. .., an, luego

(alv RS am) (071(0‘)) = Jil(a)
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Asf pues (ay,...,am)° y (o(a1),...,0(an)) actian igual sobre todos los
elementos, luego son iguales.

2) Vedmoslo con un ejemplo: Tomamos una permutacién de X7:
(1,3,5)(2,4)(6,7)

Si la conjugamos por otra cualquiera, digamos por g = (1,2,6)(3,5), usando 1)
obtenemos la siguiente permutacién (sélo hay que reemplazar cada niimero por
su imagen por g):

(2,5,3)(6,4)(1,7)

No es casual que obtengamos ciclos disjuntos, pues cada ciclo de drbita A se
transforma en otro de érbita g[A], luego si dos ciclos tienen 6rbitas disjuntas
Ay B, las 6rbitas de sus conjugados, g[A] y ¢g[B] también son disjuntas. Esto
prueba que dos permutaciones conjugadas tienen que tener descomposiciones en
ciclos disjuntos del mismo tipo en el sentido de 2).

Tomemos ahora dos permutaciones del mismo tipo:

(1,3,5)(2,4)(6,7)

(6,1,7)(3,5)(2,4)

Basta considerar la permutacién g = (1,6,2,3)(4,5,7), es decir, la que envia a

cada numero de la permutacién de arriba al que ocupa su lugar en la permu-

tacién de abajo, para que al conjugar la primera por g se obtenga la segunda.
|

Algunos ejemplos:

El grupo Y3 tiene 6 elementos divididos en 3 clases de conjugacién, a saber,
la del elemento neutro {1}, la de las trasposiciones {(1,2),(1,3),(2,3)} (de
orden 2) y la de los ciclos de longitud 3, {(1,2,3),(3,2,1)} (de orden 3).

Notar que en general todos los elementos de una misma clase de conjugacién
tienen el mismo orden, ya que existe un automorfismo que envia uno a otro, y
los automorfismos conservan el orden.

Por definicién, un subgrupo es normal si y sélo si es unién de clases de
conjugacion, luego los tinicos subgrupos normales de X3 son 1, <(17 2, 3)> y 23
(el segundo es la unién de {1} y la clase de los ciclos de longitud 3).

Otro hecho general de interés es que si un grupo tiene un unico subgrupo
de un cierto orden, éste ha de ser normal, pues no puede tener mas conjugados
que él mismo. Esto nos da otra prueba de que <(1, 2, 3)> es normal en 3. Un
tercer argumento es que tiene indice 2.

Ejercicio: Determinar el nimero de clases de conjugacion de ¥4, asi como el nimero
de elementos de cada una de ellas.

Los 6rdenes posibles para los subgrupos de ¥4 son 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 y 24.
Tratemos de hallar al menos los subgrupos normales.

Ningin subgrupo normal propio puede contener a las trasposiciones, ya que
generan todo el grupo. Tampoco puede contener a los ciclos de longitud 4, ya
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que son 6, mas el neutro 7, luego el grupo deberia tener orden 8 o 12, pero no
hay ninguna otra clase de conjugacién de cardinal 1 o 5 que podamos anadir
para completar esos 7 elementos.

Es fécil ver que

Vi={1}uU cl((l7 2)(3,4)) = {1, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2, 3)}

es un subgrupo normal de ¥4 en el que todos los elementos no triviales tienen
orden 2 (o sea, que no es ciclico). A este grupo se le llama el grupo de Klein.

Para que un subgrupo normal propio contenga a los ciclos de longitud 3 (que
son 8 més el neutro 9) ha de tener orden 12, luego faltan los 3 elementos de
cl((l, 2)(3, 4)) El lector puede probar directamente que

Ag={1}Ucl((1,2)(3,4)) Ucl((1,2,3))
es un subgrupo normal de orden 12 llamado grupo alternado de grado 4.
Ejercicio: Probar que A4 = <(1, 2,3),(1, 2)(3,4)>.

En resumen, los unicos subgrupos normales de ¥4 son 1 < V; < Ay < 34.
Es facil ver que V} es abeliano, mientras que A4 no lo es.

Todos los subgrupos de ¥4 de orden 2 o 3 son ciclicos, pues tienen orden
primo. Hay tantos subgrupos de orden 2 como elementos de orden 2, o sea, 9.
Cada subgrupo de orden 3 contiene dos elementos de orden 3 que lo generan,
luego hay 4 subgrupos de orden 3. Todo subgrupo de orden 12 es normal por
tener indice 2, luego A4 es el unico.

Ejercicio: Si H < K < @G, jes necesariamente H < G?

9.5 Producto de grupos

Introducimos ahora un producto de grupos similar a la suma de mdédulos,
aunque en el caso que nos ocupa hay que prestar atencién a ciertas particulari-
dades, especialmente si los grupos no son abelianos.

Definicién 9.19 Sea G un grupo y A y B dos subconjuntos de G. Llamaremos
AB = {ab | a € A,b € B}. En notacién aditiva hablaremos de suma de
subconjuntos y la representaremos A + B.

A diferencia de lo que ocurre con médulos, el producto de dos subgrupos no
es necesariamente un subgrupo. El teorema siguiente aclara la situacion.

Teorema 9.20 Sea G un grupo y H y K dos subgrupos de G.
1. HK <G si y sélo st HK = KH.
2. 8§iH<LG o K <G, entonces HK < G.
3. 51 HLG yK <G, entonces HK < G.
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DEMOSTRACION: 1) Si HK < Gy x € HK, entonces z~1 € HK, luego es
de la forma x=! = hk, con h € H y k € K. Por lo tanto = k" *h~! € KH.
Igualmente se prueba la otra inclusiéon, luego HK = KH.

Si HK = KH, sean x, y € HK. Entonces x = hk e y = W'k’ con h, h' € H
y k, k' € K. Por lo tanto zy~! = hkk’~'h/~!. El elemento kk'~'h'~! € KH =
HK, luego kk'~'h/~—! = bk para ciertos h"" € H y k" € K. Consecuentemente
zy~! = hh''k" € HK. Por el teorema 9.4 tenemos que HK < G.

2) Si H < Gy hk € HK, entonces hk = kk—‘hk = kh* ¢ KH* = KH
e igualmente se prueba la otra inclusién. Por lo tanto HK = KH y por 1)
HK <G.

3) Si g € G, como la conjugacién por g es un automorfismo de G, se cumple
que (HK)9 = HIK9 = HK. Por lo tanto HK < G. "

El lector debe tener clara la diferencia entre que HK = KH y que hk = kh
para todo h € H y todo k € K. En el primer caso se dice que H y K conmutan.
En el segundo se dice que conmutan elemento a elemento. La segunda propiedad
implica obviamente la primera, pero el reciproco no es cierto. Es facil encontrar
ejemplos en el grupo X3. A menudo es 1til este sencillo resultado:

Teorema 9.21 Si dos subgrupos normales de un grupo G tienen interseccion
trivial, entonces conmutan elemento a elemento.

DEMOSTRACION: Sean N y M < G tales que NN M = 1. Seann € N
y m € M. Entonces n 'm~'nm = (m™1)"m = n"n™ € NN M = 1, luego
nm = mn. n

Definicién 9.22 Diremos que un grupo G es producto directo de los subgrupos
Ny, ..., N, sitodos son normales en G, G = Nj --- N, y la interseccién de cada
N; con el producto de los factores restantes es trivial. En tal caso se escribe
G =Ny xX---XxN,.

Para grupos abelianos el concepto de producto directo coincide con el con-
cepto de suma directa de subgrupos vistos como Z-médulos. Simplemente he-
mos cambiado la notacién aditiva por la multiplicativa (Notar que Ny --- N, =
(N1,...,N,)). Teniendo en cuenta el teorema anterior, la prueba del siguiente
resultado es andloga a la del teorema 7.15.

Teorema 9.23 Sea G un grupo y Ny, ..., N, una familia de subgrupos nor-
males tales que G = Ny X --- X N,.. Entonces:

1. Si se da la igualdad ny - --n,. =1 con cada n; € N;, entonces cada n; = 1.

2. Cada elemento g € G se expresa de forma unica como producto g =
ny---n, con cada n; € N;.

Al igual que ocurre con los médulos, si tenemos una familia de grupos po-
demos construir un grupo que se exprese como producto directo de una familia
de subgrupos isomorfos a los dados.
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Definicién 9.24 Sea una familia de grupos Gy, ..., G,. Llamaremos producto
directo externo de Gy, ..., G, al grupo

G1><~-~><GT:{(gl,...,gr) |gj€Gj paracadajzl,...,r}

con la operacién dada por (g1,...,9:)(g%,---,9.) = (9191, -+, 9rgh)-

Como en el caso de los médulos, la aplicacién ¢; : G; — Gy X - -+ X G, que
a cada elemento g € G; le asigna la r-tupla cuya componente i-ésima es g y las
restantes son 1 es un monomorfismo de grupos, por lo que podemos identificar
cada G; con su imagen, es decir, con el subgrupo N; de G X - - - X G,. formado
por las r-tuplas que tienen todas sus componentes iguales a 1 salvo quizé la i-
ésima. Es facil ver que cada N; es isomorfo a G; y que Gy X - - - X G, es producto
directo (en el sentido de 9.22) de los subgrupos N;.

9.6 Grupos cociente

Pasamos por fin al estudio de los grupos cociente. Resulta que sdlo pue-
den definirse cuando la congruencia izquierda coincide con la derecha, es decir,
cuando el subgrupo es normal.

Teorema 9.25 Sea G un grupo y N < G. Entonces el conjunto cociente G/N
es un grupo con la operacion dada por (gN)(hN) = ghN. El elemento neutro
de G/N es IN = N. Sig e G, se cumple que (gN)~* = g~ *N. Si el grupo G
es abeliano o ciclico, entonces G/N también lo es.

DEMOSTRACION: Hay que probar que la operacién en G/N estd bien defi-
nida, es decir, que si gN = ¢’ N y hIN = h' N, entonces ghN = ¢g'h/N.

Para ello observamos que (gh)"'g’h/ = h=tg~'g'h’ = h='h'h'~1g~1g'h’.

Ahora, h='h/ € Ny g~'¢g’ € N porque por hipétesis son congruentes médulo
N,y como N es normal, i’ ~'g=1¢'h’ = (¢~ 1¢')" € N, luego (gh)"*¢'h’ € N y
asi ghN = ¢'h'N.

El resto del teorema es obvio. En todo caso, ndtese que si G = (g), entonces
es claro que G/N = (gN). "

Los teoremas sobre anillos y médulos cociente se prueban con pocos cambios
para grupos. El méas importante es el teorema de isomorfia:

Teorema 9.26 (Teorema de Isomorfia) Sea f : G — H un homomorfismo
de grupos. Entonces N(f) < G, y la aplicacion f : G/N(f) — Im f dada por
f(g N(f)) = f(g) es un isomorfismo de grupos.

Reciprocamente, todo subgrupo normal N de un grupo G es el nicleo de
un epimorfismo de grupos, a saber, de la proyeccidn candnica p : G — G/N
definida mediante p(g) = gN.

Como un ejemplo de uso del teorema anterior, notemos que si G = (g) es un
grupo ciclico de orden n, entonces la aplicacién f : Z — G dada por f(n) = g"
es un epimorfismo de grupos y, segin 9.9, tenemos que N(f) = nZ. Por el
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teorema de isomorfia resulta que G es isomorfo a Z/nZ, de donde concluimos
que dos grupos ciclicos finitos son isomorfos si y sélo si tienen el mismo orden.
Por otra parte, si G es infinito la aplicacién f es un isomorfismo, luego todo
grupo ciclico infinito es isomorfo a Z.

Teorema 9.27 Sea G un grupo y N 1 G.
1. Si N < H <G, entonces H/IN < G/N.

2. Si K < G/N, entonces existe un subgrupo H de G tal que N < H <G y
K =H/N.

3. Si N < H <G, entonces H/N <G/N siy sdlo si H<LG.

4. Las correspondencias descritas en los apartados 1) y 2) determinan una
biyeccion entre los subgrupos de G/N y los subgrupos de G que contienen
a N. Los subgrupos normales de G se corresponden con los subgrupos
normales de G/N.

DEMOSTRACION: 1) Es inmediato. Los elementos de H/N son las clases AN
con h € H ylos de G/N son las clases gN con g € G. La operacién es la misma.

2) Consideremos el epimorfismo canénico p : G — G/N dado por p(g) =
gN. Definimos H = p~![K] < G. Como N = p~1[IN], claramente N < H. Asf
H/N ={hN|he€ H} =p[H] :p[pfl[K]] =K.

3) Si H/N < G/N, entonces al conjugar un elemento h € H por un elemento
g € G se cumple YN = (hN)9N € H/N, luego h9 € H y asi H <4 G. El
reciproco es analogo.

4) Si H/N = H'/N, entonces H = p~'[H/N] = p~'[H'/N] = H', luego la
correspondencia es inyectiva, y por 2) es suprayectiva. n

Veamos un par de resultados adicionales muy ttiles cuando se manejan gru-
pos cociente.

Teorema 9.28 (Segundo teorema de isomorfia) Sea G un grupo, H < G y
K < G. Entonces HK/K = H/(HNK).

DEMOSTRACION: Consideremos la aplicacién f : H — HK/K dada por
f(h) = hK. Es claro que se trata de un homomorfismo de grupos. Ademads es
un epimorfismo, pues un elemento de HK/K es de la forma hkK con h € H y
k € K, pero hkK = hK = f(h).

Un elemento h € H estd en N(f) siy sélosih € Hy hK € K, siy sélo
si h € HN K, luego N(f) = HN K y por el teorema de isomorfia concluimos
HK/K = H/(HNK). =

Teorema 9.29 (Tercer teorema de isomorfia) Consideremos un grupo G y dos
subgrupos K <G y K < H < G. Entonces (G/K)/(H/K) = G/H.
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DEMOSTRACION: Un elemento de G/K es de la forma gK con g € G, luego
un elemento cualquiera de (G/K)/(H/K) es de la forma (¢K)(H/K). Ademds
(9K)(H/K)= (1K)(H/K) siy s6lo si gK € H/K, es decir, siy s6losi g € H.

Esto significa que la aplicacién f : G — (G/K)/(H/K) definida mediante
f(g) = (¢K)(H/K) es un epimorfismo de nicleo H, luego por el teorema de
isomorfia, (G/K)/(H/K) = G/H. "

Ejercicio: Enunciar y demostrar teoremas de isomorfia andlogos para médulos.

El segundo teorema de isomorfia implica que si H y K son subgrupos de
un grupo finito G y K es normal, entonces |HK| = |H||K|/|H N K|. Vamos a
probar que esto sigue siendo cierto aunque ninguno de los subgrupos sea normal
y HK no sea un subgrupo.

Teorema 9.30 Sea G un grupo finito y H, K dos subgrupos de G. Entonces

[H||K]

HK|= ——-.
AR = AR

DEMOSTRACION: Consideremos la aplicacién f : H x K — HK dada por
f(hyk) = hk. Obviamente es suprayectiva. Si f(h,k) = f(h', k'), entonces
hk = h'K' Tuego u= (K ) th=kKk e HNK.

Hemos probado que si f(h, k) = f(h', k'), entonces (h', k') = (hu,u~'k) para
cierto u € H N K. El reciproco es trivialmente cierto. Esto significa que para
cada hk € HK se cumple que f~'[hk] = {(hu,u™'k) | v € HN K}, luego
|f71RE]| = |H N K]|.

En consecuencia, el nimero de elementos de H x K es igual al nimero de
conjuntos de la forma f~![hk] (que es |HK]|) multiplicado por el nimero de
elementos de cada uno de estos conjuntos (que es |H N K|), es decir, hemos
probado que |H||K| = |HK||H N K|. "

9.7 Grupos alternados

Terminamos el capitulo con un concepto importante sobre grupos de permu-
taciones.

Definicion 9.31 Sea n > 2, sea P, = {{i,j} | 1<i<j < n} Para cada
permutacién o € ¥, y cada b= {i,j} con 1 <i < j < n, sea

(0,b) = { 1 sio(i) <o())

-1 sio(j) <o(i)
Llamaremos signatura de o a
sigo = [] e(o,b) € {1,-1}.
beP,

Las permutaciones de signatura 1 se llaman permutaciones pares. Las de signa-
tura —1 se llaman impares.
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Enseguida daremos una interpretacién sencilla de este concepto. Primero
conviene probar lo siguiente:

Teorema 9.32 Sea n > 2. Entonces la aplicacion sig : ¥, — {—1,1} es un
homomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION: Sean o, 7 € ¥, y sea b € P,. Es facil comprobar que
e(o7,b) = €(o,b)e(r,0[b]). Como la aplicacién P, — P, dada por b — o[b] es
biyectiva, se cumple que

sig(oT) = H e(or,b) = H e(o,b)e(r, alb])

bepP, bepP,

= H (o, b) H e(r,olb]) = H (o, b) H e(r,b) = (sigo)(sig 7).
beP, beP, beP, beP,

Consideremos la trasposicién (1,2) € X,,. Es claro que e((l, 2), b) =—1lsiy
sélo si b = {1,2}, luego sig(1,2) = —1. Mds atin, todas las trasposiciones son
conjugadas (por el teorema 9.18), y obviamente

sig(07) = (sigo)™87 = sigo,

pues {+1,—1} es un grupo abeliano. Esto implica que todas las trasposiciones
tienen signatura —1. Si unimos esto al teorema anterior y al teorema 9.14,
tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 9.33 Una permutacion es par o impar st y solo si se descompone en
un numero par o impar de trasposiciones, respectivamente.

Es facil reconocer la signatura de una permutacién descompuesta en ciclos.
Basta recordar que, segin la prueba de 9.14 3), un ciclo de longitud m se
descompone en m — 1 trasposiciones, luego un ciclo es par si y sélo si su longitud
es impar.

Definicién 9.34 Llamaremos grupo alternado de grado n al grupo A,, formado
por las permutaciones pares de Y, es decir, al nicleo del homomorfismo sig.

Por el teorema de isomorfia, 3, /A, = {1,—1}, luego |X, : A,| = 2, es decir,
|An| = nl/2.






Capitulo X

Matrices y determinantes

Recordemos que nuestra intenciéon es estudiar anillos como Z [\/—_2 ] y hasta
ahora s6lo tenemos una teorfa razonable sobre cuerpos como Q (/=2 ). La razén
es que la teoria de cuerpos se apoya en la teoria de espacios vectoriales, mientras
que el analogo para anillos es la teoria de mddulos, que no es tan potente o,
al menos, requiere razonamientos mas delicados para conseguir resultados que
en el caso de espacios vectoriales son mucho més simples. En este capitulo
introduciremos dos poderosas herramientas de la teoria de médulos con las que
finalmente estaremos en condiciones de abordar los anillos numéricos.

10.1 Matrices

Definicién 10.1 Sea A un anillo unitario y m, n nimeros naturales no nulos.
Una matriz m X n sobre A es una aplicacién B : {1,...,m} x{1,...,n} — A.
Escribiremos b;; en lugar de B(i,j) y también B = (b;;). En la préctica escri-
biremos los elementos de una matriz m x n dispuestos en m filas y n columnas
asf:

bir -0 b

bml e bmn

Llamaremos Mat,, x,(A) al conjunto de todas las matrices m x n sobre A.
Las matrices n x n se llaman matrices cuadradas. Escribiremos Mat,, (A) en
lugar de Mat,,«,, (A).

Evidentemente dos matrices B = (b;;) y C' = (¢;;) son iguales si y sélo si
tienen las mismas dimensiones m x n y b;; = ¢;; para todo par de indices ¢, j.

Podemos identificar los elementos de A™ con las matrices 1 X n, es decir,
con las matrices con una sola fila y n columnas. A estas matrices se las llama
matrices fila. Cuando A es un anillo de divisién se las llama también vectores

fila.

157
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Por analogia, las matrices m x 1, es decir, las matrices que constan de una
sola columna, se llaman matrices columna o vectores columna cuando A es un
anillo de divisién.

En las matrices fila y columna suprimiremos el indice fijo, es decir, las re-
presentaremos asf:

ay

(a1y...,an),

Qn

Llamaremos matriz traspuesta de una matriz B € Mat,,x,(A4) a la matriz
B' € Mat,, xm(A) que resulta de intercambiar las filas de B por sus columnas,
es decir, la componente (i, j) de B! es la componente (j,i) de B.

De este modo, la traspuesta de una matriz fila es una matriz columna y
viceversa. Claramente B = B.

Una matriz cuadrada B es simétrica si B = B', es decir, si b;; = bj; para
todo par de indices i, j.

La fila i-ésima de una matriz B es la matriz fila B; = (b;j1,...,bi). La
columna j-ésima de la matriz B es la matriz columna

blj
Bl = :
b’m,j

luego, en este sentido, una matriz m x n tiene m filas y n columnas.

Llamaremos matriz nula de orden m x n a la matriz m X n que tiene todas
sus componentes iguales a 0.

Llamaremos diagonal principal de una matriz cuadrada B € Mat, (A) a la
n-tupla (b11,...,bnn)-

Una matriz cuadrada es una matriz diagonal si tiene nulas todas sus com-
ponentes que no estan en la diagonal principal.

Una matriz diagonal es una matriz escalar si tiene todas sus componentes
de la diagonal principal iguales entre si.

La matriz identidad de orden n es la matriz escalar n X n cuyas componentes
de la diagonal principal son iguales a 1. La representaremos por I,,.

Si definimos la delta de Kronecker mediante

s 1 sii=]
TV 0 sii#g
entonces I, = (J;;).

Ahora definimos unas operaciones con matrices:

Si B = (b;;) y C = (¢;;) son matrices m x n, llamaremos B + C' a la matriz
m x n dada por B+ C = (b;j + ¢;j).

Si B = (b;;) es una matriz m x n y a € A, llamaremos aB a la matriz m x n
dada por aB = (ab;;).
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Con estas operaciones Mat,,«x,(A) se convierte en un A-mdédulo libre de
rango mn. Una base la forman las mn matrices que tienen un 1 en cada una de
las posiciones posibles y las restantes componentes nulas.

La estructura de A-moddulo en los espacios de matrices fila no es sino la
estructura usual en los espacios A™.

Finalmente definimos el siguiente producto de matrices:

Si B € Maty,xn(A4) y C € Mat,«,(A), la matriz BC' € Maty,«.(A) es la
que tiene en la posicién (i, j) el elemento > ;_; bixcy;-.

Es pura rutina comprobar las propiedades siguientes (que se cumplen cuando
las dimensiones de las matrices son las apropiadas):

A(BC) = (AB)C.

A(B+C)=AB+ AC.

(A+ B)C = AC + BC.

Al, =1,A=A.

Si A es conmutativo (AB)" = B! A",

En general, el producto de matrices no es una operacién interna en el con-
junto Mat,,x,(A), pero si lo es en los espacios de matrices cuadradas. Los
espacios Mat,,(A4) son anillos unitarios con la suma y el producto de matrices.
Salvo en casos triviales no son conmutativos. La aplicacién que a cada elemento
a € A le asigna la matriz escalar al, es un monomorfismo de anillos, con lo que
podemos identificar los elementos de A con las matrices escalares, y as{ A es un
subanillo de Mat,,(A). El producto de una matriz por el elemento a coincide
con el producto por la matriz al,.

Vamos a dar una interpretaciéon de todo esto en términos de mdédulos.

Sea M un A-médulo libre de rango finito n. Una base ordenada de M es
una n-tupla B = (uy,...,u,) tal que ug,...,u, forman una base de M.

Llamaremos sistema de coordenadas asociado a la base ordenada B a la
aplicacién ®p : M — A™ que a cada elemento m € M le asigna la n-tupla
(a1,...,an) tal que m = ajuy + -+ + apun. A Pp(m) se le llama n-tupla de
coordenadas de m respecto a la base B.

Sea f : M — N un homomorfismo entre médulos libres de rangos m y n
respectivamente. Sean B = (ui,...,uUp) y B’ = (v1,...,v,) bases ordenadas
de M y N. Para cada u; existen unos tnicos elementos a;; € A tales que
flui) =375 aijv;.

Llamaremos matriz asociada a f en las bases By B’ a MB'(f) = (aij), es
decir, a la matriz que tiene por filas a las coordenadas en la base B’ de las
imagenes de los miembros de la base B.

Teorema 10.2 Sea f : M — N un homomorfismo entre A-mddulos libres
de rangos m y n respectivamente. Sean B y B’ bases ordenadas de M y N.
Entonces MB (f) es la tinica matriz que cumple:

Op (f(u) = P(u)ME (f),

para todo u € M.
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DEMOSTRACION: Sean B = (u1,...,upy)y B = (v1,...,v,), sea Mg/ (f)=
(aij) vy sea ®p(u) = (x1,...,2m). Entonces u=>1" zu; y
m m n n m
fu) = Zmif(ui) = sz Zaijvj = Z (Z xiaij> vy,
i=1 i=1  j=1 j=1 \i=1
luego

P (f(u) = (Z -Tiaij> = ‘I)B(U)Mg/(f)-

Si una matriz C' cumple ®p (f(u)) = ®p(u)C, entonces tomando u = u; la
n-tupla ®p(u) es la que tiene un 1 en el lugar i-ésimo y 0 en los restantes. El
producto ®5(u)C no es sino la fila i-ésima de C, luego dicha fila i-ésima estd
formada por las coordenadas ® g/ (f(u;)), al igual que la fila i-ésima de Mgl (f).

Por lo tanto C' = ME'(f). n

Definicién 10.3 Si M y N son A-médulos libres de rangos m y n, llamaremos
Hom 4 (M, N) al conjunto de todos los homomorfismos entre M y N. Fijadas
dos bases ordenadas By B’ de M y N respectivamente, tenemos definida una
aplicacion

ME" : Homa (M, N) — Maty,xp (A),
que claramente es biyectiva.

En efecto, si Mgl (f) = Mg/(g)7 entonces por el teorema anterior para todo
elemento u de M, se cumple ®p/(f(u)) = @ (g(u)), luego ha de ser f(u) =
g(u) y por lo tanto f = g, la aplicacién es inyectiva. Por otra parte, dada una
matriz C € Mat,,xn(A), por el teorema 7.31 existe f € Hom4 (M, N) que envia
a cada componente de la base B al elemento de N que en la base B’ tiene por
n-tupla de coordenadas a la correspondiente fila de C, con lo que Mgl (f)y==C.

Ejercicio: Calcular la matriz asociada a los automorfismos del cuerpo ciclotémico

Q(w), donde w® = 1, respecto a la base ordenada (1,w,w?,w?).

Si A es un anillo conmutativo, el conjunto Hom 4 (M, N) puede ser dotado
de estructura de A-médulo de forma natural:

Definimos f + g como el homomorfismo que sobre cada m € M actia me-
diante (f + ¢)(m) = f(m) + g(m), y si a € A, entonces af es el homomorfismo
determinado por (af)(m) = a(f(m)) (notar que si A no es conmutativo af no
tiene por qué ser un homomorfismo).

Es facil comprobar que la aplicacién Mgl es un isomorfismo de médulos, es
decir, que MB (f + g) = ME (f) + MB (g9) y que M5 (af) = aME (f).
Por ejemplo, si u € M, entonces

Op(u)(ME'(f) + ME () = ®pw)ME (f) + Pp(u)ME (9)
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luego por la unicidad de 10.2, MB'(f + g) = MB'(f) + ME'(g).

Esto explica las definiciones que hemos dado de suma de matrices y producto
de una matriz por un elemento de A: la suma de dos matrices es la operacion
que nos da la matriz asociada al homomorfismo suma de los homomorfismos
asociados a los sumandos, y similarmente con el producto por elementos de A.
Respecto al producto de matrices, su interpretacién es la siguiente:

Teorema 10.4 Sean f : M — N y g : N — R homomorfismos de A-
mddulos libres de rango finito. Sean B, B’ y B" bases ordenadas de M, N y R
respectivamente. Entonces MB™ (f o g) = MB (f)ME, (g).

DEMOSTRACION: Si u € M, entonces

Dp(ME (FME (9) = Bp (f)ME (9) = 2 (9(f(w)))
o ((f 0 9)(w)),

luego por la unicidad de 10.2, MB" (f o g) = ME (/)ME/ (g). "

El espacio Hom 4 (M, M) es un anillo unitario con la suma y la composicién
de aplicaciones. Acabamos de probar que la aplicacion Mgl es un isomorfismo.
Notar que la matriz identidad se corresponde con la aplicacién identidad.

El lector debe tener presente que todas las propiedades sobre los conjuntos
de matrices Mat,, x,(A) se traducen a propiedades de los espacios Hom 4 (M, N)
a través de los isomorfismos que hemos definido.

Definicién 10.5 Una matriz C € Mat,(A) es regular si es una unidad del

anillo Mat,,(A), es decir, si existe una matriz C~! € Mat,,(A) tal que CC~1 =

C~'C =1I,,. En tal caso la matriz C~! es tinica y se llama matriz inversa de C.
Una matriz cuadrada que no es regular es una matriz singular.

Una propiedad elemental es que si A es conmutativo y B es una matriz
regular, entonces la matriz traspuesta B? también es regular y (B*)~1 = (B71)%.
En efecto, basta observar que (B~')!B! = (BB~ ')t = I = I,,, e igualmente en

orden inverso.

Teorema 10.6 Si f : M — N es un homomorfismo entre modulos libres del
mismo rango finito y B, B’ son bases ordenadas de M y N respectivamente,
entonces f es un isomorfismo si y solo si MB (f) es reqular y, en tal caso,

MZ (f71) = ME (/)"

DEMOSTRACION: Sea g € Hom (N, M) tal que g = f~! si suponemos que
f es isomorfismo o tal que M5, (g) = ME (f)~! si suponemos que Mg/(f) es
regular.

En cualquier caso se cumple que Mgl(f)Mg, (9) =MEB(fog)=1,=ME(I)
y MEB, (g)ME'(f) = MB/(go f) = I, = ME,(I), de donde se siguen las dos
implicaciones. m
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Definicién 10.7 Si B = (uy,...,u,) y B’ = (v1,...vy,) son dos bases ordena-
das de un mismo A-mdédulo M, se llama matriz de cambio de base a la matriz
ME = MZE (I), donde I es la identidad en M.

Claramente M es regular y (ME')~* = ME,. La fila i-ésima de ME es ® 5/ (u;)
y para todo m € M se cumple la relacién

®p(m) = dz(m)ME

. ’
es decir, el producto por ME' transforma las coordenadas de m en B en las
coordenadas de m en B’.

Ejercicio: Sabemos que el cuerpo ciclotémico Q(w) coincide, para p = 3, con el
cuerpo cuadratico Q(\/ -3 ) Concretamente, w = (71 ++v-3 )/2 Calcular la matriz

de cambio de base asociada a (1, \/73) y (1,w).

Terminamos las propiedades generales sobre matrices con las observaciones
siguientes:

Teorema 10.8 Se cumple

1. Si A es un dominio integro y B, C € Mat,(A) cumplen que BC = I,
entonces B y C son regulares y C = B~1.

2. Si A es un dominio integro y B € Mat,xn(A), C € Mat,xm(A4) cumplen
que BC = I,,,, CB = I,,, entoncesn = m, B y C son requlares y C = B~1.

DEMOSTRACION: Sea K el cuerpo de cocientes de A. Entonces Mat,,(A)
puede considerarse como un subanillo de Mat,, (K). Fijemos una base del espacio
vectorial K™ y consideremos las aplicaciones lineales f, g : K" — K™ cuyas
matrices en la base considerada sean B y C respectivamente. Entonces la matriz
de foges I, lo que significa que f o g es la aplicacién identidad. De aqui se
sigue que f es un monomorfismo, luego dimIm f = dim K™ = n. Por 7.26
tenemos que Im f = K™, luego f es un isomorfismo y por el teorema anterior
B es regular. Multiplicando por B~! en BC = I,, obtenemos que C = B~!.

La prueba de 2 es andloga. ]

10.2 Determinantes

Pasamos ahora al estudio de los determinantes de matrices cuadradas. En
lugar de definir directamente el concepto de determinante, que puede resultar
artificial, vamos a establecer las propiedades que deseamos que cumplan los
determinantes y concluiremos que la tnica definicién posible es la que vamos a
adoptar.

Definicién 10.9 Sea A un dominio y » un nimero natural no nulo. Entonces
A™ es un A-moédulo libre de rango n. Una aplicacién f : (A™)" — A es
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una forma multilineal si para todos los elementos v1,...,v,,v" € A™, todos los
a,a’ € Ay todo indice 1 < i < n se cumple
for, .. avy +ad' v, o vn) = af (v, v vn) Hd for, .0 ).

Una forma multilineal f es antisimétrica si cuando la n-tupla x € (A™)™
resulta de intercambiar el orden de dos componentes de la n-tupla y € (4™)",
entonces f(z) = —f(y).

Una forma multilineal f es alternada si toma el valor 0 sobre todas las n-
tuplas que tienen dos componentes iguales.

Antes de discutir estos conceptos conviene destacar algunas consecuencias
sencillas de la definicién:

Teorema 10.10 Sea A un anillo conmutativo y unitario y f : (A")* — A
una forma multilineal.

1. La forma f es antisimétrica si y solo si para toda permutacion o € ¥, y
todos los vy,...,v, € A" se cumple

f(va(l)a s 71)0'(71)) = (blg U)f(vla s 7vn)
2. Si f es alternada, entonces es antisimétrica.

DEMOSTRACION: 1) Si f cumple esta propiedad es antisimétrica, pues al
intercambiar dos elementos estamos aplicando una trasposicién y las trasposi-

ciones tienen signatura —1. Si f es antisimétrica, el valor de f(vy(1),- .., Vo(n))
puede obtenerse aplicando sucesivas trasposiciones sobre f(v1,...,v,), que cam-
biaran el signo de f tantas veces como trasposiciones compongan a o. Por lo
tanto el resultado final serd (sigo)f(v1,...,vn).

2) Supongamos que f es alternada y sean 1 < i < j < n, vy,...,v, € A™.
Entonces

(@) (4
0 = flvr,.-,0i+0,...,0 +0j,...0)
(@) (7) (4) (9)
= f(vi,o 05, Oy Un) + f(01, 00, U, 05, )

+ f(vh...,%j)-,...,(qgi),...vn)—|—f(v1,...,8},...,%},...%)
(4) (4) (4) (9)
= 04+ f(vr,..., 055,05, ... 0p) + fv1,.. ., 05,00, 05, ... Uy) +0,
luego f(vi,...,v5, ..., 0. 0n) = —f(V1,...,0i, ..., 05,...0p). =

Ejercicio: Probar que si car A es impar entonces una forma multilineal sobre (A™)"
es antisimétrica si y sélo si es alternada.

De este modo vemos que los conceptos de forma antisimétrica y forma alter-
nada son casi equivalentes. El segundo nos evita algunos problemas que surgen
cuando puede ocurrir z = —zx sin que z sea 0, pero en tal caso la teoria que
vamos a desarrollar es de poca utilidad. Ahora probamos que siempre existe
una forma multilineal alternada en (A™)™, y que es esencialmente unica, lo que
dard pie a la definicién de la funcién determinante.
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Teorema 10.11 Sea A un dominio y n un ndmero natural no nulo. Para cada
t=1,...,n sea ¢, = (0;1,...,0in), es decir, la n-tupla que tiene un 1 en la
posicion i-ésima y 0 en las restantes. Sea a € A. FExiste una dnica forma
multilineal alternada f: (A™)" — A tal que f(e1,...,en) = a.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe f y veamos que es tinica. De este
modo obtendremos la forma que ha de tener y podremos construirla.
Sea (v1,...,v,) € (A™)™. Para cada i =1,...,n sea v; = (a;1,...,0in) =
n
Zj:l Aij€j.

Por la multilinealidad,

n n
f E aljleju--wE (nj, €j,,

flor,...,0,) =
Jji=1 Jn=1
n n
= > Y ay g, fleg e eg,)-
j1=1  jp=1

Como f es alternada, todas las asignaciones k — ji que no sean biyecciones
hardn que f(ej,,...,e;,) =0, luego podemos eliminarlas de las sumas y asi

f('Ul, s ,Un) = Z A1o(1) """ ano’(n)f(eo(l)a SR ea(n))'

oceX,
Como f es alternada tenemos que f(ey(1),---,€q(n)) = (siga)f(er,...,en),
luego
f(vla cee 7'Un) =a Z (Sig U)ala(l) © o Qpo(n)- (101)

ogEX,

Dado que esta expresién no depende de f concluimos que si f existe es
unica. Ademds esto nos lleva a definir f : (A")" — A por la férmula (10.1).
Si probamos que la funcién asi definida es una forma multilineal alternada y

ademas f(ei,...,e,) = a, el teorema quedard demostrado.
Tomemos vy, ...,0n,v" € A" bt € Ay 1<i<mn. Seav; = (ai1,...,0n),
v = (ay,...,a,). Claramente bv; + b'v' = (ba;; + b'aq, ..., ba;, + bay), luego

flor, .. bog + 00, 0,) = GZ (siga)aio) - - (baio(iy + bag(iy) - Gno(n)
ocEYX,

=ba Z (Slg U)ala(l) © Qg (i) T Apo(n) + Va Z (Slg J)ala(l) ©Qo(i) T Apo(n)
oEYX, ocEYX,

=bf (v, Viyeyvn) H O fr, .0 ).
Esto prueba que f es multilineal. Para probar que es alternada supongamos
que v; = v; con ¢ < j. Entonces a;; = aj para k=1,...,n.

Sea A, el grupo alternado, formado por las permutaciones de signatura
positiva, y sea B, el conjunto de las permutaciones impares.
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Es inmediato que la aplicacién g : A,, — B, dada por g(o) = (i,5)o es
biyectiva.

Sioc € A,y 7 = g(0), entonces a;,(;y = air(j) = ajr(;) € igualmente se
cumple ajq(jy = a;r(;)- De aqui resulta que ai,(1) *** Gno(n) = G1r(1) * * Gnr(n)s
y como sigo = —sigg(o), el sumando correspondiente a o se cancela con el
correspondiente a g(o) y, en total, f(v1,...,v,) =0.

Por dltimo, si (vi,...,v,) = (e1,...,e,), entonces a;; = d;; y el tnico
sumando no nulo en (10.1) es el correspondiente a ¢ = 1, con lo que queda
fler,...,en) =a. n

Ahora ya podemos definir la aplicacién determinante. Conviene observar que
si A es un dominio y n un nimero natural no nulo, podemos identificar (A™)™
con Mat,(A). Concretamente, cada (vq,...,v,) € (A™)"™ puede identificarse
con la matriz que tiene por filas a vy,...,v,. De hecho esta correspondencia es
un isomorfismo de A-mdédulos.

Por ello es indistinto considerar que el dominio de una forma multilineal es
(A™)™ o Mat,, (A). El teorema anterior puede reformularse como que existe una
Unica forma multilineal alternada f sobre Mat, (A4) tal que f(I,) sea un valor
dado a € A.

Definicién 10.12 Si A es un dominio y 7 es un nimero natural no nulo, llama-
remos funcion determinante det : Mat,(A) — A a la tnica forma multilineal
alternada que cumple det([,) = 1.

Dada una matriz cuadrada B, escribiremos indistintamente det(B) o |B|
para representar al determinante de B.

Segun la construccién del teorema anterior, si B = (b;;), entonces

|B| = Z (Slg J)bla(l) e bno(n)~
ceEYX,

Por ejemplo, si n = 1 es claro que |a| = a para todo a € A.
Para n = 2 tenemos la férmula:

Z ‘:ad—bc.

a
c
Para n = 3 hay 6 sumandos, tres con signo positivo y tres con signo negativo.

El lector puede comprobar que el desarrollo es el siguiente:

=aei+bfg+ cdh — ceg — bdi — afh.

Q Qe
>0 o
Sk 0

El esquema siguiente (conocido como regla de Sarrus) permite recordar
facilmente la férmula:
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La férmula de los determinantes de orden 4 contiene 24 sumandos, por lo

que no resulta practica. Maés adelante veremos formas razonables de calcular
determinantes de cualquier orden.

Teorema 10.13 FEl determinante de una matriz cuadrada coincide con el de su
traspuesta.

DEMOSTRACION: Sea B = (b;;) una matriz n X n con coeficientes en un
dominio A. Entonces

|Bt| = Z (blg U)bo(l)l t bo’(n)n-
oeX,

Reordenando los factores de cada sumando queda

‘Bt| = Z (sig U)bla—l(l) s bna—l(n) = Z (Siga'_l)blﬂ—l(l) s bnﬂ—l(n),
oEX, ocX,

y como la correspondencia o — o~ ! es biyectiva queda

|Bt| = Z (Sigo)blg(l) . --bna(n) = |B|
oeX,

El interés de este teorema reside en que, gracias a él, todas las propiedades
que cumplen los determinantes respecto a las filas de una matriz se cumplen
también respecto a las columnas.

Una de las propiedades mas importantes de los determinantes es la siguiente:

Teorema 10.14 Consideremos un dominio A, un nimero natural no nulo n y
dos matrices B, C' € Mat,,(A). Entonces |BC| = |B||C].

DEMOSTRACION: Sea f : Mat, (A) — A dada por f(B) = |BC|. Vamos a
probar que f es una forma multilineal alternada.

Por comodidad usaremos la notacién f(Bi,..., B,) para indicar la imagen
de la matriz B que tiene filas By,..., B,. Notar que la fila i-ésima de BC es
(B;C,...,B;C"), donde C',...,C™ son las columnas de la matriz C'.

1ASI/7 f(Bl, ceey Bn) = det(Zl, ey Zn), donde Zz = (81017 .e ,B1Cn)

A partir de aqui se sigue inmediatamente la multilinealidad de f.

Ademss, si B; = Bj, entonces Z; = Z;, luego f(By,...,B,) =0.
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Con la notacién del teorema 10.11, tenemos ademés que
f(eh i '7en) = f(In) = ‘ITLC‘ = |C‘7

luego f ha de ser la aplicaciéon construida en la prueba de dicho teorema para
a = |C| (férmula (10.1)), que en términos de matrices y determinantes es sim-
plemente f(B) = |Bla. Asi pues: |BC| = f(B) = |B||C]. "

Ahora vamos a dar algunas propiedades elementales que permiten manipular
determinantes.

Teorema 10.15 Sea A un dominio y B, C € Mat,,(A).Entonces

1. Si C resulta de intercambiar dos filas o columnas de la matriz B, entonces

|Cl = —|BJ.

2. Si C resulta de multiplicar una fila o columna de B por un cierto a € A,
entonces |C| = a|B|.

3. Si C resulta de sumar a la fila (o columna) i-ésima de B la fila (o columna)
j-ésima de B con i # j, multiplicada por un a € A, entonces |C| = |B).

DEMOSTRACION: 1) y 2) son consecuencias inmediatas de la definicién de
determinante (las variantes con columnas se cumplen por el teorema 10.13).

3) Se cumple porque |C| se descompone por multilinealidad en dos sumandos,
uno es | B y otro el determinante de la matriz que resulta de repetir en el lugar
i-ésimo la columna j-ésima (multiplicado por a), y éste es nulo. L]

Estos resultados nos permiten calcular determinantes de cualquier orden
mediante manipulaciones adecuadas. Basta notar que si una matriz cuadrada
B tiene nulos todos los coeficientes bajo la diagonal principal, es decir, si b;; = 0
cuando ¢ > j, entonces |B| es el producto de los coeficientes de la diagonal
principal (pues la dnica permutacién que no da lugar a un sumando nulo en la
definicién de determinante es la identidad).

Por otro lado conviene observar que si A es un dominio integro y K es su
cuerpo de cocientes, una matriz en Mat,(A4) estd también en Mat, (K) y su
determinante es el mismo en cualquier caso. Por ello a la hora de calcular
determinantes podemos trabajar siempre en los cuerpos de cocientes, es decir,
podemos hacer divisiones cuando convenga.

Calculemos por ejemplo:

2 -3 2 3 2 -3 2 3
4 35 of (0 9 1 —6]
3 20 -3| |0 ¥ -3 -5 |7
5 2 4 7 0 ¥ -1 -

El segundo determinante resulta de sumar a la segunda fila la primera multi-
plicada por —2, a la tercera fila la primera multiplicada por —3/2 y a la cuarta
la primera multiplicada por —5/2. De este modo conseguimos ceros bajo el
término aij.
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Por el mismo proceso hacemos ceros en todas las posiciones bajo la diagonal
principal: sumamos a la tercera fila la segunda multiplicada por —13/18 y a la
cuarta la segunda multiplicada por —19/18. Después sumamos a la cuarta fila
la tercera multiplicada por —37/67 y obtenemos una matriz triangular, es decir,
con ceros bajo la diagonal:

2 -3 2 3 2 -3 2 3
0 9 1 —6 0o 9 1 -6
= 67 19 = 67 19 =
0 0 -3 —% 0 0 -3 —%
37 36 508
0o o0 -3 36 o 0 0 %

Ahora el determinante se reduce al producto de los elementos de la diagonal, o
sea:

=2.9.(—67/18) - (508/67) = —508.

De este modo se puede calcular cualquier determinante, pero vamos a probar
que el trabajo puede reducirse considerablemente.

Definicién 10.16 Sea A un dominio y B € Mat,(A4). Llamaremos menor
complementario de b;; al determinante de la matriz que resulta de eliminar la
fija i-ésima y la columna j-ésima de B. Lo representaremos por B;;.

Teorema 10.17 Sea A un dominio y sea B € Mat,,(A) tal que en su fila i-
ésima el tinico elemento no nulo sea b;;. Entonces |B| = (—1)"b;; B;;.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que i = j = n, o sea, by,; = 0
sij=1,...,n—1. Asi

|B| = Z (sig o)bio(1) -+ bpom) = Z (8igo)b1o(1) * * D(n-1)o(n—1)bnn
ocES, 7EZn
o(n)=n
— bnn Z (Slg U)bla(l) e b(nfl)a(nfl) = bnann = (—1)n+nbnann
ocEYX 1

Si iy j son cualesquiera, sea B’ la matriz que resulta de llevar la fila i-ésima
de B a la posicién n-sima. Para hacer este cambio hay que permutar la fila
i-ésima con las n — ¢ filas que le siguen, luego el signo del determinante cambia
n — i veces: |B| = (=1)""%B|.

Sea ahora B” la matriz que resulta de llevar la columna j-ésima de B’ a la
posicién n-sima. De nuevo |B/| = (—1)"7/|B"| y asi |B| = (—1)>"""79|B"| =
(—1)"+|B"].

La fila n-sima de B” tiene tnicamente la componente n-sima no nula, y
ademds es igual a b;;.

Por lo ya probado |B| = (—1)"7b;; B.,., pero es obvio que B/, = B;;, luego
Bl = (=1)"7b;; By;. "
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Teniendo esto en cuenta, en nuestro ejemplo era suficiente con hacer ceros
en la primera columna;:

2 -3 2 3 2 -3 2 3 _

4 3 5 0 0 9 1 -6 1_? 7% 71_?
3 20 —3|°|0 ¥ -3 -5 (=22 2
5 2 4 7 0 L 1 L 2 1 =3

y el determinante que resulta se puede calcular facilmente. Por supuesto el
teorema anterior vale para columnas igual que para filas.

Ejemplo Como aplicacién vamos a calcular los llamados determinantes de
Vandermonde. Concretamente probaremos que

1 1
al DY an
= H(aj - ai)7
: : i<j
n—1 n—1
al e an
donde aq, ..., a, son elementos de un dominio A. En particular, si A es un

dominio integro, un determinante de Vandermonde es no nulo si y sélo si los
elementos de su segunda fila son distintos dos a dos.

Lo probaremos por induccién sobre n. Para n = 1 o incluso n = 2 es
inmediato. Supuesto para n — 1 restamos a cada fila la anterior multiplicada
por ay, con lo que obtenemos

1 1 1
0 as — aq Ay — a1
0 ay t—aal™? - a¥ ' —ayal?

Ahora aplicamos el teorema anterior y obtenemos

as — aq ap — aq

n—1 n—2 n—1

n—2
(05 — Q109 e Gy —aya,

Por la multilinealidad sobre las columnas este determinante es igual a

1 - 1
a2 DY an
(az —ay) - (an — a1) :
(1,72172 A a272
Finalmente por la hipétesis de induccién esto es igual a [[,_.(a; —a;). =

En realidad el teorema 10.17 es un caso particular de un resultado maés
general:
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Teorema 10.18 Sea A un dominio y B € Mat,,(A). Entonces

n n

Bl = (1) By =y _(=1)""7by;Bij.
DEMOSTRACION: Sean B, ..., B, las filas de B. Asi B; = Z;L=1 bije;,

donde e; = (§;5). Claramente,

det(B) = det(Bl,...,Zbijej,...,Bn):Zbijdet(Bl,...,ej,...,Bn)
j=1 j=1

n

> bi(—=1)" By
j=1

La otra igualdad se prueba anilogamente. L]

Pasemos ahora a mostrar el interés teérico de los determinantes. En primer
lugar veremos que los determinantes determinan cuando una matriz es regular.

Definicién 10.19 Sea A un dominio y B € Mat,(A). Llamaremos matriz
adjunta de B a la matriz B € Mat,,(A) dada por

Bij = (—1)i+iji.
Notar que en la posicién (4, j) estd el menor complementario de bj;, es decir,
B se forma sustituyendo en B cada elemento por su menor complementario

multiplicado por el signo adecuado y después trasponiendo la matriz resultante.
Por ejemplo, si

1 3 -2
= 51 o],
-3 4 2
entonces
1 0 5 0 5 1
Bu=|, 4|2 Be=|_5 4 |=10, Ba=| 5 , =23
3 -2 1 -2 1 3
Bou=|, ,|=14 Bn= 3 9 |= —4, Bas = 3 4 |=1
3 =2 1 -2 1 3
B3, = 1 ol= 2, B3y = 5 0l= 10, Bss = 5 11~ 14.

Al reemplazar cada elemento por su menor con el signo adecuado queda

2 -10 23
—-14 -4 -13
2 —-10 -14
luego la matriz adjunta de B es
) 2 —14 2
B=| -10 -4 -10

23 —-13 14
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Teorema 10.20 Sea A un dominio y B € Mat, (A). Entonces
BB = BB = |B|I,.

DEMOSTRACION: El término (i,7) de BB es igual a S p_, by (—1)¥+7 Bjy.

Si i = j queda Y i, bip(~1)*"/ Biy = |B| por el teorema 10.18, luego los
elementos de la diagonal principal de BB son todos iguales a |B].

Sii # j llamemos D la matriz cuyas filas son las de B salvo que en la posicion
Jj-ésima tiene repetida la fila i-ésima. Entonces |D| = 0 y desarrollando por la

fila j-ésima queda 0 = |D| = Y}_, djp(=1)*" Dy = S0 bi(=1)*Bjy, o
sea, los elementos fuera de la diagonal principal de BB son nulos. Por lo tanto,
BB = |B|I,,. Del mismo modo se prueba la otra igualdad. "

Esto significa que la matriz adjunta de una matriz B es casi su matriz inversa.
Para obtener la inversa sélo falta que sea licito dividir entre el determinante de
B. La situacion es la siguiente:

Teorema 10.21 Sea A un dominio y B € Mat,,(A). Entonces la matriz B es
reqular si y solo si |B| es una unidad de A, y en tal caso

1 1 -
B ] B.

DEMOSTRACION: Si la matriz B es regular, entonces existe B~! de manera
que BB~! = I,,, luego tomando determinantes |B||B~!| = |I,,| = 1, lo que
prueba que |B| es una unidad de A.

Si |B] es una unidad de A, entonces sea C' = \_113|B € Mat,(A4). Por el
teorema anterior, BC' = CB = In, luego B es regular y B~ = C. m

En particular una matriz con coeficientes en un cuerpo es regular si y sélo
si su determinante es distinto de cero.

Aplicacion: La regla de Cramer Los resultados anteriores nos dan una
expresion sencilla en términos de determinantes para las soluciones de un sistema
de ecuaciones lineales:

Claramente podemos escribirlo matricialmente como
Azt = b,

donde A = (a;;) es la matriz de los coeficientes, b = (b;) es el vector de términos
independientes y * = (x1,...,2n). Si |A| # 0, el sistema tiene una unica

solucién, dada por
1

LUt _ A—lbt -
A
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En particular,
LS~ (C1)tina
Ti= — _ A
A= o
Ahora bien, si llamamos C' = (c¢,,) a la matriz que resulta de sustituir en
A su columna j-ésima por el vector b, tenemos que C;; = A;; para todo 4, asf
como que ¢;; = b;, luego, aplicando el teorema 10.18, llegamos a que

V& i, oo G
xj—|A|Z( 1) ¢;;Cy _|A\'

i=1
En resumen:

Regla de Cramer: La j-ésima coordenada de la solucion de un
sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas (cuya matriz de
coeficientes A tenga determinante no nulo) puede calcularse divi-
diendo entre |A| el determinante de la matriz que resulta de sustituir
la columna j-ésima de A por el vector de términos independientes.

Ejemplo La solucién del sistema de ecuaciones

T—2y+z =3
2042y —2z =1
r+ y+z =2

Puede calcularse con la regla de Cramer, pues

1 -2 1
2 2 —1[=9#0,
1 1 1
y viene dada por
1 3 -2 1 1 1 3 1 1 1 -2 3
v=g|l 2 —1| y=g)2 1 —1| z=5l2 2 1|,
2 1 1 1 2 1 1 1 2
lo que nos da (z,y,z) = (4/3,—1/3,1). "

Los determinantes también nos permiten decidir si n elementos de un médulo
libre de rango n son o no linealmente independientes, y si son o no una base.

Teorema 10.22 Sea A un dominio integro, sea M un A-mddulo libre de rango
n, sea (v1,...,v,) una base ordenada de M, sean wy, ... , w, elementos de M
y sea B = (b;;) la matriz cuyas filas son las coordenadas de wy, ... , wy, en la
base dada. Entonces:

1. (wi,...,wy) es una base de M siy sélo si |B| es una unidad de A.

2. (wi,...,wy) son linealmente independientes si y sdlo si |B| # 0.
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DEMOSTRACION: 1) Por 7.31 existe un homomorfismo f : M — M tal que
f(v;)) = w; para cada i = 1,...,n. La matriz de f en la base (v1,...,v,) es
precisamente B.

Si wy, ..., w, forman una base de M entonces también existe un homomor-
fismo g : M — M tal que f(w;) = v; para cada i = 1,...,n. La composicién
f o g es la identidad sobre la base (vi,...,v,), luego por la unicidad del teo-
rema 7.31 se cumple que fog es la aplicacién identidad en M. Igualmente go f
es la identidad en M. Esto prueba que f es un isomorfismo y por lo tanto |B|
es una unidad.

Si |B| es una unidad, la aplicacién f es un isomorfismo, luego (w1, ..., w,)
es una base de M (pues son la imagen de una base por un isomorfismo).

2) Como la aplicacién que asocia a cada elemento de M sus coordenadas
en la base dada es un isomorfismo entre M y A", los elementos wy, ..., w, son
linealmente dependientes si y sélo si lo son sus coordenadas, es decir, las filas
de B.

Las filas de B son linealmente independientes en A™ si y sélo si son lineal-
mente independientes en K™, donde K es el cuerpo de fracciones de A. En
efecto, si tenemos una combinacién lineal de las filas de B con coeficientes en
K no todos nulos y que es igual a 0, multiplicando por el producto de los deno-
minadores de los coeficientes no nulos, obtenemos una nueva combinacién lineal
que también anula a las filas de A, ahora con los coeficientes en A y no todos
nulos. La otra implicacién es obvia.

Como K" es un espacio vectorial de dimensién n, las filas de B son lineal-
mente independientes en K™ si y sélo si son una base de K™.

Por 1), las filas de B son una base de K™ si y s6lo si |B| es una unidad en
K, o sea, si y sélo si |B| # 0. n

Concluimos la seccién con otra aplicacién de los determinantes, esta vez al
calculo del cardinal de los médulos cociente de los Z-mddulos libres.

Teorema 10.23 Sea M un Z-mddulo libre de rango m y sea N un submddulo
de rango n. Entonces:

1. El mddulo cociente M/N es finito si y sdlo sin =m.

2. Sin=m, (v1,...,v,) es una base de M, (wy,...,wy,) es una base de N
y B es la matriz cuyas filas son las coordenadas de wy, ..., w, en la base
(v1,...,vy), entonces el cardinal de M/N es |det B.

DEMOSTRACION: 1) Sea (21, ..., 2m,) una base de M tal que (a121, .- .,an2n)
sea una base de N para ciertos elementos aq,...,a, € Z (de acuerdo con el
teorema 7.30). Sea R = (Z/a1Z) X -+ X (Z]anZ) x Z™~ ™.

Sea f : M — R el homomorfismo que a cada z; lo envia a la n-tupla
que tiene un 1 en la posicién i-ésima y 0 en las restantes. Obviamente f es
un epimorfismo y un elemento c¢ijz1 + +-+ 4+ ¢z, estd en N(f) si y sélo si
([cl], oo len]s ety - .,cm) =0, lo que equivale a que a; | ¢; parai =1,...,n
yve,=0parai=n+1,...,m.
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Consecuentemente, N(f) = {(a121,...,a,2,) = N, y por el teorema de iso-
morfia M/N = (Z/a1Z) X -+ x (Z]anZ) x Z™ ™.
El cociente serd finito si y sélo si m —n = 0, o sea, si y sélo si m = n.

2) Si m =n, en las condiciones de 1) tenemos
|M/N| =|(Z/a1Z) % -+ x (Z/anZ)| = |ay - - - an| = |det C|,

donde C' es la matriz que tiene a ay,...,a, en la diagonal y los restantes coefi-
cientes nulos.

Sea f : N — M la aplicacién dada por f(z) = x para todo © € N. La
matriz de f en las bases (a121,...,an2n) y (21,...,2,) es precisamente C.

Sea P la matriz de la aplicacién identidad en N respecto de las bases
(wi,...,wy) y (a121,...,6,2,) (la matriz de cambio de base). Por el teorema
10.21 tenemos que |P| = +1.

Sea @ la matriz de la aplicaciéon identidad en M respecto de las bases

(#1y.+-y2n) ¥ (v1,...,0y,). Por la misma razén |Q| = £1.
Por el teorema 10.4 la matriz PC(Q es la matriz de f respecto de las bases
(wi,...,wp) y (v1,...,v,). Por lo tanto las filas de PCQ son las coordenadas

de wy,...,w, en la base (v1,...,v,), es decir, B = PCQ.
Tomando determinantes y valores absolutos,

| det B| = | det P|| det C|| det Q| = | det C| = |M/N].

10.3 Formas bilineales

En las secciones anteriores hemos visto como las matrices describen homo-
morfismos entre médulos libres y como los determinantes aportan informacion
sobre las matrices. Aqui emplearemos la matrices (y por lo tanto los determi-
nantes) para describir otros objetos algebraicos de interés: las formas bilineales.
Aunque podriamos trabajar mas en general, nos centramos en el caso que real-
mente nos va a interesar en la practica.

Definiciéon 10.24 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una forma
bilineal en V' es una aplicaciéon F' : V x V — K tal que para todo vi,ve,v € V,
y todo a,b € K se cumple

F(avy + bvg,v) = aF(v1,v) + bF (v, v),
F(v,avy + bva) = aF(v,v1) + bF (v, v2).

La aplicacién determinante es un ejemplo de forma bilineal en K2, pero es
antisimétrica, y ahora nos vamos a interesar por las formas bilineales opuestas:

Una forma bilineal F' es simétrica si para todo par de vectores vy, vy € V se
cumple F(vy,vq) = F(va,v1).
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Si B = (v1,...,vy) es una base ordenada de V, llamaremos matriz de F
respecto a dicha base a

MB(F) = (F(’l}i,’l)j)).

Teorema 10.25 Sea F : V x V. — K una forma bilineal en un K-espacio
vectorial V. Sea B = (v1,...,Un) una base ordenada de V. Entonces Mp(F)
es la inica matriz de Mat, (K) tal que para todo v,v" € V' se cumple

F(v,v") = ®p(v) Mp(F) ®p(v')".

DEMOSTRACION: Sea ®p(v) = (x1,...,2m) y P(v') = (y1,...,Yn). En-
tonces
Fv,v') = F Zmivi,Zijj = ZinF(vi,vj)yj
i=1 j=1 i=1 j=1
= (I)B(’U)MB(F) (I)B(U/)t.

Si una matriz tiene esta propiedad, aplicdndola a los vectores v; y v; obtenemos
que su componente (4, j) ha de ser precisamente F'(v;,v;). n

Ejercicio: Probar que una forma bilineal es simétrica si y sélo si su matriz en una
base cualquiera es simétrica.

Ejercicio: Encontrar la relacién entre las matrices de una misma forma bilineal en
dos bases distintas.

Las formas bilineales estan muy relacionadas con el concepto de espacio dual,
que introducimos seguidamente.

Definicién 10.26 Si K es un cuerpoy V es un K-espacio vectorial, llamaremos
espacio dual de V a V* = Hom(V, K).

Si V tiene dimensién finita n sabemos que V* = Mat, «1(K), luego en
particular dim V* = dim V.

Con més exactitud, si B = (v1,...,v,) es una base de V' y fijamos 1 como
base de K, entonces la aplicacién M} determina un isomorfismo entre V* y
Mat,, x1(K). Una base del segundo espacio la forman los vectores e; = (J;;). La
antiimagen de e; por el isomorfismo es una aplicacién v} tal que MA(v}) = e;,
lo que significa que v} (v;) = d;;. La base B* = (v],...,v};) se llama base dual
de (v1,...,v,). Es ficil hallar las coordenadas de un elemento de V* respecto
a esta base:

Teorema 10.27 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial y B = (vy,...,vy)
una base V. Entonces, las coordenadas en la base dual B* = (v,...,v}) de un
elemento cualquiera v* € V* son ®p-(v*) = (v*(v1),...,v*(vn)).
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DEMOSTRACION: Basta observar que

n n

<Z v*(vi)v?> (v) = D o™ (w)vf (v)) = Y v*(03)di; = v*(vy),

=1 i=1

y como ambas aplicaciones lineales coinciden sobre la base B, han de ser iguales,
. * n * . *
o sea, v* =Y " v*(v;)v]. "

Ejercicio: Probar quesi f : V — W es una aplicacién lineal entre espacios vectoria-
les, entonces la aplicacion dual f*: W* — V* dada por f*(w*) = f ow™ es también
lineal. Ademds f* es inyectiva (suprayectiva) si y sélo si f es suprayectiva (inyectiva).
Dadas bases B y C, hallar la relacién entre MG (f) y ME: (f .

Si F:V xV — K es una forma bilineal simétrica tenemos definida una
aplicacion lineal
tpVoo— V¥
v — V — K
w = Fv,w)

Consideremos una base B = (vy,...,v,) de V y vamos a calcular la matriz
de esta aplicacion respecto a las bases By B*. El elemento (i, j) de esta matriz
serd la coordenada j-ésima de ¢(v;), pero segin el teorema anterior se trata de
tr(vi)(vj) = F(vi,v;). Por lo tanto MB™ (1p) = Mp(F).

Definiciéon 10.28 Una forma bilineal simétrica F': V x V — K es regular si
la aplicacién ¢ es inyectiva.

Si el espacio V tiene dimensién finita esto equivale a que ¢g sea un isomor-
fismo, y por el teorema 10.6 esto equivale a que Mp(F') sea una matriz regular
(para una base cualquiera B de V'), o a que [Mp(F)| # 0.

Asi pues, toda forma bilineal simétrica regular en un espacio vectorial de
dimensién finita induce un isomorfismo entre V' y su espacio dual, del que hay
que destacar que no depende de ninguna eleccién de bases. Si B = (v, ..., v,)
es una base de V, la antiimagen por ¢t de su base dual es una base B* =
(vf,...,vr) de V (a la que también llamaremos base dual de B) caracterizada
por que F'(v;,v}) = &;5, para todo par de indices i, j.

Al igual que las demas construcciones algebraicas abstractas, las formas
bilineales aparecen en contextos muy diversos en el estudio de los nimeros.

Dado el nivel introductorio de este libro, a nosotros sélo nos apareceran en el
ejemplo siguiente:

Teorema 10.29 Sea K/k una extension de cuerpos finita separable. Entonces
la traza determina una forma bilineal simétrica regular dada por

KxK — &k
(a,8)  +—  Tr(ab)
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DEMOSTRACION: Es claro que la aplicacién asf definida es una forma bilineal
simétrica. Calculemos su matriz en una base cualquiera B = (vy,...,v,) de K.
Sean o1, ...,0, los k-monomorfismos de K. Entonces

(Tr(vivy)) = (Z Uk(vﬂfj)> = (Z Uk(”z‘)O’k(”j))
k=1 k=1

t

= (on(v1) 4 (ox(v))) ;= (0i(v))) (03(v7)) -

Por lo tanto [Mp| = |o;(v;) |2. Basta comprobar que este determinante es no
nulo para una base en particular. Concretamente, por el teorema del elemento
primitivo sabemos que K = k(a) para cierto @ € K, y una k-base de K es

Mp

B=(1,q,...,a™ ). Para esta base, el determinante que hemos de calcular es
1
o1(a) o on()
O.l(oé)nfl O",L(Oé)n71

y este determinante es de Vandermonde, y su segunda fila la forman los n
conjugados de «, que son todos distintos (pues « es separable y su polinomio
minimo tiene grado n). Por lo tanto [Mp| # 0 y la forma es regular. n

En particular hemos probado que la traza de una extension finita separable
es siempre no nula (lo que en caracteristica prima no es trivial).
Ejercicio: Considerar el cuerpo Q(\/g) Calcular la base dual respecto a la traza de

la base (1, \/§)

Conviene extraer algunas ideas de la demostracién del teorema anterior:

Definicién 10.30 Sea K/k una extensién finita separable y B = (vy,...,v,)
una k-base de K. Llamaremos discriminante de B al determinante de la matriz
de la forma bilineal asociada a la traza respecto a la base B. Equivalentemente:

2
A[B] = Alvy, ..., v,] = ‘Tr(vivj)| = |0’i(11j)| ,
donde o1, ..., 0, son los k-monomorfismos de K.

Notar que la segunda expresién implica que A[B] no depende del orden de
los elementos de la base B (ni por supuesto del de los monomorfismos), pues una
alteracién de dicho orden se traduce en una permutacién de las filas o columnas
del determinante, lo que a lo sumo implica un cambio de signo que a su vez es
absorbido por el cuadrado.

Hemos probado que A[B] € k es no nulo y si « es un elemento primitivo de
la extension, entonces

All,a,...a" ] = H(Jj(oz) - O'i(Oé))Q.

Hay una tltima propiedad de los discriminantes que conviene observar.
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Teorema 10.31 Sea K/k una extension de cuerpos finita separable y sean B,
C' dos k-bases de K. Entonces A[B] = |Mg‘2 A[C].

DEMOSTRACION: Basta probar que las matrices de la forma bilineal asociada
a traza guardan la relacion

Mp = MG Mg (M%) (10.2)
Ahora bien, para todo v,w € K,
t
Pp(v) MG Me (M§) @p(w)' = @c(v) M e (w)' = Tr(vw),

luego por la unicidad de la matriz de una forma bilineal, se cumple (10.2). =



Capitulo XI

Enteros algebraicos

Con la teoria de anillos, la teoria de cuerpos y el dlgebra lineal que hemos
estudiado, estamos en condiciones de iniciar el estudio de los niimeros desde
un punto de vista moderno. La teoria algebraica de nimeros dejé de ser una
coleccién de resultados dispersos cuando, a finales del siglo XIX, Dedekind in-
trodujo los enteros algebraicos, gracias a los cuales los profundos resultados
alcanzados anos atras por Gauss, Kummer, Dirichlet, Eisenstein, y muchos més
admitian un tratamiento unificado. Puede decirse que la teoria algebraica de
numeros es precisamente el estudio de los anillos de enteros algebraicos.

Si pensamos en los nimeros algebraicos como una generalizacién de los
nimeros racionales, los enteros algebraicos son entonces el paralelo de los ni-
meros enteros.

11.1 Definicion y propiedades basicas

Aunque la teoria de enteros algebraicos se puede desarrollar a un nivel mas
general, como una teoria de extensiones de anillos similar a la de extensiones de
cuerpos, nosotros haremos fuerte uso de que Z es un dominio euclideo, por lo que
habremos de limitarnos a trabajar con Z como anillo base y, en consecuencia,
con Q como cuerpo base. Por ello conviene introducir antes que nada el concepto
de cuerpo numérico.

Definicién 11.1 Un cuerpo numérico es una extensién finita de Q.

En general, siempre que apliquemos a un cuerpo numérico K conceptos de
la teoria de extensiones de cuerpos se entendera que se refieren a la extension
K/Q. Por ejemplo, el grado de un cuerpo numérico serd el grado sobre Q, un
cuerpo numérico ciclico o abeliano sera una extension finita de Galois de Q cuyo
grupo de Galois es ciclico o abeliano, etc.

Consideremos un cuerpo K de caracteristica 0, es decir, un cuerpo que con-
tiene al cuerpo QQ de los ntimeros racionales. Un elemento a € K es algebraico
sobre Q (o, simplemente, algebraico) si y sélo si es la raiz de un polinomio no
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nulo con coeficientes racionales, pero multiplicando dicho polinomio, en caso de
que exista, por el producto de los denominadores de sus coeficientes no nulos
obtenemos un polinomio con coeficientes enteros con las mismas raices. Asi
pues un elemento de K es algebraico si y sélo si es la raiz de un polinomio con
coeficientes enteros. El concepto de entero algebraico surge imponiendo una
restriccién:

Definicion 11.2 Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Un elemento a € K
es un entero algebraico si es la raiz de un polinomio moénico con coeficientes
enteros.

Como los enteros algebraicos son en particular niimeros algebraicos, podemos
limitarnos a estudiar los enteros algebraicos del cuerpo A. Llamaremos E al
conjunto de los enteros algebraicos de A. Si K es un cuerpo numérico llamaremos
Ok al conjunto de los enteros algebraicos de K (La O hace referencia a ‘orden’,
aunque aqui no introduciremos este concepto en general). Claramente tenemos
que O = K NE.

La caracterizacion siguiente muestra entre otras cosas que no todos los
nimeros algebraicos son enteros algebraicos.

Teorema 11.3 Un elemento algebraico a de una extension de Q es un entero
algebraico si y sélo si polmin(a, Q) € Zx].

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Supongamos que a es un entero
algebraico y sea p(z) € Z[z] un polinomio ménico tal que p(a) = 0. Sea ¢(z)
un factor irreducible de p(z) en Z[x] tal que ¢(a) = 0. Existe un polinomio
r(z) € Z[z] tal que p(z) = g(x)r(z). Como el producto de los coeficientes
directores de g(x) y r(x) debe ser igual al coeficiente director de p(x) que es 1,
el coeficiente director de g(x) debe ser £1. Podemos exigir que sea 1y asi g(x)
es un polinomio mdénico irreducible en Z[z] del que a es raiz. Por el criterio de
Gauss, ¢(x) también es irreducible en Q[z], luego ¢(z) = polmin(a, Q) € Zlx].

|

Otra consecuencia de este teorema es que los enteros algebraicos de QQ son
precisamente los nimeros enteros:

Teorema 11.4 Og = Z.

DEMOSTRACION: Un niimero racional ¢ es un entero algebraico si y sdlo si
polmin(q, Q) € Zx], si y s6lo si x — g € Z[z], siy sélosi q € Z. "

El lector debe notar el paralelismo entre el teorema siguiente y resultados
similares sobre cuerpos.

Teorema 11.5 Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Un elemento ¢ € K es
un entero algebraico si y sdlo si Z[c) = {q(c) | q(z) € Z[z]} es un Z-mddulo
finitamente generado. En tal caso es libre de rango |Q(c) : Q).
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DEMOSTRACION: Supongamos que ¢ es un entero algebraico. Entonces su
polinomio minimo p(z) tiene coeficientes enteros y su grado es n = |Q(c) : Q).
Veamos que

Zlej={("|m=1,...,n—1). (11.1)

Un elemento arbitrario de Z[c] es de la forma g(c), donde ¢(x) es un polinomio
con coeficientes enteros. Dividimos ¢(x) = p(z)u(x) 4+ r(x), donde u y r tienen
ambos coeficientes enteros y el grado de r es menor que n. Entonces resulta que
q(c) = r(c), luego pertenece al miembro derecho de (11.1), y la otra inclusién es
obvia. De hecho el generador (1,c,...,c" ') es una base, pues una combinacién
lineal nula es de la forma r(¢) = 0, con r(z) € Z[z] de grado menor que n, luego
concluimos que r = 0.

Supongamos ahora que Z|[c] es finitamente generado. Digamos que admite
n generadores vy, ..., v,. Cada v; es un polinomio en ¢ con coeficientes enteros.
Sea m mayor que el grado de cualquiera de dichos polinomios.

Entonces ¢™ se expresa como combinacién lineal con coeficientes enteros de
los v;, luego en definitiva ¢ = ¢(c), con ¢(x) € Z[x] de grado menor que m. La
ecuacion ¢ — g(c) = 0 justifica que ¢ es un entero algebraico. m

De aqui podemos deducir las propiedades basicas de los enteros algebraicos.
En primer lugar probamos que forman un anillo.

Teorema 11.6 El conjunto E es un subanillo de A. Si K es un cuerpo numérico
entonces Ok es un subanillo de K.

DEMOSTRACION: Sean ¢, d € E. Hay que probar que ¢+ d y cd estédn en E.
Sea {v1,...,v,} un generador de Z[c] y sea {wy,...,wy,} un generador de Z[d).
Sea M el Z-médulo generado por los todos los productos v;w;.

Todo ¢" se expresa como combinacion lineal con coeficientes enteros de los
v; y todo d® se expresa como combinacién lineal con coeficientes enteros de los
wj. Al multiplicar estas expresiones obtenemos una expresién de ¢"d® como
combinacion lineal con coeficientes enteros de los generadores de M, luego cada
c'd® e M.

En particular, Zlcd] C M, luego es un Z-médulo finitamente generado (teo-
rema 7.30). Por el teorema anterior cd € E.

Al desarrollar (¢ + d)* obtenemos una combinacién lineal con coeficientes
enteros de elementos de la forma ¢"d®, que estdn en M, luego Zlc+d] C M y
también se cumple que ¢+ d € E.

Obviamente O = EN K es un subanillo de K. n

Es costumbre referirse a los elementos del anillo O como a los enteros de
K, es decir, reservar la palabra ‘entero’ para los enteros algebraicos en lugar
para los enteros de Z. Por este mismo convenio los enteros de Z = Og son los
enteros racionales, si K = Q(w) es el cuerpo ciclotémico p-ésimo, los elementos
de Ok se llaman enteros ciclotomicos, etc.

La relacion entre K y O es similar a la relacién existente entre Q y Z.
Por ejemplo, igual que Q es el cuerpo de cocientes de Z, se cumple que K es el
cuerpo de cocientes de O . Esto se deduce del resultado siguiente.
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Teorema 11.7 Para cada c € A existe un entero racional no nulo m de manera
que mc € E.

DEMOSTRACION: Sea polmin(c,Q) = 2" + a,_12" 1 4+ -+ + a1z + ag. Sea
m el producto de los denominadores de todos los coeficientes no nulos de p(x).
Entonces m™(¢" + a,_1¢" "1 + -+ ajc+ ag) = 0, luego

(me)" + an—lm(mc)n_l + -+ arm" Y (me) + ag = 0.

Por lo tanto, 2™ + ap_1mz™ ' + -+ + aym™ 'z + ag es un polinomio ménico
con coeficientes enteros del cual es raiz me. n

Teorema 11.8 Si K es un cuerpo numérico, entonces K es el cuerpo de co-
cientes de Q.

DEMOSTRACION: Sia € K, entonces existe un entero racional no nulo m tal
que ma € O, por lo tanto a = (ma)/m estéd en el cuerpo de cocientes de Ok.
| |

Otra consecuencia importante del teorema 11.7 es que los elementos primi-
tivos siempre se pueden tomar enteros:

Teorema 11.9 Sea K un cuerpo numérico. Entonces existe un ¢ € Ok tal que

K =Q(c).

DEMOSTRACION: Por el teorema del elemento primitivo existe un a € K tal
que K = Q(a). Sea m un entero racional no nulo tal que ¢ = ma sea entero en

K. Claramente K = Q(c). "

Un paso mas de cara a reproducir para anillos de enteros los resultados
que conocemos sobre cuerpos es demostrar que si K es un cuerpo numérico de
grado n entonces Ok es un Z-mddulo libre de rango n. Para ello nos apoyaremos
en los discriminantes que definimos al final del capitulo anterior. He aqui un
par de hechos adicionales sobre ellos que vamos a necesitar:

Teorema 11.10 Sea K un cuerpo numérico de grado n y B una base de K
formada por enteros. Entonces A[B] € Z y A[B] =0,1 (méd 4).

DEMOSTRACION: Sea B = (b1, ...,b,). Por hipétesis b1, ..., b, son enteros,
luego sus conjugados también lo son (los polinomios minimos son los mismos),
luego A[B] es por definicién el cuadrado del determinante de una matriz de
coeficientes enteros, luego es entero y ademads es un numero racional, luego es
un entero racional.

Para obtener la segunda parte consideramos los monomorfismos de K, diga-
mos 01, 0, ¥y tomamos uno cualquiera de ellos p. Sea A = (Ui(bj)).

El determinante de A es una suma de productos de la forma

:to-'r(l) (bl) e UT(n) (bn)a
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donde 7 € %,,. Si le aplicamos p obtenemos un término de la forma

tp(0r) (01)) -+ p(0r(my (b))

Ahora bien, cada monomorfismo o;p ha de ser un o), para cierto indice p(i)
(y ahora estamos llamando p a una permutacién de {1,...,n} inducida por el
automorfismo p). Por lo tanto la imagen por p del producto es

£0,(r1)) (1) *** Tp(r(n)) (bn),

es decir, el sumando del determinante correspondiente a la permutacién 7p.

Si (la permutacién inducida por) p es una permutacién par entonces p envia
sumandos con signo positivo a sumandos con signo positivo y sumandos con
signo negativo a sumandos con signo negativo, mientras que si p es impar en-
tonces intercambia los sumandos positivos con los negativos. En otras palabras,
si llamamos respectivamente P y N a la suma de términos positivos y negativos
(sin el signo) del determinante de A, tenemos que det A = P — N y o bien
p(P) =Py p(N)=N,obien p(P) =Ny p(N) = P.

En cualquier caso p(P+ N) =P+ N y p(PN) = PN, para todo automor-
fismo p, luego concluimos que P+ N, PN € Q. Adem4s son enteros algebraicos,
luego estan en Z. Finalmente,

A[B]=(P-N)?=(P+N)>?-4PN=(P+N)*=0,1 (mod 4),

pues todo cuadrado es 0 o 1 médulo 4. m

Teorema 11.11 Sea K un cuerpo numérico de grado n. Entonces Ok es un
Z-modulo libre de rango n.

DEMOSTRACION: Por 11.9 sabemos que K = Q(c), donde ¢ € Og. En-

tonces 1, ¢, ..., ¢® ! es una base de K formada por enteros. Podemos tomar
una base de K B = {by,...,b,} formada por enteros tal que el nimero na-
tural ‘A[bh cel, bn]| sea minimo. Vamos a probar que entonces {b1,...,b,} es

una base de O como Z-médulo. Obviamente sus elementos son linealmente
independientes sobre Z, pues lo son sobre Q. Basta probar que generan Q.
Supongamos, por el contrario, que existe un elemento d € Og que no

pertenezca al submdédulo generado por {by,...,b,}. Como en cualquier caso
{b1,...,b,} es una base de K, se cumplird que

d=aib; + -+ apby, (11.2)
para ciertos nimeros racionales aq, ..., a, no todos enteros. Podemos suponer

que a1 ¢ Z. Seaa; =a+r,donde a € Zy 0 < r < 1. Sustituyendo en (11.2)
obtenemos que

rby + agsbs + -+ + anb, =d —aby € Ok.
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Si llamamos c; a este elemento y ¢; = b; para ¢ = 2,...,n obtenemos una nueva
base C' de K formada por enteros tal que

r az as --- Qp
o1 0 --- 0
ME—| 0 0 1 - 0
o o0 o0 --- 1

Claramente [MZ| =7 y en consecuencia
A[C]| = r2|A[B]| < |A[B]],

en contra de la eleccion de B. Por lo tanto B es una base de O g como Z-mddulo.
[ |

Definiciéon 11.12 Sea K un cuerpo numérico. Una base entera de K es una
base de O como Z-mébdulo.

Como todo elemento de K es de la forma ¢/m, donde ¢ € O y m € Z,
es inmediato que una base entera de K es un generador de K como Q-espacio
vectorial, luego es de hecho una base de K.

Asi, si aq, ..., a, es una base entera de K, tenemos que

K {aroq + -+ + anay | a1,...,a, € Q},
Ok = {aon+--+apa,|ay,...,a, €7Z}.

En otros términos, los enteros de K son los elementos cuyas coordenadas
son enteras.

Es importante tener claro que una base de un cuerpo K formada por enteros
no es necesariamente una base entera. Basta pensar que si vy, ..., v, €s una
base entera de K, entonces 2vq, ..., v, sigue siendo una base de K formada
por enteros, pero ya no es una base entera, pues v; es un entero algebraico y no
tiene coordenadas enteras respecto a esta segunda base.

Un ejemplo més concreto: Es obvio que 1, v/5 forman una base de Q(\/g ) y
sus miembros son sin duda enteros algebraicos, pero para que fueran una base
entera harfa falta que los enteros algebraicos de Q(\/g ) fueran exactamente los
elementos de

(1,V5) = {m +nV5 | m,n € Z},
y esto no es evidente en absoluto jcomo que es falso!

. o . 5 .
Ejercicio: Probar que 1+2‘/3 es un entero algebraico.

En general, determinar el anillo de enteros algebraicos de un cuerpo numérico
dado es un problema, cuanto menos, laborioso. Antes de ver algunos ejemplos
conviene entender un poco mejor la situacién en general.
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Sea B una base entera de un cuerpo numérico K y C cualquier otra base
formada por enteros. Entonces cada componente de C' se expresa como com-
binacién lineal de B con coordenadas enteras, es decir, MZ € Mat,,(Z), luego
n= ‘det Mg‘ es un numero natural no nulo y

A[C] = n?A[B.

La base C' sera una base entera si y sélo si es una base de Og. Por el teorema
10.22 esto sucede si y sélo si det Mg = +1, o sea, si y s6lo si n = 1, si y sélo
si A[C] = A[B]. En particular todas las bases enteras de K tienen el mismo
discriminante.

Llamaremos discriminante de un cuerpo numérico K al discriminante de
cualquier base entera de K. Lo representaremos por Ag.

Asi pues, hemos probado que si C' es cualquier base de K formada por ente-
ros, entonces C' es una base entera si y sélo si A[C] = Ak, y en general se tiene
A[C] = n?Ak, es decir, el discriminante de cualquier base formada por enteros
es divisible entre el discriminante de K (y el cociente es un cuadrado). Ahora
se entiende mejor por qué hemos demostrado la existencia de bases enteras
tomando una con discriminante minimo.

Una consecuencia obvia es la siguiente:

Teorema 11.13 Sea K un cuerpo numérico y B una base de K formada por
enteros y tal que A[B] sea libre de cuadrados. Entonces B es una base entera
de K.

11.2 Ejemplos de anillos de enteros algebraicos

Enteros cuadraticos Como primer ejemplo veamos el caso de los cuerpos
cuadrdticos, es decir, los cuerpos numéricos de grado 2.

En primer lugar, si K es un cuerpo cuadrético, K = Q(«), donde « es un
entero algebraico, y por lo tanto raiz de un polinomio x? + bz + ¢ € Z[x]. Asf
pues, o = —bEvbi-de 3172_40 y K = Q(Vb? — 4c). Podemos expresar b* — 4¢c = m?d,
donde d es libre de cuadrados, y asi K = Q(m\/a) = Q(\/E)

Tenemos, pues, que todo cuerpo cuadratico es de la forma K = Q(\/ﬁ),
donde d es un entero libre de cuadrados (obviamente d # 1). Como

polmin(\/a,(@) =22 —d= (m+ \/E)(a:— \/E),

resulta que los elementos de K son de la forma a + bv/d, donde a,b € Q, la
extension K/Q es una extensién de Galois y sus automorfismos son la identidad
y el determinado por 0(\/&) = —Vd. A este automorfismo lo llamaremos
simplemente conjugacion de K, y lo representaremos por una barra horizontal,
es decir,

a—&—b\/ﬁza—b\/ﬁ.
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En lo sucesivo, cuando hablemos de un cuerpo cuadratico Q(\/E), sobren-
tenderemos que d es un entero libre de cuadrados.

A la hora de encontrar el anillo de enteros de un cuerpo numérico, el primer
paso es encontrar un elemento primitivo entero, en nuestro caso tenemos Vd.
Esto nos da una base formada por enteros, concretamente {1,/d}. Calculemos
su discriminante:

Al1, V| —‘ JIE —1@ ’2— (—2vd)® = 4d.

Con esto sabemos que el discriminante de K se diferencia de 4d a lo sumo en un
cuadrado, y como d es libre de cuadrados, sélo hay dos posibilidades, Ax = 4d
o bien Ag =d.

El teorema 11.10 da una condicién necesaria para el segundo caso, y es que
d = 1 (méd 4) (no puede ser d = 0 (mdd 4) porque d es libre de cuadrados).
Veamos que la condicién es también suficiente. Consideremos el ntimero

1+Vd
2

Es fécil calcular su polinomio minimo, que resulta ser

1—-d
o:zfor—.

4

Vemos, pues, que si d =1 (mdd 4) entonces « es un entero algebraico y

1 1 2
Allbal=| 1 va 1va | = (=Vd) =d
2 2

Como d es libre de cuadrados concluimos que {1,a} es en este caso una base
entera de K. Resumimos en un teorema lo que hemos obtenido.

Teorema 11.14 Sea d un entero libre de cuadrados y K = Q(\/a)
1. Sid#1 (méd 4) entonces O = Z[\/ﬂ y A =4d.

2. Sid=1(mdéd 4) entonces O =7 [HT‘/&] y A =d.

Recordemos que el anillo Z[s/—l] se conoce con el nombre de anillo de los
enteros de Gauss. Este fue el primer anillo de enteros algebraicos estudiado en
profundidad. Es costumbre llamar i = +/—1, tal y como hemos venido haciendo
hasta ahora.

Ejercicio: Probar que si d y d’ son enteros distintos libres de cuadrados entonces los

cuerpos Q(\/E) y Q(\/E) no son isomorfos.

En general no es facil calcular anillos de enteros, al menos no con la poca
base tedrica que tenemos. Disponemos de la suficiente algebra para desarrollar



11.2. Ejemplos de anillos de enteros algebraicos 187

la teoria general sobre anillos de enteros algebraicos, pero enfrentarse con casos
concretos (por ejemplo para determinar bases enteras) es mucho més dificil que
obtener resultados generales. Puede decirse que entre los anillos de enteros, si
Z es la tierra firme, los cuerpos cuadraticos son la orilla del mar, pero queda
un océano entero por explorar sobre el que podemos teorizar en la pizarra, pero
obtener imagenes concretas de su fauna requiere expediciones demasiado bien
equipadas para nuestras posibilidades. No obstante, curiosear en la orilla es un
buen entrenamiento, y por ello los cuerpos cuadraticos van a ser nuestro modelo
bésico.

No obstante a lo dicho, en esta seccién haremos dos excursiones por las pro-
fundidades. Con una base mejor los argumentos que vamos a emplear podrian
ser sustituidos por otros mas conceptuales y mas simples.

Enteros ciclotémicos Sea w una raiz p-ésima primitiva de la unidad, donde
p es un ndmero primo impar, y consideremos el cuerpo K = Q(w).
Recordemos que en el capitulo VIII obtuvimos que

p—1 p—1
Tr g a;w' | = pag — g ag,
i=0 i=0

asf como que N(w?) = 1 para todo i, N(1 — w) = p.

Ahora debemos notar ademdas que la norma y la traza de los enteros de
un cuerpo numérico cualquiera son enteros racionales, pues por una parte son
numeros racionales y por otra son producto (o suma) de enteros algebraicos,
luego enteros.

Con todo esto ya podemos demostrar el teorema siguiente:

Teorema 11.15 Sea p un ndmero primo impar y K = Q(w), donde w es una
raiz p-ésima primitiva de la unidad. Entonces Ox = Z[w].

. -2 ; . .
DEMOSTRACION: Sea a = ».°_Ja;w" un entero ciclotémico de orden p.
Hemos de probar que todos los coeficientes son enteros racionales. En principio
sabemos que la traza es un entero. Mas aun, para cada 0 < k < p—2 tenemos que

Tr(aw™F) € Z. Asf tenemos la misma informacién sobre todos los coeficientes:

p—2
Tr(aw™) = pap — Zai €z, para k#p—1
i=0
p—2
Trlaw) = — Zai e 7.
i=0

Por lo tanto pay € Z para todo k = 0,...,p — 1. Llamemos by = pay.
Hemos de probar que p | by para todo k, con lo que los aj serdn también
enteros. Consideremos m = 1 — w. Sustituyendo w = 1 — 7w y desarrollando

obtenemos
p—2 p—2
i i
pazg biwzg T,
i=1 i=1
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donde

p—2 .
i(J
Jj=t
parai=0,...,p— 2.
Como m = 1 — w, por simetria se cumple también

b = pf(l)f (7)o

j=i

parai=0,...,p— 2.

Por lo tanto basta probar que p | ¢; para todo j, pues entonces estas férmulas
implican que p también divide a los b;.

Lo probaremos por induccién. Suponemos que p | ¢; para cada i <k —1y
vamos a probar que p | ¢, donde 0 < k < p —2.

La razén por la que hemos hecho el cambio de variable es que w es una unidad
de Ok, mientras que 7 cumple N(7) = p (pronto veremos que esto implica que
7 es primo en Q). Tenemos que

p—1 p—1
p=N(1-w) = [J0-w) =0 —op [ +w+ o+l =215
i=1 i=1

para cierto § € Og.

Esto implica que p = 0 (m6d 7¢*1), es decir, médulo el ideal generado por
5t en Ok.

Por otro lado,

p—2
0=pa= E cimt = epm® (mod R,
i=0

pues los términos anteriores a ¢,m* son multiplos de p por hipétesis de induccién

y los posteriores son multiplos de 71 directamente.
Esto equivale a que cpm* = nrk*! para un cierto n € O, luego ¢ = .
Finalmente tomamos normas: ¢@~' = N(c) = N(1) N(7) = pN(7), luego en
efecto p | ck. "

Para calcular el discriminante de las extensiones ciclotémicas nos basaremos
en el siguiente resultado general.

Teorema 11.16 Sea K = Q(a) un cuerpo numérico de grado n y llamemos
p(z) = polmin(a, Q). Entonces

All,a,...,a" Y = (—=1)"(n=D/2 N(p'(a)),

donde p'(x) es la derivada formal de p(z).
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DEMOSTRACION: Segun vimos al final del capitulo anterior,

Alla,...,a = [[ (o5(a)—0i)’, (11.3)

1<i<j<n
donde o1 (a), ..., op(a) son los conjugados de a.
Por otro lado, p(z) = [[i, (Jc - Ui(a)), y se demuestra facilmente (por

induccién sobre n) que

n

@) =3 [[ - oila),

j=1i

=1
i#]
luego
i (UJ (a)) = H(Uj (a) — Uz(a))
7
para j =1,...,n.

Multiplicando todas estas ecuaciones obtenemos

NG @) = [T os(@) = [T# (@) = T] (360) = ou(a).
j=1 j=1 11;2]1

Agrupamos los pares (0;(a) — 0(a)) (o) — oj(a)) = —(o;(a) — ai(a))z. El
nimero de factores (—1) que aparecen es n(n — 1)/2, luego teniendo en cuenta
(11.3) queda

N(p'(a)) = (-1)""V/2A[L,q,...,a"" "],

y de aqui se sigue el teorema. n

Como caso particular obtenemos:

Teorema 11.17 Sea p un primo impar. El discriminante del cuerpo cicloto-
mico de orden p es igual a (—1)P~D/2pp=2,

DEMOSTRACION: Sea w una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Como los
enteros ciclotémicos son el anillo Z[w], una base entera de Q(w) estd formada
por 1, w, ..., wP~1. El polinomio minimo de w es p(z) = ”;p__ll y su derivada
vale

sy bt @ —1) — (@ — 1)
p (l’) - ((E _ 1)2 )
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Como p es impar, (—1)P=D®=2)/2 = (_1)(P=1/2 y por el teorema anterior,

All,w,... WP~ = (=1)P=D/2pp=2,

Ejercicio: Comprobar el teorema 11.16 sobre los cuerpos cuadréticos.

El anillo de enteros de Q(w) Vamos a probar que si K = Q(\?/?),
entonces O = Z[\‘q/i]

Recordemos que si llamamos o = /2 y 3, v a las otras raices del polinomio
23 — 2, entonces la clausura normal de K es Q(c, 3) y los monomorfismos de K
envian « a «, By -y respectivamente.

Un elemento de K es de la forma n = 4 + %{q’/ﬁ—l- %\‘752, donde u, v, w, d
son enteros racionales primos entre si. Como la extension tiene grado primo no
hay cuerpos intermedios, luego polmin(n, Q) tiene grado 3 y sus raices son las
imagenes de n por los tres monomorfismos de K, o sea,

polmin(n, Q) = (v — 5 — Za— Za?)(w— 5 — 24— ZF) (@~ = — 57— =77);
Operando (con bastante paciencia) se llega a
olmin(y, Q) = o — 3_um2 3u? —6vwx_ u3 + 203 + 4w — 6uvw
P PEEET & e '
Por lo tanto 7 sera entero si y sélo si
d | 3u (11.4)
d? | 3u®—6ow (11.5)
& | w4 20° 4+ 4w — 6uvw (11.6)

Si existe un primo p tal que p | d y p | u, entonces por (11.5) p? | 6vw, lo
que implica que p |v o p|w

Si p | v por (11.6) p* | 4w® — 6uvw, y como p? | uv, también p? | 4w,
luego p = 2. Pero entonces 4 | 2w® — 3uvw y 4 | uv, luego 4 | 2w y p | w,
contradiccion.

Si p | w entonces p3 | 203 — 6uvw, luego p? | 203 y p | v, contradiccién.

Asi pues (d,u) = 1 y entonces (11.4) implica que d = 1 o d = 3. Basta
probar que d no puede valer 3 y entonces 7 estara en Z[\S/_ ]

Sid = 3, tenemos que (3,u) =1, y de (11.5) se sigue que (3,v) = (3,w) =
Tomando clases médulo 3 en (11.6) queda [u] — [v] + [w] = 0. Las tnicas
posibilidades son [u] = [w] = [1], [v] = [-1] o bien [u] = [w] = [-1], [v] = [1].

Si hacemos u =3k + 1, v =3l — 1, w = 3r + 1, sustituimos en
u? + 20° + 4w — 6uvw

y tomamos clases médulo 27, después de operar queda [9], cuando por (11.6)
deberia ser 0.
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Con la segunda posibilidad llegamos a [—9], luego concluimos que d = 3 es
imposible. m

Ahora el teorema 11.16 nos permite calcular el discriminante de la extensién:
La derivada del polinomio minimo de a es 322, luego

Ag = (—1)°G=D/2N(3a%) = = N(3) N()? = —108.

11.3 Divisibilidad en anillos de enteros

A la hora de estudiar la divisibilidad en anillos de enteros algebraicos es
practico hablar en términos de sus correspondientes cuerpos de cocientes, es de-
cir, si K es un cuerpo numérico las unidades, los elementos irreducibles, primos
etc. de K son por definicion las unidades, elementos irreducibles, primos, etc. de
Ok . Todos estos conceptos serian triviales aplicados literalmente a K, por ser
un cuerpo. Vamos a ver que los anillos de enteros tienen propiedades similares a
las de Z, aunque no siempre son dominios de factorizacion tnica. No obstante,
en el préximo capitulo veremos que la divisibilidad en estos anillos sigue unas
leyes generales de las cuales la factorizacion unica de Z es un caso particular.
Una de las piezas clave en nuestro estudio sera el hecho de que en los anillos O
hay definida una norma N : O — Z que conserva los productos. Conviene
recoger en un primer teorema sus propiedades principales:

Teorema 11.18 Sea K un cuerpo numérico y N : Og — Z la norma asociada.
1. Para todo a,b € Ok, se cumple N(ab) = N(a) N(b).
2. Sia € Ok, entonces N(a) =0 si y sdlo si a =0.
3. N(1) = 1.

4. St a € Ok, entonces a | N(a).

5

. Sia € Ok, entonces a es una unidad si y sdlo si N(a) = £1 y entonces
N(a™') = N(a).

6. Sia, be Ok son asociados, entonces N(a) = £N(b).

7. Sta € Og y N(a) es un nimero primo, entonces a es wrreducible en O .

DEMOSTRACION: Las propiedades 1), 2), y 3) son consecuencia inmediata
de la definicién de norma.

4) Basta observar que N(a)/a es un producto de conjugados de a, luego es
entero, y por otro lado estd en K, luego N(a)/a € Ok.

5) Si a es una unidad, aa~! = 1, luego N(a)N(a~!) = 1 y por lo tanto
N(a) = £1.

Si N(a) = £1 entonces a | 1, luego es una unidad. Como N(a)N(a™1) =1,
se cumple N(a~!) = N(a).

6) es consecuencia de 5), pues dos asociados se diferencian en una unidad.
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7) Sia = be, con b, ¢ € Ok, entonces N(a) = N(b) N(c), pero como N(a) es
primo, N(b) = £1 o bien N(c¢) = %1, luego uno de los dos es una unidad. =

Ejercicio: Probar que 3 es primo en el anillo Z[i] a pesar de que su norma no es
prima.

Ejercicio: Si K es un cuerpo numérico y a € K tiene norma 1, jes necesariamente
una unidad?

Tenemos caracterizadas las unidades de los cuerpos numéricos como los en-
teros de norma +1. Obtener descripciones explicitas de los grupos de unidades
es, junto con la determinacion de los anillos de enteros, una de las cuestiones
maés dificiles a la hora de estudiar ejemplos concretos de cuerpos numéricos, y
resulta imprescindible al abordar muchos problemas concretos. Asi, por ejem-
plo, los resultados de Kummer sobre el Ultimo Teorema de Fermat dependen
fuertemente de un andlisis de las unidades ciclotémicas. En este libro estu-
diaremos unicamente las unidades de los cuerpos cuadraticos. Un teorema de
Dirichlet afirma que el grupo de unidades de un cuerpo numérico es infinito
salvo en el caso de los cuerpos cuadraticos de discriminante negativo. Para
estos cuerpos es facil mostrar explicitamente las unidades. Lo hacemos en el
teorema siguiente. El caso de los cuerpos cuadraticos de discriminante positivo
es mucho més complicado, y no estaremos en condiciones de abordarlo hasta el
capitulo XIII.

Teorema 11.19 Sea d un nimero entero negativo y libre de cuadrados. En-
tonces el grupo U de las unidades de Q(\/E) es el siguiente:

Parad=—1,U = {+1,+y~1}.

Para d = -3, U = {+1, +w, +w?}, donde w = 71%\/?3

Para d < =3, U = {£1}.

DEMOSTRACION: La norma en (@(\/E) viene dada por N(a+bv/d) = a®>—db?,
luego si d < 0 tenemos que la norma es siempre positiva. Un entero a + bv/d es
una unidad si y sélo si se cumple la ecuacién a® — db? = 1.

Para d = —1 ésta se reduce a a® + b = 1, y ademds los enteros de Q(\/—_l)
son los elementos de Z[\/—_l ], luego a y b han de ser enteros racionales. Es
claro que las tnicas soluciones enteras de a® +b? = 1 son (1,0), (0,1), (-=1,0) y
(0,—1), de donde U es el grupo indicado.

Para d = —3 observamos que Q(m) es el cuerpo ciclotémico de orden 3.
En efecto, como ya hemos observado en otras ocasiones, una raiz del tercer
polinomio ciclotémico, 224x+1, es el ntimero w del enunciado, luego Q(\/—_S) =
Q).

La norma de un elemento del anillo de enteros Z[w] es

N(a+bw) = (a+bw)(a+bw?) =a®+ abw? + abw + b*w® = a® — ab + b*

i((zaﬁ —2(2a)b + b* + 3b%) = i((Qa —b)? +3b°).
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El elemento a + bw serd una unidad si y sélo si +((2a — b)? + 3b%) = £1, o
sea, si y sélo si (2a — b)? + 3b? = 4.

Si b =0 ha de ser 2a = 2, luego a = +£1.

Si b= =41 hadeser 2a—b = +1 y es ficil ver que entonces (a, b) ha de tomar
los valores (0,1), (0,-1), (1,1), (—1,-1).

En total quedan las soluciones 1, +w y +1 £+ w, o de otra forma, +1, +w
y w?.

Asf pues, las unidades de Z[w] son {+1, +w, +w?}.

Sid < —3 hemos de tener presente que a y b pueden ser enteros o semienteros,
es decir, a = A/2, b= B/2, con A, B € Z. Como el caso semientero incluye al
caso entero, basta probar que las tnicas soluciones semienteras de a? — db? = 1
son (1,0) y (—1,0).

En efecto, tenemos A% — dB? = 4, pero si B # 0, entonces A2 — dB? > 4,
pues en realidad d < —5, luego ha deser B=0y A2 =4, osea, a = +1, b= 0.

El caso restante d = —2 se razona igualmente. m

Ocupémonos ahora de los ideales de los anillos de enteros. Los resultados
bésicos son los siguientes:

Teorema 11.20 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros. Entonces
1. O es un anillo noetheriano.
2. Si I es un ideal no nulo de O entonces el cociente O/1 es finito.

8. Un ideal no nulo de O es primo si y solo si es maximal.

DEMOSTRACION: 1) Un ideal I de O es un Z-submédulo de O. Como O es
un Z-médulo libre de rango finito, I también lo es (teorema 7.30), luego I estd
finitamente generado como Z-moédulo y a fortiori como ideal.

2)Seaa€l,a#0. Sean=N(a)#0. Como a|n, se cuample que n € I.

Sea {v1,...,v,} una base de O como Z-médulo. Entonces {[vi],...,[v.]}
es un generador de O/I como Z-mdédulo, es decir, todo elemento de O/I se
puede expresar de la forma mj[vi] + - - - + m,.[v,], para ciertos ndmeros enteros
Myy...,Myp.

Por otra parte n[v;] = [nv;] = 0, parai = 1,...,r, pues n € P. Esto
significa que el orden de cada [v;] es menor o igual que n y por lo tanto los
ndmeros myq, ..., m, pueden tomarse siempre entre 0 y |n| — 1. En consecuencia
el anillo O/I es finito.

3) Si P es un ideal primo no nulo, el anillo O/P es un dominio integro (por
5.3) y el teorema 5.5 nos da que O/P es un cuerpo, luego el ideal P es maximal
(por 5.4). "

El apartado 2) del teorema anterior puede precisarse mds. El teorema si-
guiente muestra que la conexién de la norma con la divisibilidad es més fuerte
de lo que podria pensarse en un principio.
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Teorema 11.21 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros. Para

cada a € O a # 0 se cumple que |0/a0| = | N(a)|.

DEMOSTRACION: Sea v1,...,v, una base entera de K. Entonces todo ele-
mento de O es de la forma mqvy + - -+ + myv,, con my,...,m, € Z, y todo
elemento de aO es de la forma myavy + - - - + mpav,, luego una base de aQ es
avy,...,a0n.

Sean o1, ..., 0, los monomorfismos de K. Entonces

Alavy, ..., av,] = |O'1‘((1'Uj)|2 = |Ui(a)gi(1}j)|2'

Por la multilinealidad del determinante podemos sacar un factor o;(a) de
cada fila de la matriz, con lo que obtenemos

Alavy, ..., av,] = N(a)2’ai(vj)|2 = N(a)*Ak.

Sea C' la matriz cuya fila i-ésima la forman las coordenadas de av; en
v1,...,0,. Entonces sabemos que Alavy,...,av,] = |C|*?Ak, luego ha de ser
|C| = £ N(a).

Por otro lado en virtud del teorema 10.23 tenemos que

0/a0] = [det C| = [N(a)|.

Ejercicio: Usar el cociente Z[i]/(3) para construir las tablas de la suma y el producto
de un cuerpo de 9 elementos.

Ejercicio: Sea K un cuerpo numérico y o € K un entero de norma prima. Probar
que « es primo en Og.

Por ultimo demostramos que los anillos de enteros satisfacen una propiedad
que, segun el teorema 4.24 es una condicién necesaria para que puedan tener
factorizacién tnica. En primer lugar la demostramos para el anillo de todos los
enteros algebraicos:

Teorema 11.22 Sic € A es raiz de un polinomio monico p(x) € E[x], entonces
ceE.

DEMOSTRACION: Sea p(z) = 2" + a,_12" " + - - + ag, donde cada a; € E.

Sea B = Z[ag, . ..,an—1]. Entonces B es un submdédulo del anillo de enteros
algebraicos de Q(ao, . . ., an—1), luego es un Z-mdédulo finitamente generado. Di-
gamos que B = (vy,...,v,). El mismo argumento empleado en el teorema 11.5
prueba ahora que B[c] = <17 Cyonns c"_1>B (como B-médulo).

Sea N el Z-médulo generado por los elementos v; - ¢*, donde 1 < i < 7,
0<k<n-1.

Asi, un elemento de B|c] es una combinacién lineal con coeficientes en B de
los ¢* y cada coeficiente es una combinacién lineal con coeficientes enteros de
los v;.
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Por lo tanto Z[c] C B[c] C N y es, en consecuencia, un Z-mdédulo finitamente
generado. Por el teorema 11.5 concluimos que ¢ es un entero algebraico. m

Este teorema sirve para probar que determinados ntiimeros algebraicos son
enteros. Por ejemplo, un caso particular es que toda raiz n-sima de un entero
algebraico es un entero algebraico. Como consecuencia inmediata tenemos la
version andloga para anillos de enteros algebraicos:

Teorema 11.23 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros algebrai-
cos. Sea p(x) un polinomio mdnico no constante con coeficientes en 0. Si ¢ es
una raiz de p(x) en K, entonces ¢ € 0.

De aqui se sigue que cualquier anillo A cuyo cuerpo de cocientes sea K pero
que esté estrictamente contenido en O no puede tener factorizacién unica (pues
un elemento de O\ A es raiz de un polinomio con coeficientes enteros (luego en
A) y, sin embargo, no estd en A. Es el caso, por ejemplo, de Z[\/g]

11.4 Factorizacion tinica en cuerpos cuadraticos

En la seccién anterior hemos podido comprobar que hay una gran similitud
entre los anillos de enteros algebraicos y el anillo Z, sin embargo esta similitud no
llega hasta garantizar la factorizacién tnica. En efecto, sabemos que los anillos
de enteros comparten propiedades algebraicas con los DIP’s y los DFU’s, como
que son noetherianos, los ideales maximales coinciden con los primos, etc., pero
no es cierto que todos ellos sean DIP’s o DFU’s (como ya hemos comprobado
en algunos ejemplos). El hecho de que sean noetherianos garantiza que todo
elemento de un anillo de enteros (no nulo ni unidad) se descompone en producto
de irreducibles. También sabemos que la factorizacién en irreducibles serd tinica
(salvo orden o asociacién) si y sélo si los elementos irreducibles coinciden con
los primos. Sin embargo, esto no siempre es cierto. Aqui vamos a estudiar la
situacién en los cuerpos cuadraticos. Antes de entrar en detalles, conviene notar
que los cuerpos cuadraticos se dividen en dos familias muy diferentes:

Definicién 11.24 Un cuerpo cuadratico es real o imaginario segin si su dis-
criminante es positivo o negativo.

Lo que hace diferentes a los cuerpos reales de los imaginarios es en esencia
que la norma de los cuerpos imaginarios es siempre positiva, mientras que en los
cuerpos reales hay elementos de norma positiva y negativa. Mas exactamente,
puesto que N(a + b\/a) = a? — db?, cuando d < 0 hay sélo un niimero finito
de valores de a, b que pueden hacer que la norma tome un valor dado, mientras
que si d > 0 no tenemos ninguna cota. Por ello los cuerpos imaginarios se
comportan mucho mejor que los cuerpos reales. Por ello el argumento con el
que hemos determinado las unidades de los cuerpos cuadraticos imaginarios no
sirve para los cuerpos reales. En general los cuerpos cuadréaticos imaginarios
son los cuerpos numéricos méas sencillos.
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Tabla 11.1: Factorizaciones no tinicas en cuerpos cuadraticos imaginarios

d

516 = 23 = (1+v-5)(1-+v-5)

-6 (6 = 23 = =6(-v=6)

-10 14 = 2.7 = (2++/-10)(2—+v-10)
1314 = 2.7 = (1+v-13)(1-v-13)
-14 15 = 3.5 = (1+-14)(1-v-14)
“15|4 = 202 = (BEE) (1)

-17 (18 = 2:3-3 = (1+/=17)(1—v—17)
—21(22 = 2:11 = (1+v=21)(1—-v-21)
-22(26 = 213 = (1+v-22)(1-v—-22)
—23|6 = 2.3 = (L) (pE)

-2627 = 3:3-3 = (1+v-26)(1-v-26)
-29 30 = 2:3:5 = (1+v=29)(1--29)
-3034 = 2:17 = (2+v=30)(2—v-30)

Comencemos, pues, estudiando la unicidad de las factorizaciones en cuer-
pos imaginarios. A la hora de encontrar factorizaciones no unicas es preciso
asegurarse de que los factores considerados son irreducibles, lo cual no es obvio.

Por ejemplo, podria pensarse que las factorizaciones en Q(%)

10=2-5=(3+i)(3—1)

prueban que Q(7) no es un dominio de factorizacién unica, pero no es asi. La
razén es que ninguno de los factores es irreducible.

Se cumple que 2 = (1+14)(1 —4) (no es dificil descubrirlo sin més que pensar
en a?+b? = 2). Como N(1+1) = 2 es primo, 1+ si es irreducible, al igual que
1—1.

Del mismo modo se concluye que 5 = (14 2¢)(1 — 24) es una descomposicién
en irreducibles. Por lo tanto la factorizaciéon de 10 en irreducibles es

10=(144)(1 —4)(1 4 2¢)(1 — 24).
La otra factorizacién se obtiene agrupando los factores en otro orden:

(14i)(1—2i) = 3—i
(1—i)(142) = 3+i
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Hay otra razén por la que una aparente factorizaciéon doble puede no serlo.
Por ejemplo, tenemos que 5 = (1 4 2¢)(1 — 24) = (2 +14)(2 — ¢). Esto se explica
porque los factores son asociados. En efecto:

142 = (=i)(2—1)
1-2 = (=i)(2+1)

Con estas salvedades podemos buscar auténticos ejemplos de factorizaciones
dobles. Aunque este ejemplo no servia, nos da una idea provechosa, la de buscar
numeros irreducibles cuya norma no sea un primo.

La tabla 11.1 nos muestra que las factorizaciones no tnicas son algo bastante
frecuente. Vamos a comprobar el primer ejemplo. En Q(\/—_E)) tenemos que
N(2) =4, N(3) =9, N(1 + v=5) = N(1 - v=5) = 6.

Como —5 # 1 (mdd 4), el anillo de enteros de Q(\/—_E)) es Z[\/—_B}

Si 2 = xy fuera una descomposicién no trivial de 2, es decir, donde x e y son
no unidades, entonces N(x) = N(y) = 2.

Si 2 = a+by/—5, entonces queda a®+5b% = 2. Si b # 0 entonces a®+5b> > 5,
luego ha de ser b = 0, pero entonces a? = 2, lo que es imposible para a € Z. Asi
pues 2 es irreducible.

Igualmente se prueba que no existen elementos de norma 3, lo que nos da la
irreducibilidad de los cuatro factores. Por ultimo, como

N(L+V=5) #N(2),N(3),

podemos asegurar que 1 + /=5 no es asociado ni de 2 ni de 3, luego las facto-
rizaciones son distintas en sentido estricto.

Las comprobaciones restantes son un interesante ejercicio para el lector. Es
de destacar que incluso hay factorizaciones con distinto nimero de factores en
cada miembro.

En los cuerpos cuadraticos reales el trabajo se complica debido a que las
normas pueden ser negativas, lo que impide descartar tan facilmente casos como
N(z) =2 en Q(\/—_5) Pese a ello, la tabla 11.2 contiene algunos ejemplos que
podemos comprobar.

Tabla 11.2: Factorizaciones no tnicas en cuerpos cuadraticos reales

d
106 = 23 = (4+10)(4—V10)
1510 = 2:5 = (5+V15)(5-V15)
2610 = 2:5 = (6+V26)(6—v26)
3016 = 23 = (6+30)(6—+30)




198 Capitulo 11. Enteros algebraicos

Por ejemplo, en Q(v/10) tenemos N(2) = 4, N(3) = 9, N(4 + v10) =
N(4 — \/E) = 6. Basta probar que no hay enteros de norma igual a +2 ni a
+3.

En primer lugar, el anillo de enteros es Z[\/ﬁ ] Si existiera un entero
x = a+ bv/10 tal que N(a + bv/10) = a® — 10b> = £+2 o 43, entonces tendria
que ser a® = £2 o £3 (méd 10), o lo que es lo mismo, a? = 2,3,7,8 (mdd 10).

Sin embargo, los cuadrados médulo 10 son: 0,1,4,9,6,5,6,9,4,1, luego la
congruencia es imposible.

Los otros casos se prueban de modo similar.

Los ejemplos anteriores no deben llevar al lector a pensar que la factorizacién
Unica no se da nunca o casi nunca en cuerpos numéricos. Vamos a ver ahora
algunos ejemplos de factorizacién unica. En general es dificil probar que un
cuerpo numérico es un DFU, salvo en un caso: cuando se trata de un dominio
euclideo. Como siempre, los casos mds simples son los cuerpos cuadréticos
imaginarios.

Teorema 11.25 Sea d un nimero negativo libre de cuadrados. El anillo de los
enteros de Q(\/E) es un dominio euclideo si y solo si d es uno de los cinco
numeros siguientes:

-2, =3, -7, -11

En estos casos, la norma euclidea es ¢(a) = N(a).

DEMOSTRACION: En primer lugar veamos que los anillos indicados son en
efecto dominios euclideos.

Es inmediato que la funcién N cumple los requisitos para ser una norma
euclidea. Sélo hay que probar que la division euclidea es realizable.

Veamos que para ello es suficiente probar que para todo a € Q(\/g) existe
un entero v tal que N(«a — ) < 1.

En efecto, si se cumple esta condicién, sean A y ¢ dos enteros con ¢ # 0.
Consideremos o« = A /4. Por hipétesis existe un entero 7 tal que N(A/d—7v) < 1,
es decir, N((A = §7)/6) < 1, luego N(A — §v) < N(8). Sea e = A — 7. De este
modo hemos obtenido que A = dy + €, con N(e) < N(9).

Sea, pues, o = r+sv/d € Q(\/E) Parad # 1 (mdéd 4) tenemos que encontrar
un elemento vy =z + yvd tal que z, y € Zy (r —z)? —d(s —y)? < 1.

En los casos d = —1 y d = —2 basta tomar como x e y los enteros racionales
mas cercanos a los nimeros racionales r y s, pues entonces |r —z|, [s —y| < 1/2,
con lo que (r —x)? —d(s —y)2 < 1/4+2(1/4) = 3/4 < 1.

Los restantes valores de d son congruentes con 1 moédulo 4, luego buscamos
un elemento de la forma Jc—l—yH'Q—‘/a7 donde x, y son enteros racionales y de modo
que (r—z — (1/2)y)2 —d(s— (1/2)y)2 < 1.

Si tomamos como y el entero racional mas cercano a 2s, tenemos entonces
que |25 —y| < 1/2, luego (s — (1/2)y)” < 1/16 y —d(s — (1/2)y)” < 11/16. Nos
falta elegir z de modo que (7" —x— (1/2)y)2 < 5/16, para lo cual es suficiente
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que |r —z — (1/2)y| < 1/2, es decir, tomamos como z el entero més cercano a
r—(1/2)y.

Respecto a los valores de d no contemplados en el enunciado, son —5, —6 y
los enteros libres de cuadrados menores que —11. Hemos visto que Q(\/—_E) ) y
Q(v/=6) no son dominios de factorizacién tnica, luego no pueden ser euclideos.
Supongamos ahora que d < —11 es libre de cuadrados, luego de hecho d < —13.
Sea O el anillo de enteros. Si O fuera euclideo podriamos tomar un § € O de
norma euclidea minima entre los enteros no nulos ni unitarios.

Entonces todo A € O se expresa como A = dc + r, donde » = 0,1, —1, por
la eleccién de §. Esto significa que 0/(8) = {[0], [1],[—1]}, luego por el teorema
11.21 ha de ser N(9) < 3.

Sea § = (a/2)+(b/2)Vd, donde a y b son enteros. Tenemos que a®—db* < 12,
y como d < —13, necesariamente b = 0y |a| < 3, pero entonces § = a/2 es entero
y no puede ser mas que § = 0,1, —1, en contra de como ha sido elegido. =

Es importante notar que la prueba del teorema anterior nos da un criterio
practico para calcular divisiones euclideas en los cinco cuerpos a los que se aplica.
Este criterio es especialmente simple en los casos d = —1 y d = —2, donde dados
dos enteros A y 6, el cociente v se obtiene como el entero cuyas coordenadas
estdn mds préximas a las de A/4, y el resto es simplemente la diferencia A —§~.

Por otra parte, los cinco cuerpos anteriores no son los tnicos en los que la
factorizacién es tnica. No obstante no hay muchos mas. Puede probarse que
los 1inicos cuerpos cuadraticos con discriminante negativo que son dominios de
factorizacién tnica son los correspondientes a los nueve valores siguientes de d:

Tabla 11.3: Cuerpos cuadraticos imaginarios con factorizacién unica

d=-1, -2, -3, -7, —11, —19, —43, —67 —163.

En el capitulo XIII demostraremos que estos anillos son DFU’s. Probar que
son los tnicos excede nuestras posibilidades.

El caso de los cuerpos cuadraticos reales es todavia mas complicado. No
se sabe si hay infinitos de ellos que sean dominios de factorizaciéon unica. Los
valores de d menores que 100 para los que la factorizaciéon es tinica son los
siguientes:

Tabla 11.4: Primeros cuerpos cuadraticos reales con factorizacién tnica

d=2, 3,5 6,7 11, 13, 14, 17, 19, 21, 22, 23, 29, 31, 33, 37, 38, 41,
43, 46, 47, 53, 57, 59, 61, 62, 67, 69, T1, 73, 77, 83, 86, 89, 93, 94, 9.

Tampoco se sabe si entre ellos hay un nimero finito de dominios euclideos.
Al menos se sabe que sélo un nimero finito de ellos son euclideos con norma
o(x) = |N(z)|, pero se desconoce si puede haber cuerpos cuadréiticos que sean
dominios euclideos con otra norma.
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Los cuerpos cuadraticos euclideos con la norma |N| son exactamente los
correspondientes a los siguientes valores de d:

Tabla 11.5: Cuerpos cuadraticos reales euclideos
2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 38, 41, 57, 73

Aunque este resultado también escapa a las posibilidades de este libro, vamos
a probar una porcidn.

Teorema 11.26 Los cuerpos cuadrdticos correspondientes a
d = 2, 3, 5, 6, 7, 13, 17, 21, 29
son dominios euclideos con el valor absoluto de la norma.

DEMOSTRACION: El planteamiento es el mismo que en el teorema 11.25.
Para agrupar los casos en los que d es congruente con 1 médulo 4 y los casos en
los que no lo es, definimos

A=0, E=d sid1(méd 4)
A=1/2, E=(1/4)d sid=1(méd 4).

La condicién que hay que probar es entonces que para todo par de nimeros
racionales r y s existen enteros x e y tales que

|(r—2 = y)? = E(s —y)?| < L. (11.7)

Por reduccién al absurdo vamos a suponer que existen 7 y s para los que
(11.7) no se cumple cualesquiera que sean x e y.

En primer lugar probamos que podemos suponer que 0 < r,s < 1/2.

Sid# 1 (méd 4), podemos sustituir en (11.7) r, z, s, y por

er + u, €17 + U, €25 + v, €Y + v,

donde €1, €2 = £1 y u, v € Z, sin que la expresién varie, y con esto podemos
reducir 7 y s al intervalo deseado.

Sid=1(méd 4) la expresién (11.7) resulta inalterada si reemplazamos 7,
x, s, y por una de estas alternativas:

€ar+u €T+ u €18 €1y (11.8)
T r—v s+2v y+2v (11.9)
r T4y —s -y (11.10)
1/2—r —x 1-—s 1—y (11.11)

Mediante (11.8) podemos hacer 0 < r < 1/2. mediante (11.9) hacemos
—1 < s < 1. Sies necesario, (11.10) nos da 0 < s < 1y si s no es menor o igual
que 1/2, entonces (11.11) hace que lo sea.
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Dados, pues, r y s entre 0 y 1/2 que no cumplan (11.7) para ningin par
de enteros x e y, para cada uno de estos pares se ha de cumplir una de las dos
afirmaciones siguientes:

P(z,y): (r—a—Xy)?* > 1+E(s—y)’

Q(z,y) : E(s—y)? > 14(r—z—Xy)?
Vamos a analizar tres casos particulares:
P(0,0) r? > 1+ Es? Q(0,0) Es* > 1+7?
P(1,0) (1-r)? > 1+ Es? Q(1,0) Es* > 1+ (1—1r)?
P(-1,0) (1+7r)?> > 1+ Es? Q(-1,0) Es* > 1+ (1+47)?

Como 0 <r <1/2y E >0, tenemos que P(0,0) y P(1,0) no pueden darse,
luego se cumplen Q(0,0) y Q(1,0).
Si se cumple P(—1,0), entonces, usando Q(1,0) tenemos

1472 >1+Es*>2+(1—1)? (11.12)

lo que operando lleva a que 4r > 2, luego » = 1/2. Sustituyendo en (11.12)
queda Es? = 5/4.

Ahora bien, dando a E todos los valores permitidos por el enunciado del
teorema, en ningun caso de obtiene un valor para s que tenga raiz cuadrada
racional.

Por lo tanto se cumple Q(—1,0), es decir, Fs? > 1+(14+7)?2 > 2y asi E > 8.
Pero sucede que E < 8 en todos los casos que estamos contemplando. m

11.5 Aplicaciones de la factorizacién tnica

Terminamos el capitulo con algunas aplicaciones a los niimeros enteros. El
siguiente resultado fue planteado por Fermat a sus contemporaneos.

Teorema Las tnicas soluciones enteras de y* + 2 = 2 son (x,y) = (3,£5).

DEMOSTRACION: En primer lugar, y ha de ser impar, pues si fuera par
también lo seria z, y llegarfamos a que 2 = 0 (méd 4). Si z e y cumplen la

ecuacion, entonces
(v+v=2)(y-v-2) ="

Un divisor comtin « de y +v/—2 y de y — v/—2 en Z[\/—_2] cumpliria que
N(a) | N(y + v/—2) = 23 y, como también dividirfa a la diferencia, 2v/=2,
también N(«) | 8, luego N(«) = 1 (es impar y potencia de 2).

Asf pues, y + /=2, y — v/—2 son primos entre si. Teniendo en cuenta la
factorizacién unica de Z[\/—_Q ] asi como que las unidades en este anillo son
{1} y ambas son cubos, resulta que si dos nimeros primos entre si{ son un
cubo, entonces cada factor lo es, es decir, y +v/—2 = (a + b\/f_2)3 para ciertos
enteros a y b.
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Igualando los coeficientes de obtenemos que 1 = b(3a? — 2b?), lo que sélo es
posible sib =1y a = %1, de donde y = +5 y por lo tanto x = 3. L]

Ejercicio: Si el producto de dos enteros de Gauss primos entre si es una potencia
cuarta ;jlo es necesariamente cada factor? ;Es cierto con cubos?

La variante que veremos a continuacion, también propuesta por Fermat,
resulta un poco més complicada.

Teorema Las tinicas soluciones enteras de la ecuacién 3% + 4 = 2 son

(z,y) = (5,£11), (2,£2).
DEMOSTRACION: Supongamos primero que y es impar. Tenemos que
(2 +1iy)(2 — iy) = °.

Un divisor comun « de 2 + iy, 2 — iy lo es también de su suma, 4, luego
N(a) | 16 y N(«) | 23, impar, lo que implica que o = 1 y los dos factores 2 + iy,
2 — 1y son primos entre si. Por consiguiente ambos son cubos, es decir, existen
enteros racionales a y b tales que 2+iy = (a+ib)3. Conjugando, 2—iy = (a—ib)3
y sumando las dos ecuaciones y simplificando se llega a que 4 = 2a(a® — 3b?),
luego tenemos que a(a® — 3b?) = 2.

Claramente entonces a = +1, +2, pero las tnicas posibilidades que permiten
la existencia de b son a = —1, b=+1y a =2, b = +1. Entonces

2 = ((a+ib)(a—ib))’ = (a® +b?)?

y los valores de = que se obtienen son x = 2, 5. De y? + 4 = 8, 125, obtenemos
que y = £2, +11.

Ahora queda el caso en que y es par. Digamos y = 2Y. Entonces x ha de
ser par también, x = 2X y se cumple Y2+ 1 = 2X3. De aquf se sigue que Y es
impar. Factorizamos

(1+iY)(1 —iY) = 2X3. (11.13)

El méximo comin divisor de 1 +iY y 1 — 7Y divide a la suma 2 = —i(1 + 7)2.
Como 1+ 1 es primo (tiene norma 2), dicho med ha de ser 1, 1 + 4, o bien 2.

Claramente 2 no divide a 1 4+ ¢Y’, sin embargo, 1+ ¢ si divide tanto a 1 +14iY
como a 1 —4Y (se sigue de que Y es impar).

Al dividir los dos miembros de (11.13) entre (1 + )2, en el primer miembro
queda un producto de dos factores primos entre si, y en el segundo miembro
queda —i X3 = (iX)3. Por lo tanto, cada factor del primer miembro ha de ser un
cubo. En particular (1+4Y)/(1+14) es un cubo, es decir, 1+3iY = (1+1)(a+ib)3.
Conjugando y sumando como antes se llega a 1 = (a+b)(a—b)? y de aqui salen
las soluciones a = 1, b = 0 o bien a = 0, b = 1, que implican y = £2, y entonces
T =2. [

Ahora veremos una interesante prueba debida a Nagell de una conjetura de
Ramanujan.
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Teorema Las tnicas soluciones de la ecuacion x® +7 = 2" son las siguientes:
(x,n) = (£1,3), (£3,4), (£5,5), (£11,7), (£181,15).

DEMOSTRACION: Claramente, x tiene que ser impar, y podemos suponer que
es positivo. Supongamos primero que n = 2m. Entonces podemos factorizar

2™+ x)2m —x) =1,

de donde 2"+ =7y 2™ — x = 1. Sumando, 2™ = 8, luego m = 2, n = 4,
r = 3.

Sea ahora n impar. El caso n = 3 lleva a la solucién (1, 3). Supongamos que
n > 3.

Trabajamos en el cuerpo Q(\/—_7 ), cuyos enteros forman un dominio de
factorizacién unica. La descomposicion en factores primos de 2 es la siguiente:

() ()

Como z es impar, es facil ver que £2+7 es multiplo de 4. Tomando m = n—2
podemos reescribir la ecuacién del siguiente modo:

247

2m
4

y podemos factorizarla asi en @(\/77):

) () () ()

2 2

Ninguno de los primos de la derecha divide a la vez a los dos factores de
la izquierda, pues entonces dividirfa a su diferencia, /=7, pero las normas
correspondientes no se dividen.

Por la unicidad de la factorizacién (y teniendo en cuenta que las unidades
son £1), podemos concluir que

£ (2

donde esta expresion representa a dos ecuaciones de las que desconocemos los
signos adecuados, pero en cualquier caso la ecuacién para HT V=" debe tener a

la derecha un primo y la de x_T V=" debe tener el otro, mientras que la unidad

+1 debe ser la misma en ambas ecuaciones. Al restarlas queda

1+v/=7\" 1—v=7\"
Ly (AEVETY (LT
2 2
Ahora probamos que el signo ha de ser negativo. Supongamos que es posi-

tivo. Llamemos a = HT V=T v ph= PT\E Estamos suponiendo que a™ — b™ =
a—b.
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Como a+b=1y ab =2, tenemos lo siguiente:
a>=1-0?=1-2b+b*=1—ab>+b*=1 (mod v?)
Por lo tanto a™ = a(a?)(™~1/2 = g (méd b?), y asi
a—b=a™—b"=a—0 (méd b?),

es decir, b? | b, lo cual es imposible.
Asi pues, —2™+\/—7 = (1 + \/—7)m — (1 — \/—7)m. Al desarrollar por el

teorema del binomio de Newton se cancelan los términos pares y queda
oM/ 7 =2 (”f) V=T +2 (’g) (V=) ++ 2(2) (V=)™

Sacamos factor comtin 2 y concluimos que —2™~1 =m (méd 7).

Como 26 =1 (méd 7), es claro que si un ntimero m cumple esta congruencia,
también lo cumplen todos los congruentes con m modulo 42.

Si examinamos todos los nimeros entre 0 y 41, vemos que los tnicos que
cumplen la congruencia son m = 3, 5 y 13. El teorema estard probado si
demostramos que dos soluciones de la ecuacién original (en el caso que estamos
estudiando) no pueden ser congruentes médulo 42, pues entonces las Unicas
soluciones posibles serdn n = 5, 7, 15, con las que se corresponden z = 5, 11,
181.

Supongamos que m y m/’ son soluciones de la ecuacién (en realidad queremos
decir que m+2y m’ +2 lo son). Supongamos que m < m’ y m =m’ (méd 42).
Sea 7! la mayor potencia de 7 que divide a m’ — m. Entonces

a™ =ama™ ™ =™ (%) (1+v=n)™ (11.14)

Como ¢(7!*1) = 6 - 7!, el teorema 5.6 implica que 267 = 1 (mod 7))y
como 6 - 7' | m’ —m, tenemos

2™ =1 (méd 7). (11.15)

Una sencilla induccién (en la que se usa el teorema 4.25) prueba que

(1+vV=7)" =1+ 7V=7 (1 +7a),

para cierto entero a.. Al elevar después a (m’ —m) /7' y desarrollar, obtenemos
que

(1+V=)"""™ =1+ (m' —m)V—7 (mod 7). (11.16)

Ahora pasamos la potencia de 2 al primer miembro de (11.14), tomamos
congruencias médulo 7! en el anillo de enteros de Q(v/—7) y sustituimos
(11.15) y (11.16), de lo que resulta

a™ =a™ +a™(m' —m)V—7 (mod 7). (11.17)
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m — 1+m+/—7

De nuevo por induccién se prueba que a s (méd 7), luego pode-

mos escribir ™ = H”;iﬁ + 7a para un cierto entero a. Como 7! | m/ —m, al
sustituir en (11.17) queda
/ p—
o =™+ QOm\/—7 (mod 7)., (11.18)
Conjugando:
/ j—
b = b — mzmm\/—7 (mod 7). (11.19)

Pero al ser m y m’ soluciones de la ecuacién, tenemos
a™ — b = /T =a™ —bm/,
luego al restar (11.18) menos (11.19) llegamos a que
(m' —m)vV/=7=0 (mod 7).

Por lo tanto, la multiplicidad del primo v/—7 en m’ —m es al menos 21 + 1,
pero ésta ha de ser el doble de la multiplicidad de 7 (visto como primo de Z) en
m’ — m, luego la multiplicidad de /=7 es al menos 21 + 2 y asi 71 | m/ —m,
en contra de la eleccién de [. L]

Hemos afirmado sin prueba que Q(\/7163) es un DFU (a pesar de que
hemos demostrado que no es un dominio euclideo). Se trata de un hecho muy
profundo que no estaremos preparados para probar hasta el capitulo XIII. De
momento vamos a aceptarlo para probar un curioso teorema de Euler:

Teorema El polinomio p(z) = x® + x + 41 toma valores primos sobre todos
los numeros naturales entre 0 y 39.

Es claro que si m < n, entonces p(m) < p(n), luego los cuarenta primos que
se obtienen son distintos. También es facil ver que p(—n — 1) = p(n), luego los
40 primeros nuimeros negativos dan los mismos primos.

Como hemos dicho, la prueba usa la factorizacién tnica en Q(\/ —163 ) Un

1+v 163 V;m, donde x e y son enteros

racionales. Si hacemos y = 1 obtenemos un entero w con la propie-
dad de que no tiene divisores enteros racionales no unitarios, y su norma es,
precisamente, z2 4+ x + 41.

Supongamos que m = 224+ x+41 es compuesto para un cierto entero x tal
que 0 < x < 39. Puesto que m < 402 + 40 + 41 = 412, Existira un primo p | m
tal que p < 39.

Tenemos p divide al producto de MQ‘/T% por su conjugado, pero no
puede dividir a ninguno de los dos factores, luego p no es primo en Q(\/—163 )

entero de este cuerpo es de la forma x + y
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Como tiene norma p?, ha de descomponerse en producto de dos primos de norma
p. Digamos que

p=(s+tV=163) (s — tv/—163) = s* + 163>,

donde s y t son ambos enteros o ambos semienteros. Como p es un primo
racional, necesariamente t # 0. Esto nos da la contradiccién

163 < (25)* +163(2t)> = 4p < 4 - 39 = 156.
"
Observar que p(40) = 40% + 40 + 41 = 40 - 41 + 41 = 412 ya no es primo.
Los cuarenta primos alcanzados son:
41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151, 173, 197, 223, 251,

281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593, 641, 691, 743, 797, 853,
911, 971, 1.033, 1.097, 1.163, 1.231, 1.301, 1.373, 1.447, 1.523, 1.601.



Capitulo XII

Factorizacion ideal

En este capitulo nos adentraremos en la teoria de la divisibilidad, cuyo estu-
dio comenzamos en el capitulo IV. Nuestro objetivo es demostrar que, a pesar
de los ejemplos que hemos visto en el capitulo anterior, los anillos de enteros
algebraicos si tienen factorizacién tnica siempre que admitamos la existencia de
divisores ‘ideales’ que no se corresponden con elementos del anillo. Esta factori-
zacién Unica se comporta de modo extremadamente regular y, aunque no es tan
potente como la factorizacién unica ‘real’, en muchos casos es suficiente para
comprender el comportamiento de estos anillos y, en parte, el comportamiento
de los numeros enteros. El origen de las ideas que vamos a exponer se remontan
al estudio de Kummer sobre los enteros ciclotémicos. Kummer queria averiguar
si los anillos de enteros ciclotémicos tienen factorizacién tinica, y para ello se
dedico a buscar factorizaciones de primos racionales por si encontraba algun
contraejemplo. En este proceso llegd a desarrollar una teoria que le permitia
determinar a priori el nimero de divisores primos que debia tener un primo
racional p, sus multiplicidades, asi como criterios explicitos que le permitian
determinar a qué enteros ciclotémicos debia dividir cada factor, todo esto antes
de encontrar dichos factores primos. Cuando llegé por fin a encontrar un con-
traejemplo a la factorizacién unica su teoria estaba tan perfeccionada y era tan
coherente que Kummer pudo demostrar que era consistente hablar de divisores
‘ideales’ que se comportaran segun las reglas que habia obtenido, aunque no se
correspondieran con ningun divisor real en el anillo (del mismo modo que los
antiguos algebristas trabajaban con nimeros ‘imaginarios’ aunque no se corres-
pondieran con ningin nimero real). A finales del siglo XIX Dedekind formalizé
la teoria de Kummer identificando sus divisores ideales con los ideales en el
sentido usual de la teoria de anillos y probando que los resultados de Kummer
son validos en una clase muy general de anillos que ahora introducimos.

207
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12.1 Dominios de Dedekind

Recordemos que si a y b son ideales de un anillo D, su producto es

n
ab = {Zpich'

=1

neNypiEa,qiebparaizl,...,n}. (12.1)

En otras palabras, ab es el menor ideal que contiene a todos los productos
ab tales que a € a y b € b. Como a y b son ideales, estos productos estan
contenidos en ambos, luego se cumple que ab C a N b.

Definiciéon 12.1 Un dominio integro D es un dominio de Dedekind si todo ideal
propio de D (o sea, distinto de 0 y D) se descompone de forma unica salvo el
orden en producto de ideales primos.

Vamos a probar que la factorizacién ideal es formalmente andloga a la facto-
rizacién real de los DFU’s. Sin embargo tenemos un obstaculo justo al principio,
y es que hay un hecho obvio en todo dominio integro cuyo analogo ideal no es
evidente: los elementos no nulos son simplificables. Para probar que los ideales
no nulos son simplificables demostraremos que el conjunto de los ideales de un
dominio de Dedekind se puede sumergir en un grupo, con lo que para simpli-
ficar un ideal en ambos miembros de una igualdad bastard con multiplicar por
su inverso en dicho grupo.

Definicién 12.2 Sea D un dominio integro y K su cuerpo de cocientes. Un
ideal fraccional de D es un D-submédulo no nulo a de K tal que existe un ¢ € D
no nulo de manera que ca C D (donde ca = {ca | a € a} ).

Si a es un ideal fraccional de D, entonces ca es D-submédulo de K contenido
en D, luego es un D-submédulo de D, o también, b = ca es un ideal no nulo de
Dya=c'b.

El reciproco se prueba igualmente, luego, en definitiva, los ideales fracciona-
les de D son los conjuntos de la forma ¢~ 'b, donde b es un ideal no nulo de D
y ¢ € D es no nulo.

Tomando ¢ = 1 deducimos que todos los ideales no nulos de D son ideales
fraccionales. Reciprocamente, un ideal fraccional a es un ideal si y sélo si a C D
(por la propia definicién).

Podemos definir el producto de dos ideales fraccionales por la misma férmula
(12.1) que para ideales. Es facil comprobar que efectivamente el producto de
ideales fraccionales es un ideal fraccional, asi como que cumple la propiedad
asociativa.

Si ¢ € K es no nulo, llamaremos ideal fraccional principal generado por c¢ al
ideal fraccional (¢) = ¢D. Es fécil ver que (¢)a = ca. En particular (¢)(d) = (cd).

Llamaremos 1 = (1) = D. Es claro que al = a para todo ideal fraccional a.

Diremos que un ideal fraccional a es inversible si existe otro ideal fraccional b
tal que ab = 1. Es claro que si existe tal b entonces es tnico, y lo representaremos

por a~l.
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Todo ideal fraccional principal es inversible, pues (¢)~! = (¢71).

Antes hemos visto que todo ideal fraccional es de la forma ¢~ 1b, para cierto
ideal b y cierto entero c¢. En términos del producto de ideales fraccionales
tenemos que todo ideal fraccional es de la forma (c)~'b, o sea, una fraccién de
dos ideales. Para probar que los ideales fraccionales de un dominio de Dedekind
forman un grupo necesitamos unos hechos sencillos validos en cualquier dominio
integro.

Teorema 12.3 Sea D un dominio integro.
1. Todo ideal fraccional principal de D es inversible.
2. Un producto de ideales de D es inversible si y solo si lo es cada factor.

3. Si un ideal inversible de D factoriza como producto de ideales primos,
entonces la descomposicion es unica salvo el orden.

DEMOSTRACION: 1) Ya hemos comentado que (c¢)~! = (c¢71).

2) Es obvio que si cada factor es inversible el producto también lo es (su
inverso es el producto de los inversos). Si el producto es inversible entonces
el inverso de un factor es el inverso del producto multiplicado por los factores
restantes.

3) Supongamos que un mismo ideal no nulo se expresa de dos formas

Pr--Pr=0d1---0s

como producto de ideales primos (necesariamente no nulos). Podemos suponer
que r < s.

Tomamos un factor (digamos p1) que no contenga estrictamente a ninguno
de los restantes. Por definicién de ideal primo, y puesto que q;---qs C p1, ha
de existir un indice ¢ de modo que q; C p1. Reordenando podemos suponer que
q1 C p1. Igualmente ha de existir un indice j tal que p; C g1 C p;. Por la
eleccién de p; ha de ser p; = g1 = p;. Tomando inversos podemos eliminarlos
de la factorizacién, hasta llegar a que D = q5_, - - - qs C (s, lo que contradice la
definicién de ideal primo a no ser que r = s. Es claro que con esto el teorema
queda demostrado. n

Teorema 12.4 Si D es un dominio de Dedekind, entonces los ideales frac-
cionales de D forman un grupo. Ademdas los ideales primos coinciden con los
mazximales.

DEMOSTRACION: Basta probar que todo ideal primo (no nulo) tiene un
inverso y es maximal, pues entonces todo ideal no nulo serd inversible por ser
producto de ideales primos (inversibles) y todo ideal fraccional serd inversible
porque es de la forma (c¢)~'b, donde (c)~! es ciertamente inversible y b es un
ideal, luego inversible también.



210 Capitulo 12. Factorizacion ideal

Vemos primero que todo ideal primo inversible es maximal. Sea p un ideal
primo. Hay que demostrar que si d € D \ p entonces p + (d) = D. En caso
contrario existen ideales primos tales que p+(d) = py - -p,. y p+(d?) = q1 - - qs.
Es facil ver que

(p+(d)/p=(pr/p) - (pe/p) v (p+(d)/p=(a1/p) - (as/p).

El ideal (p + (d))/p = ([d]) es principal y D/p es un dominio integro, luego
tiene inverso por el teorema anterior, el cual nos da también que todos los ideales
primos p1/p, ..., p,/p tienen inverso en D/p.

Lo mismo ocurre con q1/p, ..., qs/p. Igualamos:

(ar/p) - (as/p) = (%) = ()" = (p1/p)” -~ (pr/p)".

Otra aplicacion del teorema anterior nos da que s = 2r y que, ordenando
adecuadamente, p;/p = q2:/p = q2:—1/p. De aqui se sngue que p; = q2; = q2i—1,
y de aquf a su vez obtenemos que p + (d?) = (p + (d)) . Consecuentemente

PP+ () = (p+ (D) Cp>+(d).

Todo elemento de p es, pues, de la forma ¢ + ad, con ¢ € p?> y a € D, pero
como p es primo y d ¢ p, ha de ser a € p, lo que prueba que p C p? + p(d) C p,
es decir, p = p2 + p(d), y como p tiene inverso, 1 = p + (d), contradiccion.

Finalmente, si p es cualquier ideal primo no nulo, sea ¢ € p, ¢ # 0. Como
D es un dominio de Dedekind podemos factorizar (¢) = p; -« - p, C p, donde los
ideales primos p; son todos inversibles (por el teorema anterior, ya que (c) lo es)
y en consecuencia maximales (por lo ya probado). Por definicién de ideal primo,
algun ideal p; estd contenido en p, luego por maximalidad p = p; es maximal y
tiene inverso. n

Ahora ya podemos trabajar con dominios de Dedekind como si fueran DFU’s.

Definicion 12.5 Sea D un dominio de Dedekind. Diremos que un ideal b divide
a un ideal a si existe un ideal ¢ tal que a = bc. Lo representaremos b | a. Notar
que en tal caso ¢ = ab~!. Claramente b | asiy sélo si ab™! es un ideal.

Observar que b | a siy sélo si a C b. En efecto, si b | a entonces a = be C b
y si a C b la propia definicién de producto nos da que ab™! c bb™! =1 = D,
luego el ideal fraccional ab™' es de hecho un ideal y por lo tanto b | a.

Asf un ideal p es primo siy s6losi p # 1y cuando p | ab entonces p | aop | b,
es decir, el concepto de ideal primo en un dominio de Dedekind es formalmente
andalogo al de primo real en un DFU.

Similarmente, un ideal p es maximal si y solo si p # 1 y cuando a | p
entonces a = 1 o a = p, es decir, el concepto de ideal maximal en un dominio de
Dedekind es formalmente andlogo al de elemento irreducible en un DFU (notar
que en términos de ideales no hay ni unidades ni asociados). Hemos probado
que en un dominio de Dedekind maximal equivale a primo, lo cual es analogo
al hecho de que en un DFU irreducible equivale a primo.
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Si ¢ € D escribiremos a | ¢ 0 ¢ = ab en lugar de a | (¢) o (¢) = ab. De este
modo los divisores ideales pueden dividir a elementos reales. Concretamente,
tenemos a | ¢ si y sélo si (¢) C a, siy sélo si ¢ € a, es decir, un ideal, como
conjunto, es el conjunto de todos sus miltiplos reales. Notar también que a | b
siy sélo si (a) | (b).

La factorizacién tunica ideal nos permite hablar de la multiplicidad de un
ideal primo en otro ideal (o en un elemento real) exactamente en el mismo
sentido que en un DFU. Toda familia finita de ideales tiene un méximo comun
divisor y un minimo comun multiplo que se pueden calcular como en un DFU,
aunque en realidad hay una caracterizacion mas simple: Teniendo en cuenta que
a | b eslo mismo que b C a, resulta que el méximo comun divisor de una familia
de ideales es el mayor ideal que los contiene, y el minimo comiin multiplo es el
mayor ideal contenido en ellos, o sea:

med(ay,...,a.) = a;+---+a.,
mem(ag,...,a.) = a;N---Na.

(esto generaliza al teorema de Bezout.)

En particular (a,b) = (a) + (b) puede entenderse como el ideal generado por
ay b o como el méximo comun divisor de (a) y (b). Es equivalente. Podemos
hablar de ideales primos entre si, etc. con las mismas propiedades que en un
DFU.

Es facil encontrar DFU’s que no sean dominios de Dedekind. Por ejemplo
Z[z] no es un dominio de Dedekind ya que Z[z]/(x) = Z, luego (z) es un ideal
primo no maximal. Reciprocamente veremos que todos los anillos de enteros
algebraicos son dominios de Dedekind y muchos de ellos no son DFU’s. Por lo
tanto la divisibilidad ideal no es una generalizacién de la real, sino que ambas
son paralelas. Las dos pueden darse simultaneamente. Esto ocurre exactamente
en los DIP’s:

Teorema 12.6 Un dominio integro D es un DIP si y sélo si es un dominio de
Dedekind y un dominio de factorizacion unica.

DEMOSTRACION: Si D es DIP ya sabemos que es DFU, y todo ideal propio
de D es de la forma (c), donde ¢ no es 0 ni una unidad. Entonces ¢ se descompone
en producto de primos ¢ = p; - -+ pp, con lo que (¢) = (p1)--- (pn) también es
producto de ideales primos. Reciprocamente, una descomposicién de (¢) en
ideales primos da lugar a una factorizacién de ¢, de donde se sigue la unicidad.

Si D es a la vez un dominio de Dedekind y un DFU entonces dado un ideal
primo p tomamos un ¢ € p no nulo y lo factorizamos ¢ = p; - - - p, en producto
de primos. Tenemos que p | ¢, luego p | p; para algin 4, luego (p;) C p y como
los ideales primos son maximales, p = (p;) es principal, y todo ideal propio de
D es principal por ser producto de ideales primos principales. m

El concepto de DFU es muy ttil en cuanto que proporciona un gran control
sobre los anillos que tienen esta propiedad, pero esté el inconveniente de que no
es facil determinar cuando se da el caso. Asi, por ejemplo, hasta ahora no hemos
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sabido probar que un anillo de enteros algebraicos tiene factorizacion tnica salvo
en el caso en que de hecho es un dominio euclideo, pero esta propiedad es mucho
més fuerte y deja de cubrir muchos casos de interés. El concepto de dominio
de Dedekind, en cambio, admite una caracterizacién algebraica muy facil de
verificar en la practica. Veamosla.

Teorema 12.7 (Teorema de Dedekind) Sea D un dominio integro y K su
cuerpo de cocientes. Entonces D es un dominio de Dedekind si y sélo si cumple
las tres propiedades siguientes:

1. D es noetheriano.
2. Los ideales primos no nulos de D son mazimales.

3. Sia € K es raiz de un polinomio maénico con coeficientes en D, entonces
aeD.

DEMOSTRACION: Todo dominio de Dedekind es noetheriano, pues una ca-
dena de ideales estrictamente creciente significaria una cadena decreciente de
divisores, lo cual es imposible. La propiedad 2) estd probada en el teorema
12.4. La prueba del teorema 4.24 vale para probar 3) sin mds cambio que con-
siderar divisores ideales en vez de reales.

Supongamos ahora que un dominio integro D cumple las tres propiedades
del enunciado y veamos que es un dominio de Dedekind. Dividimos la prueba
en varios pasos.

(i) Sea a # 0 un ideal de D. Entonces existen ideales primos pi,...,p, de
manera que p1---p, C a.

En caso contrario por el teorema 3.9 existe un ideal a tal que no existen
ideales primos en las condiciones pedidas y que es maximal entre los ideales
para los que esto ocurre.

En particular a no puede ser primo, o cumplirfa (i) trivialmente. Tampoco
puede ser que a = D. Por lo tanto existen dos ideales b y ¢ tales que bc C a,
peronob CaocCa.

Por la maximalidad de a, existen ideales primos pi,...,Ps ¥ Ps+1y---,Pr
tales que

pl"'psca""bv Pst1--pr Ca+trc,

de donde p; ---p, C (a+b)(a+¢) C aa+ ab+ ac+ be C a, contradiccién.

(ii) Sia es un ideal no nulo de D, llamaremos a~! = {z € K | xa C D}.

Es claro que a=! es un D-submédulo de K, y para cualquier ¢ € a no nulo

se cumple que ca~! C D, luego a~! es un ideal fraccional de D.
También es inmediato que D C a~ !, luego a = aD C aa™'.
De la definicién de a~! se sigue que aa~! = a~!a C D. Esto significa que el
ideal fraccional a~'a es de hecho un ideal de D.
1

Notar también que si a C b son dos ideales de D, entonces D C b~ C a=!.
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(iii) Si a es un ideal propio, entonces D G a~!.

Sea p un ideal maximal de D tal que a C p. Entonces p~! C a~!. Basta
probar que p~! contiene estrictamente a D. Sea a € p no nulo. Por (i), sea
r el menor natural tal que existen ideales primos para los que pp ---p, C (a).
Como (a) C p y p es primo, existe un indice 4 tal que p; C p. Reordenando
podemos suponer que p; C p. Como p; es maximal ha de ser p; = p, y por
la minimalidad de 7 tenemos que ps - - - p,- no estd contenido en (a). Tomamos,
pues, un elemento b € py---p, \ (a).

Claramente bp C (a), luego ba='p C a=1(a) = D y ba=! € p~!, pero por
otra parte b ¢ (a) = aD, luego ba~' ¢ D. Asf pues, p~* # D.

(iv) Sia es un ideal no nulo de D y S es un subconjunto de K tal que aS C a,
entonces S C D.

Sea s € S. Como D es noetheriano tenemos que a = (aq,...,a,;) para
ciertos ai,...,a, € D. Por hipdtesis a;s € a para i = 1,...,m, luego existen
elementos b;; € D de manera que

m
a;8 = g bija; parai=1,...,m.
j=1

Esto puede expresarse matricialmente mediante la ecuacién s(a;)" = B(a;)*,
donde llamamos B = (b;;). Equivalentemente, (B — sI,,)(a;)" = 0. Por con-
siguiente la matriz B — sl,, no puede ser regular, pues entonces multiplicando
por su inversa concluirfamos que (a;) = 0, lo cual es imposible. Por lo tanto
|B — sl,,| = 0y el polinomio p(x) = |B — zl,,,| € D[z] es mdnico, no nulo y
tiene por raiz a s. Por la hipétesis 3) tenemos que s € D.

v) Sip es un ideal mazimal de D, entonces pp~t = D.
(v) Sip pp

Por (ii) sabemos que pp~! es un ideal de D tal que p C pp~! C D. Puesto
que p es maximal, ha de ser p = pp~' o bien pp~' = D. Si se diera el primer
caso, por (iv) tendriamos que p~! C D, lo que contradice a (iii).

(vi) Sia#0 esun ideal, entonces aa~! = D.

Supongamos lo contrario. Como D es noetheriano existe un ideal a maximal
entre los que incumplen (vi). Obviamente a # D. Sea p un ideal maximal tal
que a C p.

Por (i) D C p~! Ca~ !, luego a C ap~! C aa~! C D. En particular el ideal
fraccional ap~! es un ideal de D. No puede ocurrir que a = ap~!, pues entonces
(iv) implicarfa que p~! C D en contradiccién con (iii). Asfpues, a & ap~!, luego
la maximalidad de a implica que ap~! cumple (vi), es decir, que ap~!(ap~1) "t =
D. Por definicién de a=! esto significa que p~(ap~!)~t C a~!. Por lo tanto
D =ap~ap~)"! C aa=! C D, de donde aa~! = D, en contradiccién con
nuestra hipétesis.
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(vii) Todo ideal propio de D es producto de ideales primos.

En caso contrario sea a un ideal propio maximal entre los que no pueden
expresarse como producto de ideales primos. En particular a no es primo. Sea
p un ideal maximal tal que a C p. Como en (vi) concluimos que a C ap~! C D
y de nuevo por (iv) y (iii), la primera inclusién es estricta.

Por la maximalidad de a tenemos que ap~! = p; ---p, para ciertos ideales
primos py,...,p,. Por lo tanto a = p; - - - p,-p, en contra de la eleccién de a.

(viii) La descomposicion de un ideal en primos es inica salvo el orden.

Supongamos que un mismo ideal propio se expresa de dos formas

pl“'pT:ql"'qs

como producto de ideales primos (necesariamente no nulos) . Podemos suponer
que r < s.

Entonces, puesto que p; es primo y q1 - - - qs C p1, ha de existir un indice ¢ tal
que q; C p1. Reordenando podemos suponer que q; C p; y, por maximalidad,
de hecho q; = p;. Multiplicando por el inverso tenemos po---p,. = qa---qs.

Repitiendo el proceso llegamos a que p; = q; parai=1,...,ry (sirT < s) a que
D =qs_,---qs, pero entonces D C (s, lo cual es imposible. Por lo tanto ha de
ser r = s. "

Observar que la prueba del teorema anterior nos ha dado una expresién
explicita para el inverso de un ideal en un dominio de Dedekind:

at={xec K|zacCD}.

12.2 Factorizacion ideal en anillos de enteros

Los teoremas 11.20 y 11.23, junto con el teorema de Dedekind, implican
que todo anillo de enteros algebraicos de un cuerpo numérico es un dominio de
Dedekind. El teorema 11.20 afirma también que estos anillos de enteros cumplen
una propiedad adicional muy importante que no poseen todos los dominios de
Dedekind, y es que los cocientes médulo ideales no nulos son finitos. El anillo
Q[z] es un ejemplo de dominio de Dedekind que no cumplen esta condicién. El
interés de la finitud de los cocientes reside en que es la clave para definir la
norma de un ideal, que jugard el mismo papel que la norma de los elementos
reales en el estudio de la divisibilidad. En efecto:

Definiciéon 12.8 Sea K un cuerpo numérico. Si a es un ideal no nulo de O,
llamaremos norma de a al cardinal del anillo cociente: N(a) = |0/aql.

Asi, la norma de a es un nimero natural no nulo y N(a) = 1 si y sélo si
a = 1. El teorema 11.21 implica ademés que si a € O entonces N((a)) = | N(a)],
es decir, que la norma de ideales extiende (salvo signo) a la de enteros reales.
El teorema siguiente acaba de garantizar que la norma de ideales se comporta
satisfactoriamente:
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Teorema 12.9 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros. Si a, b
son dos ideales no nulos de O, entonces N(ab) = N(a) N(b).

DEMOSTRACION: Por la unicidad de la factorizacién en primos e induccién
sobre el nimero de factores, basta probar que N(ap) = N(a) N(p) cuando p es
un ideal primo (el caso en que uno de los factores es 1 es obvio).

Consideremos los grupos abelianos finitos a/ap < O/ap. El tercer teorema de
isomorffa implica que |O/ap| = |0/a| |a/ap|, o sea, N(ap) = N(a) |a/ap|. Basta
probar que |a/ap| = |O/p|. Notemos que por la factorizacién inica ap no puede
ser igual a p, luego ap & a, es decir, |a/ap| > 1.

Por el mismo motivo no pueden existir ideales b de O tales que ap & b & a,
pues entonces a | b | ap, luego la descomposicién en factores de b debe contener
a la de a y estar contenida en la de ap, luego b serd igual a ap o a a segiin que
la multiplicidad de p en b sea la de ap o la de a.

Por lo tanto, si a € a\ ap, entonces a = ap+ (a) y a su vez esto implica que la
aplicacién f : O — a/ap dada por f(x) = [xa] es un epimorfismo de O-mddulos
con la propiedad de que p C N(f). Ahora, N(f) es un O-submédulo de O, o
sea, un ideal. Como p es maximal, ha de ser N(f) = p o N(f) = O, pero el
segundo caso implicarfa que a/ap = O/0, con lo que |a/ap| = 1, contradiccién.
Lo correcto es a/ap =2 O/p, y asi |O/p| = |a/ap|. "

Con esto estamos en condiciones de ver ejemplos comodamente. Vimos en
el capitulo anterior que en Q(\/ff)) tenfamos las siguientes descomposiciones

en irreducibles:
6=2-3=(1+v-5)(1—-v-5). (12.2)

Esto prueba que 2 no es primo, y como N(2) = 4, el ideal (2) s6lo puede
descomponerse en producto de dos ideales primos de norma 2, o sea, 2 = p1ps.
Igualmente 3 ha de ser producto de dos ideales de norma 3, digamos 3 = qr.
Por otra parte, los factores de la derecha en (12.2) tienen los dos norma 6,
luego han de descomponerse en producto de un ideal de norma 2 por otro de
norma 3. La unicidad de la factorizacion obliga a que sea (1 + Jj5) =pqy
(1 — \/—_5) = pot, de modo que la factorizacién tinica de 6 es

6=2-3= (pip2)(ar) = (p10)(par) = (L +V=5) (1~ V=5).

Mis atin, evidentemente p; es el méximo comtn divisor de 2 y 1 + /=5, es
decir, que p; = (2, 1+ \/—_5)

Similarmente p; = (2,1 —v/=5), 9= (3,1+v=5) yr= (3,1 - v/=5).

Finalmente observamos que p; = pg, pues 1 — /=5 =2 — (1 + \/—_5) Por
el contrario q # t, pues en otro caso 1 =3 — (1++/=5+1—+/=5) € q, 0 sea,
qg=1.

Si llamamos p = p; = po, la factorizacién de 6 es, en definitiva, 6 = p2qr. Los
factores son ‘ideales’ porque no estéan en el anillo Z[\/f_5 ], pero se comportan
como si lo estuviesen.

Ejercicio: Obtener las factorizaciones ideales correspondientes a las factorizaciones
no unicas mostradas en el capitulo anterior en cuerpos cuadraticos reales e imaginarios.
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El teorema siguiente recoge los hechos basicos sobre las normas de ideales
analogos a los ya conocidos para normas de enteros reales.

Teorema 12.10 Sea K un cuerpo numérico y a, b ideales de O .
1. Sia|b entonces N(a) | N(b).
2. Si N(a) es un ndmero primo, entonces a es un ideal primo.
3. a| N(a).

4. Sia esun ideal primo no nulo, entonces a divide a un unico primo racional
p y se cumple que N(a) = p™ para cierto natural m menor o igual que el
grado de K.

DEMOSTRACION: 1) es consecuencia inmediata del teorema 12.9.

2) Un ideal de norma prima no puede descomponerse en primos (por 1),
luego ha de ser primo.

3) Por definicién, N(a) = |Ok/a|]. El anillo O/a es en particular un grupo
finito (con la suma) y el orden de cualquier elemento es divisible entre N(a).
Por lo tanto N(a)[1] = [0], lo que equivale a que N(a) € a.

4) Como a | N(a) y a es primo, a debe dividir a uno de los primos racionales
que dividen a N(a). Digamos que a | p. Entonces N(a) | N(p) = p™, donde n es
el grado de K. Consecuentemente, N(a) = p™ para un cierto m < n.

Si a dividiera a otro primo ¢, el mismo argumento nos darfa que N(a) habria
de ser potencia de ¢, lo cual es imposible salvo si ¢ = p. L]

Este teorema contiene informacion relevante a la hora de estudiar los ideales
propios de un anillo de enteros. El apartado 4) nos dice que todo ideal primo
divide a un primo racional, por lo que factorizando los primos racionales se
encuentran todos los ideales primos. La unicidad de 4) implica que los primos
racionales (no asociados) son primos entre si, de donde se sigue la existencia de
infinitos ideales primos en cada anillo de enteros (al menos uno distinto para
cada primo racional).

Los hechos siguientes son muy sencillos, pero a menudo resultan ttiles.

Teorema 12.11 Sea K un cuerpo numérico.
1. Cada ideal no nulo de Ok tiene sélo un numero finito de divisores.
2. Cada elemento no nulo de Ok pertenece a un nimero finito de ideales.

3. S6lo un nimero finito de ideales pueden tener una norma dada.

DEMOSTRACION: 1) es consecuencia inmediata de la factorizacién unica.
2) es un caso particular de 1).
3) se sigue de 1) porque cada ideal es un divisor de su norma. L]
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Veamos ahora que en la mayoria de los casos es muy facil encontrar las
factorizaciones ideales de los primos racionales (y con ello ir encontrando todos
los ideales primos de un anillo de enteros). El teorema siguiente da cuenta de
ello.

Teorema 12.12 Sea K un cuerpo numérico y supongamos que el anillo de los
enteros de K es de la forma Zlo), para un entero algebraico o. Sea g(x) =
polmin(a, Q) y p un primo racional. Sea g(x) la imagen de g(x) por el epimor-
fismo de Z[z] sobre (Z/pZ)[x] y sea § = gi* --- g~ la descomposicidn de g en po-
linomios ménicos irreducibles en (Z/pZ)[x]. Entonces los ideales p; = (p, gi(r)),

para i = 1,...,r son primos distintos y la descomposicion de p en primos es
— 461, . Er
p= pl ro*

DEMOSTRACION: Para cada ¢ = 1,...,r, sea a; una raiz de g;(z) en una

extensién de Z/pZ. Entonces (Z/pZ)(c;) es una extension finita de Z/pZ y
gi = polmin(w;, Z/pZ).

Consideremos la aplicacién ¢; : Z[a] — (Z/pZ)(a;) dada por ¢;(q(a)) =
d(a;). Estéd bien definida, pues si ¢(a) = r(a), entonces (¢ — r)(a) = 0, luego
g|lgq—r,dedonde g|g— 7,y también g; | g — 7, luego g(a;) — 7(a;) = 0.

Obviamente ¢; es un epimorfismo, luego Z[a]/ N(¢;) = (Z/pZ)(ey), y el
segundo anillo es un cuerpo, de donde N(¢;) es un ideal primo de Z[a].

Es claro que (p, gi(a)) C N(¢;) (la imagen de p es [p] = 0). Veamos la otra
inclusién. Sig(«) € N(¢;), entonces g(o;) = 0, luego g(z) = h(x)g;(z). El hecho
de que g(x) — h(x)g;(x) = 0 significa que todos los coeficientes del polinomio
q(z) — h(x)g;(z) son miltiplos de p. Consecuentemente

q(@) = (q(a) = h(a)gi(a)) + h(a)gi(a) € (p,gi(a)).

Por lo tanto, p; = (p, gi(a)) = N(¢;) es un ideal primo que obviamente
divide a p.
Aplicando que, en general, (p,u)(p,v) C (p,uv) concluimos que

p(fl .. .pfj‘ C (p,gl(a)el .. -gr(a)“) = (pvg(a)) = (p7 0) = (p)

Notar que la primera igualdad se debe a que g(a) y g1(@)®* - - g ()¢ se dife-
rencian en un entero multiplo de p.

Asi pues, p | p7* -+ p¢. La igualdad la obtendremos considerando las nor-
mas.

Por definicién de norma, N(p;) = |Z[a]/pi| = ’(Z/pZ)(ozi)‘ = p&radgi pues
(Z/pZ)(c;) es un espacio vectorial de dimensién grad g; sobre Z/pZ, luego es
isomorfo al espacio (Z/pZ)&ad9:,

En total N(p§' - - - p&r) = pereradgit--Fergradgr — pn donde n es el grado de
K. Asi pues N(pi* ---p¢r) = N(p), lo que nos da que p = p7* - - per.

¢
Los primos p; son distintos, pues si p; = p;, entonces p; | g;(ca), luego los
polinomios g; y g; tienen la raiz [a] en comun en el cuerpo Z[a]/p; (este cuerpo
tiene caracteristica p, luego contiene a Z/pZ), pero eso es imposible porque
ambos polinomios son irreducibles en Z/pZ, luego son primos entre si. m
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La hipétesis O = Z[a] no la cumplen todos los cuerpos numéricos, pero es
bastante frecuente y sabemos que al menos la cumplen los cuerpos cuadraticos
y ciclotémicos de orden primo.

Ejemplo Las factorizaciones de 2 y 3 en Z[\/—5] que hemos obtenido mas
arriba pueden obtenerse también como sigue:

En primer lugar, polmin(v/—5,Q) = 2% + 5. Su imagen en el cuerpo
(Z)2Z)[x] es 2® + 1 = (x + 1)?, luego 2 factoriza como 2 = (2,1 + \/—5)2.

La imagen en (Z/3Z)[z] es 2> + 2 = 2% — 1 = (z + 1)(z — 1), lo que nos da
la factorizacién

3=(31+V=5)(3,-1+v=5) = (3,1+V-5)(3,1 - V-5).

En el capitulo siguiente estudiaremos con detalle las factorizaciones en cuer-
pos cuadréticos. Veamos ahora un resultado general para cuerpos ciclotémicos.

Teorema 12.13 Sea p un primo racional impar y sea O = Z[w] el anillo de los
enteros ciclotémicos de orden p.

1. La factorizacién de p en O es p=pP~1, donde p = (w —1).

2. Si q # p es un primo racional, entonces la factorizacion de q es de la
forma

q="pr1-pr

donde los primos son distintos, N(p;) = ¢/, con f = 0,(q) (el orden de q
médulo p), yr = (p— 1)/ .

DEMOSTRACION: 1) En la prueba del teorema 11.15 vimos que 7 = w — 1
cumple 7P~ | p, luego pP~! | p y considerando las normas tenemos la igualdad.

2) Aplicamos el teorema anterior. Sea g(z) el polinomio minimo de w. Este
divide a P — 1, lo cual sigue siendo cierto médulo ¢q. Como la derivada de zP —1
es pxP~ !, que es no nulo médulo ¢, y su tnica raiz es 0, concluimos que las raices
de 2P — 1 en una extensién de Z/gZ han de ser simples, luego lo mismo vale para
las de g(z). En particular, los factores irreducibles de g(z) en Z/qZ son todos
distintos dos a dos, luego la factorizacion de ¢ es de la forma ¢ = p; - - - p,-, donde
los factores son distintos. Sélo falta probar que f = 0,(g), pues comparando las
normas sale que r = (p — 1)/f. Sea e = 0,(q).

Sabemos que L = Z[w]/p; es un cuerpo con ¢/ elementos. En él, [w] es una
raiz p-ésima de la unidad distinta de 1 (p; no puede dividir a 7 = w — 1), luego
tiene orden p, pero por otro lado el grupo multiplicativo de L tiene orden ¢ —1,
con lo que p | ¢f — 1y, en consecuencia, e = 0,(q) | f-

Un elemento de L es de la forma h([w]), con h € (Z/qZ)[z]. Como los ele-
mentos de Z/¢Z cumplen a? = a, resulta que h([w])? =h ([w]?) = h (w!]) =
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h([w]), puesto que ¢¢ = 1 (méd p). Esto significa que todos los elementos de L

son raices de 29" — z y asi, el niimero de elementos de L ha de cumplir ¢/ < ¢°,
luego e = f. m

Ejemplo Vamos a considerar el caso p = 23 y ¢ = 47 en el teorema anterior.
Como g = 1 (méd p), tenemos que f = o,(¢) = 1, luego 47 factoriza en 22
primos distintos de norma 47. Vamos a probar que en Z[w] no hay elementos de
norma 47, con lo que los factores primos de 47 seran ideales no principales, y
habremos probado que Z[w] no tiene factorizacién dnica.

El discriminante del cuerpo es A = —232!. Si llamamos o1, ...,092 a los
monomorfismos de Q(w), como Q(w)/Q es normal concluimos que todos los
conjugados o;(w?) estdn en Q(w), luego VA = 2310/=23 = det(o;(w;)) €
Q(w), y de aqui concluimos que Q(v/=23) C Q(w).

Si en Q(w) hubiera un entero de norma +47, la norma de dicho entero
respecto a la extension Q(w)/Q(v/—23) serfa un entero cuadratico de norma
+47 (necesariamente +47). Basta ver, pues, que en Q(v/—47) no hay enteros
de norma 47.

Ahora bien, un entero de Q(\/74’7) es de la forma a + b%ﬂ, con a, b
enteros racionales, y su norma es

N(a+b1+\2/23) _ <2a2+b+b\/223> <2a+b_

)

1
= (20 -0)*+230%).

Si hubiera un elemento de norma 47 tendriamos
188 = 47 -4 = (2a — b)? + 2312,

pero 188 no es un cuadrado perfecto, ni 188 — 23 = 165, ni 188 — 23 - 4 = 96,
luego b no puede tomar los valores 0, £1,+2, y para valores mayores resulta que
(2a — b)? + 23b% > 188. .

En su estudio de los enteros ciclotémicos de orden primo, Kummer publicé
en 1.844 las descomposiciones en factores primos de todos los primos racionales
< 1.000 para las extensiones de orden primo p < 19. Sucede que todas estas
extensiones son de hecho dominios de factorizacién tnica, por lo que Kummer
pudo encontrar todas las factorizaciones, no sin grandes esfuerzos. Para el
siguiente caso, p = 23, encontro las factorizaciones de todos los primos menores
que 47 y demostrd que 47 no podia ser descompuesto en primos, con lo que hallé
el menor contraejemplo a la factorizacién tinica en enteros ciclotémicos de orden
primo. Afortunadamente su teoria estaba tan avanzada que Kummer confié mas
en ella que en la evidencia que le mostraba que los cuerpos ciclotémicos no tenian
factorizacién unica, y asi descubri6 la factorizacion ideal de los anillos de enteros
algebraicos.
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Ejemplo Factorizacién en el anillo Z[\S/ﬁ]

Vamos a determinar como se descompone un primo racional p en el anillo de
enteros del cuerpo Q(\s/i ) Para aplicar el teorema 12.12 hemos de considerar
el polinomio 3 — 2.

Si p = 2 tenemos que 2® — 2 = 23 (mdd 2), luego la factorizacién es de la
forma 2 = p3, con N(p) = 2 (De hecho 2 = /23, y para esto no hace falta el
teorema 12.12).

Supongamos que p es impar y sea G = (Z/pZ)*. Consideremos el homo-
morfismo de grupos ¢ : G — G dado por ¢(u) = u3. Su nticleo estd formado
por las rafces ctibicas de la unidad de Z/pZ. Puede haber una o tres de ellas.
Concretamente, Z/pZ tiene tres raices cubicas de la unidad si y sélo si p = 1
(méd 3). En efecto:

Siu € G es una raiz ctbica de la unidad distinta de 1, entonces o(u) = 3, y
por el teorema de Lagrange 3 | p — 1, luego p = 1 (mdéd 3).

Sip=1(méd 3) y v es una raiz primitiva de la unidad médulo p, entonces
u = vP~D/3 es una raiz ciibica de la unidad distinta de 1.

Por lo tanto, si p Z 1 (mé6d 3) el nicleo de ¢ es trivial, luego ¢ es un mo-
nomorfismo, luego un isomorfismo. Por lo tanto [2] tiene una tnica antiimagen
por ¢, una tinica raiz ciibica médulo p, luego 23 — 2 se descompone en un factor
de grado 1 y otro de grado 2, y en consecuencia p = pq, donde N(p) = p y
N(q) = p*.

Sip =1 (mdd 3) entonces, el nicleo de ¢ tiene tres elementos, con lo que o
bien [2] € Im ¢, y entonces 2 tiene tres raices cibicas médulo p, o bien [2] ¢ Im ¢,
y entonces 2 no tiene raices cubicas médulo p.

En el primer caso la factorizacién es p = pqr, con los tres factores de norma
p, v en el segundo p se conserva primo. Resumimos los resultados en la tabla
siguiente:

Primo Factorizacién | Norma
p=2 p° p
p=1(méd 3) z°=2 (méd p) resoluble pqe P
23 =2 (méd p) no resoluble P 3
p#1(méd3) p#2 pg p/p?

12.3 Dominios de Dedekind y dominios de fac-
torizacién tunica
Terminamos el capitulo profundizando un poco més en la relacién entre la

divisibilidad real e ideal, es decir, entre los dominios de factorizacién unica y los
dominios de Dedekind. Un hecho sencillo que conocemos es el siguiente:

Un dominio de Dedekind es un dominio de factorizacion unica si y
solo si todos sus elementos irreducibles son primos.
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De hecho esto es cierto para todo anillo noetheriano (por el teorema 4.9).
Ahora vamos a probar un resultado dual:

Teorema 12.14 Un dominio de factorizacion unica es un dominio de Dedekind
si y solo si todos sus ideales primos son maximales.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Sea D un DFU donde los ideales
maximales coinciden con los primos y veamos que es un dominio de Dedekind.
Dividimos la prueba en varios pasos.

(1) Si 7 es primo en D, entonces las unidades mddulo " son las clases de los
elementos primos con .

Lo probamos por induccién sobre r. Para r = 1 es obvio porque D/(7) es
un cuerpo.

Si vale para 7 y (a,m) = 1, por hipédtesis de induccién existe {, € D de
manera que aéy = 1 (méd 7"), es decir, ay—1 = 7"[. Sea A € Dy & = {o+An".

Veamos que eligiendo A adecuadamente se cumple que o =1 (méd 7" 1),

Tenemos que o —1 = afp—1+a " = 77 (B+a)), luego aé = 1 (méd 7" +1)
si y sélo si el = —f (méd 7). Ahora bien, por el caso r = 1 resulta que « es
una unidad moédulo 7, luego existe un A que cumple la congruencia.

El reciproco es obvio: si aé = 1 (méd 771) entonces af + Bn"T! = 1, con
lo que claramente 7 t a.

(ii) Si 6 € D es no nulo ni unitario entonces las unidades mddulo 3 son las
clases de los elementos primos con (3.

Factoricemos (§ = enj' ---7l», donde los m; son primos distintos y € es una
unidad. Consideramos el homomorfismo D — (D/(w{')) x -+ x (D/(xlm))
definido por o — ([a],...,[e]). Claramente su ntcleo es (8). Veamos que es
suprayectivo, con lo que tendremos D/(8) = (D/(n}')) x --- x (D/(xlm)).

Dados ai,...,a, € D, sea §; = 3/m;". Entonces (8;,m;) = 1, luego por
(i) tenemos que fB; es una unidad médulo 7;*. En consecuencia existe v; € D
tal que B;v; = a; (méd 7;*). Sea v = By + -+ - + By Claramente o = «;
(méd }*), luego es una antiimagen de la n-tupla ([a1], ..., [a]).

Ahora es claro que « es una unidad médulo 3 si y sélo si lo es médulo =
para todo 4, lo que por (i) equivale a que («, 5) = 1.

(iii) Si 6 = med(a, B), entonces (0) = («, ).

Sea = a'dy 3= 0'0. Entonces (o, 5') = 1, luego por (ii) existe & tal que
o’ =1 (méd 5.

Asi 8/ | &’€ — 1, luego multiplicando por § queda 8 | a& — §, es decir,
§ = af + B¢ para cierto ¢, y por lo tanto (§) C (o, 3). La otra inclusién es
obvia.
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(iv) D es DIP.

Sea A un ideal propio de D. Sea o € A no nulo. Factoricemos o = 7y - - - 7,
como producto de primos. Si 7 es cualquier primo y A C (7) entonces 7 | «
luego m = m; para algin 1.

Definimos e(7) = mofn ex(a), donde « recorre los elementos no nulos de A y

ep(a) es el exponente de 7 en a. Acabamos de probar que si e(m) > 0 entonces
7 = m; para un i, es decir, que e(m) = 0 para todos los primos excepto quizd
algunos de los ;.

Por la propia definicién de e(7) tenemos que para cada ¢ existe un 3; € A
de modo que e, (3;) = e(m;). Sea d = ﬂf(ﬂl) - 7™ Obviamente se cum-
ple A C (4). Ademds 6 = mcd(w,S1,...,0n), pues ciertamente ¢ divide a
a, B1,...,0n (porque estén en A) y si v es un divisor comin de todos ellos
entonces los divisores primos de « serdn algunos de los m; (porque v | ) y
Em; (’Y) < Er; (Bz) = e(’/Ti)v luego Y | d.

Por (iii) tenemos que (8) = (o, B1,...,53,) C A, luego A = (§). n

Conviene observar que en la prueba del teorema anterior hemos visto que
(ii) — (iii) — (iv), por lo que si un DFU cumple (ii) entonces es un DIP. Asi
mismo, la prueba de (ii) contiene una demostracién del teorema chino del resto
(cf. 5.10) para DFU’s que sean dominios de Dedekind, es decir, para DIP’s.

Ejercicio: Probar que si un DFU cumple el teorema chino del resto entonces es un
DIP.

Ejercicio: Probar el teorema chino del resto en un dominio de Dedekind arbitrario,
es decir, probar el teorema 5.10 para ideales my, ..., m, primos entre s{ en un dominio
de Dedekind D y después dar un enunciado equivalente en términos de congruencias.

Ejercicio: Probar que si X es infinito entonces Q[X] es un DFU no noetheriano.

Ejercicio: Probar que Z[z] es un DFU noetheriano pero no es un dominio de Dede-
kind.

Volviendo al caso de los anillos de enteros algebraicos, puesto que todos
ellos son dominios de Dedekind, probar que tienen factorizacion tinica equivale
a probar que son DIP’s. Sin embargo, no es ficil, no ya probar que todos los
ideales de un anillo sean principales, sino tan s6lo decidir si un ideal dado lo es.
La factorizacion ideal proporciona técnicas para abordar este problema. En el
capitulo siguiente nos ocuparemos de ello en el caso particular de los cuerpos
cuadraticos.



Capitulo XIII

Factorizacion en cuerpos
cuadraticos

Los cuerpos cuadraticos son los més simples de todos los cuerpos numéricos
y, entre ellos, los méas simples son los imaginarios. Sin embargo, su estudio pro-
porciona resultados importantes sobre los nimeros enteros. En otros capitulos
hemos visto algunas de sus aplicaciones. Aqui vamos a estudiar mas a fondo
su estructura, demostrando algunos resultados que no tienen anélogos en otros
cuerpos y también otros validos para cuerpos numéricos arbitrarios, pero cuyas
demostraciones generales no estan a nuestro alcance. Entre otras cosas, daremos
un algoritmo para determinar si un cuerpo cuadréatico tiene o no factorizacién
Unica, asi como para decidir si un ideal dado es o no principal, y obtener en su
caso un generador.

13.1 Los primos cuadraticos

Comenzamos determinando los primos cuadraticos. Para facilitar el estudio
conviene introducir unas definiciones.

Definicién 13.1 Sea Q(\/E) un cuerpo cuadratico, O su anillo de enteros y p
un primo racional. Entonces N(p) = p?, luego p puede descomponerse a lo sumo
en dos factores primos de O de norma p. Esto da lugar a tres modos posibles de
factorizacién. Si p sigue siendo primo en O, diremos que p se conserva. Si p se
descompone en producto de dos ideales primos distintos, p = pq, diremos que p
se escinde. Si p es el cuadrado de un primo, p = p2, diremos que p se ramifica.

Ahora vamos a aplicar el teorema 12.12 a los cuerpos cuadraticos. En primer
lugar, si Q(\/E) es un cuerpo cuadratico, entonces su anillo de enteros es de la

forma Z[a], tal y como exigen las hipétesis. El entero o es v/d si d = 1 (méd 4)
o bien a = 1+2_\/3 sid# 1 (méd 4). En el primer caso el polinomio minimo de «
es g(z) = 2? — d y en el segundo es g(z) = 22 — z + 154,

223
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Segin 12.12; la factorizacién de un primo racional p depende de la factori-
zaciéon de g(x) médulo p. Més concretamente, tenemos que p se conserva primo,
se ramifica o se escinde segun si g(x) tiene 0, 1 o 2 raices distintas médulo p
respectivamente.

Consideramos primero el caso p # 2, pues bajo esta hip6tesis podemos con-
siderar la féormula usual para las soluciones de la ecuacién general de grado 2,
en virtud de la cual la factorizacién de g(x) depende tinicamente de su discri-
minante, que resulta ser A =4dsid#Z1 (méd 4) y A=dsid=1 (mbd 4) (o
sea, el discriminante de g(x) es precisamente el discriminante de K).

Ahora conviene introducir un concepto:

Si p es un primo impar y d un entero primo con p, diremos que d es un
resto cuadrdtico médulo p si existe un u € Z tal que d = u? (méd p). En caso
contrario (siempre suponiendo que d es primo con p) diremos que d es un resto
no cuadrdtico médulo p.

En estos términos, tenemos que g(z) tiene 0, 1 o 2 raices médulo p si y
sélo si A es un resto no cuadrético, es cero o es un resto cuadratico médulo p,
respectivamente. Ahora bien, como A =d o A = 4d y p # 2, en realidad este
criterio sigue siendo cierto si cambiamos A por d.

Asi pues, si p | d (o, equivalentemente, si p | A) tenemos que
2 2 2 1—d _ 24
glx) =2 —d=2" (méd p) o g(z)==x —x+T:(sc—1/2) (méd p),

donde el 1/2 ha de entenderse como el inverso de 2 médulo p. Por consiguiente
p = p2, donde
p=@a) o p=(pa-1/2).

Supongamos ahora que p { d, en cuyo caso tenemos dos posibilidades. Si d
es un resto no cuadratico médulo p entonces p se conserva primo, mientras que
si d = u? (méd p) entonces

g(x) =2? —d = (z +u)(x —u) (méd p)

(w)—xz—x—i—ﬂ: x—1+u x—l_u
g = T 2 2 )

de donde a su vez p = p1ps, con

o bien

1tu
pi = (p,afu) o PiZ(Pya— 5 )

Nos falta estudiar el caso p = 2. Si 2| d entonces d = 2 (méd 4) (pues d no
puede ser multiplo de 4). Entonces

g(x) = 2? —d=2? (méd 2),

luego 2 = p2, con p = (2, ).
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Si 21 d tenemos dos posibilidades: si d = 3 (mé6d 4) entonces
glx) =2 —d=2*>—1=(z — 1)? (méd 2),

luego 2 = p2 con p = (2, — 1).
Si, por el contrario, d = 1 (méd 4), digamos d = 4k + 1, entonces

g(x) =2 —x—k.

A su vez hemos de distinguir dos casos: Si k es impar (o equivalentemente,
sid =5 (méd 8)) entonces g(z) no tiene raices médulo 2 y p se conserva primo.
Si k es par (o sea, d =1 (mdéd 8)), entonces

g(x)=2? — 2z =2(x — 1) (méd 2),

luego 2 = p1po, donde p1 = (2, ), p2 = (2, — 1).

El teorema siguiente resume todo lo que hemos obtenido, pero antes intro-
ducimos una notacién dtil: Si p es un primo y u € Z, definimos

[p,ul = (p, — ).

Es claro que el ideal [p,u] depende sélo del resto de u médulo p, por lo que
podemos considerar u € Z/pZ.

Teorema 13.2 Sea d un nimero entero libre de cuadrados y p un primo racio-
nal. Consideremos el anillo de los enteros algebraicos del cuerpo Q(\/a)

1. Sip esimpar yp|d, entonces p se ramifica:

_ [[p,0]* sid#1 (méd p),
p= [p, %]2 sid=1(méd p).

2. Sip es impar y d =u? (méd p), entonces p se escinde:

p= { vaqua —7_1,] 52d7_é 1 (méd p)’
lp, F4][p, 154] sid=1 (méd p).

3. Sip es impar y d es un resto no cuadrdtico mdédulo p, entonces p se
COMSETVA PTIMO.

4. St p =2 tenemos las posibilidades siguientes:

d=1 (méd8) 2=12,0][2,1] (se escinde),

d=2,6 (méd 8) 2=[2,0)? (se ramifica),
d=3,7(méd 8) 2=[2,1]? (se ramifica),
d=5 (méd8) 2=2 (se conserva,).
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Observaciones:
1. No puede ocurrir d = 0,4 (mdd 8) porque d es libre de cuadrados.
2. Del teorema se sigue que un primo p se ramifica en K siy sélo si p | A.

3. Sip = [p,u] es un ideal en las condiciones del teorema, entonces N(p) = p,
luego Zla]/p = Z/pZ, y o = u (méd p). Esto nos permite determinar
facilmente si dos enteros cuadraticos son congruentes médulo p, y en par-
ticular si un entero cuadratico es divisible entre p.

4. El cuerpo K tiene un tnico automorfismo no trivial, al que llamaremos
conjugacion y representaremos por x — Z. Es claro que si a es un ideal de
K lo mismo le sucede a su imagen por la conjugacién, que representaremos
por a. Del teorema se sigue que cuando p se escinde, entonces lo hace en
la forma p = pp, para cierto ideal primo p. Por ejemplo, en el caso p = 2,
d =1 (méd 8) tenemos que

2=(2,0)(2,a¢— 1)

y, clertamente, @ = —(a — 1), luego (2, — 1) = (2, @) = (2, ).
De la udltima observacién se sigue facilmente un resultado més general:

Teorema 13.3 Sea K un cuerpo cuadrdtico y a un ideal de su anillo de enteros.
Entonces N(a) = aa.

DEMOSTRACION: Por la factorizacién tinica basta probarlo para ideales pri-
mos. Si p es un ideal primo sea p el tinico primo racional al que divide. Si p se
conserva primo, entonces p = p y N(p) = p? = pp.

Si p se ramifica, entonces p = p2, de donde p = p y N(p) = p. Por lo tanto
se cumple también N(p) = p = p? = pp.

Si p se escinde, hemos visto que lo hace en la forma p = pp, y concluimos
igualmente. L]

13.2 El grupo de clases

El problema mas importante que presenta la factorizacion ideal es el de
determinar en qué casos un divisor ideal se corresponde con un divisor real (o
sea, es principal) y, en particular, cudndo todos los divisores son reales, y por
lo tanto el anillo es DFU.

Para abordar este problema introducimos un concepto fundamental en el
estudio de los enteros algebraicos.

Definicién 13.4 Sea K un cuerpo numérico y O su anillo de enteros. Sea F el
grupo de los ideales fraccionales de O y P el subgrupo formado por los ideales
fraccionales principales. Es decir, ? = {(a)(b)~" | a,b € O\ {0}}. Llamaremos
grupo de clases de K al grupo cociente H = F/P.
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Notemos que todo ideal fraccional es de la forma a(b)~!, donde a es un
ideal, luego al tomar clases médulo P resulta que [a(b)’l] = [a], es decir, que
podemos considerar a los elementos de JH como clases de ideales, en el sentido
de que siempre podemos trabajar con representantes ideales.

Por otra parte, si un ideal ¢ estd en P, o sea, si ¢ = (a)(b)~!, entonces
(a) = (b)c, luego (b) | (a), luego b | a, luego a = be para cierto entero ¢, y
(b)e = (a) = (b)(c). Por lo tanto ¢ = (¢). Esto prueba que [¢] =1 siy sélo si ¢
es principal.

En consecuencia O es un DIP si y s6lo si H{ = 1. Puede probarse, aunque ello
excede nuestras posibilidades, que el grupo H siempre es finito, y a su nimero
de elementos se le llama ndmero de clases de K, y se representa por h. En
estos términos O es DIP si y sblo si h = 1. Aqui demostraremos la finitud del
numero de clases en el caso particular de los cuerpos cuadréticos y daremos un
procedimiento para calcularlo.

Diremos que dos ideales a y b son similares (a & b) si son congruentes médulo
P. Concretamente, a = b si y sélo si existen enteros algebraicos a y b tales que
b = (a)(b)"'a, o equivalentemente, (a)a = (b)b.

Notemos que si a, b y ¢ son ideales no nulos tales que ac y be son principales,
entonces a = b, pues médulo P tenemos [ac] = 1 = [bc], luego [a] = [b].

En el caso concreto de los cuerpos cuadraticos, si b es un ideal no nulo
tenemos que bb = (N(b)) ~ (1) = bb™ ', luego b es similar a b='. Ademés a ~ b
si y sélo si ab es principal.

Nuestro objetivo es encontrar un conjunto finito de representantes de las
clases de H y luego dar un algoritmo que nos permita saber cuando dos clases
son la misma, con lo que tendremos completamente determinado el grupo de
clases.

El primer paso es observemos que todo ideal a es similar a otro no divisible
entre enteros racionales no unitarios. En efecto: si m es un entero maximal
que divida a a, entonces a = mb y obviamente b no es divisible entre enteros
racionales no unitarios. También es obvio que b es similar a a. Ahora probamos
que b tiene un comportamiento especialmente satisfactorio.

Teorema 13.5 Sea d un entero libre de cuadrados y O el anillo de los enteros
de Q(\/E) Sea a un ideal de O que no sea divisible entre enteros racionales no
unitarios. Sea a = N(a). Entonces todo entero cuadrdtico es congruente mddulo
a con un entero racional y dos enteros racionales son congruentes modulo a si
y sdlo si lo son mddulo a. En particular se cumple que O/a =2 7Z/aZ.

DEMOSTRACION: Por hipétesis a no es divisible entre primos que se conser-
ven, luego su descomposicién en primos es de la forma a = pi* - pé, donde
N(p;) = p;. Si el primo p; se ramifica entonces e; = 1 (o de lo contrario p; | a).
Si p; se escinde entonces p; 1 a, o de lo contrario p; | a. Por lo tanto los primos
p; son distintos dos a dos.
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Veamos que si m es un entero racional, entonces a | m si y sélo si a | m. En
efecto, puesto que a | a, una implicacién es evidente. Supongamos que a | m.
Tenemos que a = N(a) = pj* -+ pgr.

Si p; se ramifica, e; = 1, p; | m y tomando normas p; | m?, luego p*

Si p; se escinde entonces p* | m y conjugando p;’ | m. Como ambos ideales
son primos entre si concluimos que p;* = p'p;’ | m.

Por lo tanto a | m.

Obviamente entonces, m = n (mdd a) es equivalente a m = n (méd a). A
su vez esto implica que la caracteristica de O/a es a, luego Z/aZ C O/a. Con-
cretamente Z/aZ esté formado por las clases con representante entero racional.

Puesto que a = N(a) = |0/a|, ha de darse la igualdad y el teorema queda
probado. L]

m.

El teorema siguiente contiene esencialmente la finitud del grupo de clases:

Teorema 13.6 Sea d un entero libre de cuadrados y sea O el anillo de enteros
de Q(\/E) Sea A el discriminante de K. Entonces todo ideal no nulo a de O
es similar a otro ideal b tal que

A
NOE=
3
DEMOSTRACION: Podemos suponer que a no es divisible entre enteros ra-
cionales no unitarios. Consideremos a = N(a). Sea

a_{ Vd  sid#1 (méd 4) 15.)

LVd i d =1 (méd 4)
El teorema anterior nos da que o = s (méd a) para cierto entero racional s.

Llamemos
T_{ s sid#1 (méd 4)
=13 2

2221 sid=1 (méd 4)

En ambos casos tenemos que

r——=8—«Qaca.
2
(observemos que en el segundo caso ninguno de los dos sumandos es entero, pero
sf la suma.)
El teorema anterior nos da también que si a r le sumamos un multiplo de a
se sigue cumpliendo la relacién anterior, luego podemos exigir que |r| < a/2.

Tenemos que a | r — @, luego r — @ = ab para cierto ideal b. Ademés
VA VA s Al 5, Al 1, A

=({r-— === < Ll =
N(ab) ‘(r 5 T+ 4‘_7“—&-4 <319+

Si N(a) < N(b), entonces N(a)N(a) < N(a)N(b), o sea, a®> < (a® + |A|)/4, lo
que equivale a que a? < |A|/3.
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Por otro lado, por el teorema 13.3, N(b) = bb, y como ab y bb son ambos
principales, resulta que a =~ b.

En resumen, a =~ b y N(b) < N(a) salvo si N(a)? < |A|/3.

Ademéds b no es divisible entre enteros racionales no unitarios, pues si m | b
VA

entonces m | b | r — 5=, pero esto es imposible: entonces m dividirfa a s — a, y
en consecuencia s — a = m(u + va), luego —1 = mw, contradiccién.

Esto significa que podemos obtener una sucesién de ideales similares con
normas estrictamente decrecientes mientras los cuadrados de las normas superen
a |A]/3. Como las normas son nimeros naturales, tras un nimero finito de pasos
hemos de llegar a un ideal b similar al de partida y tal que N(b)? < |A[|/3. =

Teorema 13.7 Sea d un entero libre de cuadrados y O el anillo de enteros de
Q(\/E) Entonces el grupo de clases de O es un grupo abeliano finito.

DEMOSTRACION: Todo ideal fraccional es congruente con un ideal, y todo
ideal es similar a un ideal de norma menor o igual que el menor natural cuyo
cuadrado supera a |A|/3. Por el teorema 12.11 sélo hay un niimero finito de
ideales con una norma dada, luego tenemos que todo ideal fraccional es similar
a un ideal de entre los elementos de un conjunto finito. Por lo tanto sélo puede
haber un nimero finito de clases de similitud, y el grupo cociente es finito. =

Sélo con la ayuda de este teorema podemos probar que h = 1 en los casos
d=-1, -2, -3, -7, -—-11, -19, 2, 3, 5, 13,

y que h = 2 en los casos d = —5, —6, —10, —13, —15.

Veamos algunos ejemplos: si d = —1 tenemos A = —4, luego todo ideal es
similar a uno de norma a tal que a? < 4/3, luego a = 1. Asf pues todo ideal es
similar a 1 y por lo tanto h = 1. Esto ya lo sabfamos, porque Z[i] es euclideo.

Si d = —5 entonces A = —20 y la cota es a® < 20/3, luego a < 2. En
Q(v/=5) el 2 se ramifica, luego sélo hay dos ideales de norma menor o igual que
2, a saber, 1y [2,1]. Por lo tanto h < 2. En el capitulo XI vimos que Q(\/—_E))
no tiene factorizacién unica, luego h # 1. Por lo tanto h = 2.

Si d = —10 tenemos a? < 40/3, luego a < 3. De nuevo 2 se ramifica y 3 se
conserva primo, luego no hay ideales de norma 3. Tenemos sélo dos ideales y
asi h < 2. Como la factorizacion no es tnica h = 2.

M4s interesante es el caso d = —19. Tenemos que a? < 19/3, luego a < 2,
es decir, todo ideal es similar a uno de norma menor o igual que 2, pero 2
se conserva primo en Q(\/—19), luego no hay ideales de norma 2. Asi pues
todo ideal es similar a 1, o sea Q(\/719) tiene factorizacién tdnica y por otro
lado sabemos que no es euclideo. Es el primer ejemplo que tenemos de DIP no
euclideo.
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13.3 Calculo del numero de clases

Ahora veremos que refinando los argumentos de la seccién anterior podemos
determinar el niimero de clases de cualquier cuerpo cuadrético. Trataremos por
separado los cuerpos imaginarios y los reales. Como siempre, los primeros son
mas sencillos.

13.3.1 Cuerpos cuadraticos imaginarios

Sea a; un ideal no divisible entre enteros distintos de £1. Sea a; = N(a;).
En la prueba del teorema 13.6 partimos de un nimero entero o semientero r;

tal que
Vv A a;
T 5 €, |7"i‘§5~
Desde aqui encontramos otro ideal ;11 = a; (no divisible entre enteros no

unitarios) determinado por

VA

Ei+1a,; =7T; — T (132)

Llamemos a;+1 = N(a;41). Como ;41 | 7 — @, conjugando a; 41 | 7+ ‘/TZ7
es decir, —r; — @ € a;41. Por lo tanto, si llamamos r;41 a la reduccién de —r;
médulo a;11 de modo que |r;+1] < (1/2)a;+1, resulta que (a;11,7;41) vuelve a
estar en las hipdtesis de 13.6.

Tomando normas en la igualdad (13.2) obtenemos que a;y1a; = r? — A/4,

por lo que en total tenemos:

2
re —A/4 , Aj41
ai+1 = za%/, Tit1 = —T4 (mod ai+1), |7‘i+1| < Z; . (133)
?

Estas férmulas nos permiten calcular los sucesivos a; y r; sin necesidad de
calcular lo ideales a;.

Si alguno de los a; toma el valor 1, entonces el ideal correspondiente a; sera
(1), luego el ideal de partida ag serd principal.

Ahora vamos a probar que el reciproco es cierto, es decir, que si el ideal
de partida es principal, se alcanza el valor a; = 1 para algin i. Maés aun,
probaremos que si la sucesién de los a; deja de ser estrictamente decreciente sin
alcanzar el valor 1, entonces nunca toma el valor 1, con lo que en un niimero
finito de pasos sabremos siempre si el ideal de partida es o no principal.

En efecto, supongamos que ag es principal. Sea i el menor natural tal que
ai+1 > a;. Segtn la prueba del teorema 13.6, esto implica que a? < |A]/3.

Sea a; = (u+ vV/d), donde u, v son enteros o semienteros. Tenemos, pues,
que

(u? —v%d)? < @ﬂ
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En el caso d #Z 1 (néd 4) tenemos que u y v son enteros y

4|d
(u? —v2d)? < %
En el caso d =1 (méd 4) multiplicamos y dividimos entre 16 y queda
1 2 |d]
(207 - (20%0)° < .
Si v # 0 tenemos en el primer caso d? < 4[d|/3, luego |d| < 4/3,d = -1y
entonces a? < 4/3, luego a; = 1 y por lo tanto a; = 1.
En el segundo caso queda d? < 16|d|/3, luego |d| < 16/3 y, puesto que d = 1
(méd 4), la tnica posibilidad es d = —3, luego a? < 1y asi a; = 1, como antes.
Por otra parte, si v = 0 nos queda a; = (u), luego u ha de ser entero y, como
a; no es divisible entre enteros no unitarios, a; = 1.

Hemos probado que si ag es principal entonces la sucesién de los a; decrece
hasta llegar a 1, luego si deja de decrecer antes de llegar a 1 es que el ideal de
partida no es principal.

Si nos fijamos todavia mas en el proceso podemos obtener un generador del
ideal de partida cuando es principal: Supongamos que tenemos un generador

de a;41 = (u). De (13.2) deducimos que (u) (T‘Z‘ - @) = 0110410 = Q1104
y por lo tanto
Ty — \/Z/Q
a=uv——m"—].
Qi1

Como un generador del dltimo ideal es 1, resulta que un generador del ideal
de partida ag viene dado por

(0 V81)- (11 VP

ai---a;

u =

, (13.4)
donde 7 es el menor indice que cumple a; = 1.

Ejemplos El primer caso que no podiamos abordar directamente con el teo-
rema 13.6 es d = —14. El teorema nos da que todo ideal de Z[\/—léﬂ es similar
a uno de norma menor o igual que 4.

Los primos menores que 4 son 2 = [2,0]> y 3 = [3,1][3,—1]. Todo ideal
de norma menor que cuatro es producto de éstos, luego tenemos las siguientes
posibilidades:

(1)7 [27 0]7 [37 1]7 [37 _1]'

Faltarfa [2,0]%, pero es principal, luego similar a (1). Esto nos da que el
numero de clases es h < 4.

En primer lugar, el algoritmo que hemos obtenido nos da que ninguno de
los tres ideales distintos de (1) es principal. En efecto, para [2,0] tenemos que
ap = 2y 19 = 0. Entonces a; = (02 + 14)/2 = 7, y como es mayor que ao,
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resulta que [2,0] no es principal. Para [3,1] y [3, —1] obtenemos a; = 5, luego
tampoco son principales. El ideal [2,0]? = (2) es principal. Veamos qué ocurre
con [3,1]2.

En este caso ag = 9 y hemos de hallar rg. Sabemos que [3,1] | 1 — v/—14,
por lo que [3,1]? | (1 — \/714)2 = —13 — 2y/—14 y el inverso de 2 médulo 9 es
—4, luego tenemos [3,1]% | 52 — y/—14. Al reducir 52 médulo 9 llegamos a que
V=14 = -2 (méd [3,1]?).

Asi pues, rg = —2. El algoritmo nos da: (9,
es principal. Ademds hemos obtenido que [3,1]? es similar a un ideal de norma
2, y el tnico posible es [2,0], luego [3,1]% ~ [2,0].

Como el orden de [2,0] en el grupo de las clases es 2, concluimos que el
orden de [3,1] ha de ser 4, luego el grupo tiene orden h = 4. Ademds tenemos
su estructura, se trata de un grupo ciclico generado por [3,1], y sus elementos
son

_2)7 (27 0)7 (77 *)7 luego [3a 1}2 no

1), 3,1, [3,12~[2,0, [3,1]*=~[3,~1].

Veamos ahora un ejemplo mas sofisticado. Consideremos el anillo Z [\/ —74] .
Por el teorema 13.6 todo ideal es similar a uno de norma < 9. Los primos
menores que 9 son:

2=1[2,07% 3=[3,1]3,~1], 5=[51]5,—1], 7.

Como 7 se conserva tiene norma 14, luego lo eliminamos. Los ideales con
norma menor o igual que 9 son:

(1)’ [270}, [371]a [33*1]3 [5a1]a [5371]3 27

[2,0][3,1], [2,0][3,—1], [3,1]%, [3,-1]%), 3.

Si eliminamos los principales no triviales nos quedan 10. Por lo tanto h < 10.
El ideal [2, 0] no es principal, pues el algoritmo nos da (2, 0), (37, ). Por lo tanto
tiene orden 2 en el grupo de las clases.

Para el ideal [3, 1] tenemos (3,1), (25, %), luego tampoco es principal.

Consideramos [3,1]2, para el que ag = 9. Para calcular ry partimos de que
[3,1] | 1—=/=74 , luego [3,1]* | (1— \/—74)2 = —73—24/—74, y en consecuencia
2y/=74 =1 (mdd [3,1]?). El inverso de 2 médulo 9 es —4, luego tenemos que
V=T4 = —4 (méd [3,1)?), o sea, 79 = —4. El algoritmo nos da: (9, —4), (10, *),
luego [3,1]? no es principal.

Calculamos [3,1]%. En este caso ag = 27. Ademas

(1—-v=74)" = =5+ 17V/=74 (méd 27).

El inverso de 17 médulo 27 es 1717 (17 = ¢(27) — 1), que reducido es
8, luego ro se obtiene reduciendo a 40 (méd 27), es decir, 7o = 13. Asi:
(27,13), (9, —4), (10, %). Esto nos dice que [3,1]® es similar a un ideal no prin-
cipal de norma 9. Los tnicos candidatos son [3,1]? y [3,—1]?, pero [3,1]? es
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imposible: si [3,1]® &~ [3,1]?, entonces [3,1] ~ (1). Asf pues [3,1]3 =~ [3,—-1]? y
el orden de [3, 1] es al menos 4, pero [3,1]* ~ [3, —1]?[3,1] = (3)[3, —1] =~ [3, —1],
que tampoco es principal (o lo serfa [3, —1]%).

Finalmente, [3,1]° ~ [3,—1][3,1] = (3) ~ (1), lo que nos permite concluir
que el orden de [3,1] en el grupo de las clases es exactamente 5. Por el teorema
de Lagrange, 5 | h < 10, luego las tnicas posibilidades para h son 5y 10. Como
[2,0] tiene orden 2, ha de ser h = 10, luego los 10 ideales de nuestra lista son
no similares dos a dos. Como [3, 1] tiene orden 5 y [2, 0] tiene orden 2, la teoria
de grupos nos da que [3,1][2, 0] es un generador del grupo. =

Ejercicio: Identificar en la lista las diez potencias del ideal [3,1][2, 0].

Una aplicacién distinta es encontrar generadores de ideales principales, Por
ejemplo, el primo 541 se escinde en Z[i], pues una raiz cuadrada de —1 mddulo
541 es 52, (puede hallarse a partir de que 2 es una rafz primitiva de la uni-
dad médulo 541, luego [—1] = [2°4°/2] y una rafz cuadrada es [2°40/4] = [52]).
As{ tenemos el primo [541,52], que ha de ser un ideal principal. Calculamos
(541,52), (5, —2), (1, *), luego, de acuerdo con (13.4), un generador es

(52 —i)(—2 —1)

51 = —21 — 10s.

Por lo tanto 541 = (—21 — 10¢)(—21 + 10¢) = (21 + 10¢)(21 — 104). De este
modo hemos obtenido la representacién de 541 = 212 4+ 102 como suma de dos
cuadrados. m

En el capitulo anterior usamos la factorizacién tunica de Q(\/7163 ) Ahora
es facil justificarla: hay que considerar ideales de norma < 7 y los primos 2, 3,
5 y 7 se conservan, luego todos los ideales a considerar son principales.

Ejercicio: Probar que para los valores d = —43 y —67 el ntimero de clases es h = 1.

Veamos ahora un ejemplo con d = 1 (méd 4). Tomemos d = —47. Hay que
considerar ideales con normas < 3. Tenemos 2 = [2,0][2,1] y 3 = [3,0][3, 1]. Los
ideales posibles son (1), [2,0], [2,1], [3,0], [3,1].

Para [2,0] tenemos que *4=% = 0 (méd [2,0]), luego cambiando el signo
ro = —1/2. El algoritmo nos da (2,—1/2), (6, *), y [2,0] no es principal.

2
Consideramos ahora [2,0]2. Se cumple que (Hi {47) = 0 (mdd [2,0]?),

es decir, 23% VAT = 0 (méd [2,0]?), luego, reduciendo 23/2 médulo 4, queda
ro = —1/2. El algoritmo da (4, —1/2),(3,1/2), (4, %), luego no es principal y es
similar a un ideal de norma 3 con r = 1/2. Veamos cudl de los dos es.

Para [3,0] tenemos que *=%=*" =0 (méd [3,0]) y r = 1/2.

Para [3,1] tenemos que % VAT — 0 (méd [3,1]) y r = —1/2.

Por lo tanto [2,0]? ~ [3,—1] y de aqui [2,0]® ~ [3, —1][2,0].
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Tabla 13.1: Ntumero de clases de cuerpos cuadraticos imaginarios

(Los nimeros en negrita son los que cumplen d = 1 (méd 4).)

d h d h d h d h
-1 1] -26 6| —-53 6| —78 4
-2 1] -29 6|-55 4|-79 5
-3 1| -30 4| =57 4| =82 4
-5 2|-31 3| -58 2| -83 3
-6 2| -33 4,-59 3| -8 4
-7 1| -34 4| -61 6| —=86 10
-10 2|-35 2| —62 8|-87 6
-11 1| =37 2| —65 8| =89 12
-13 2| -38 6| —-66 8|-91 2
—14 4| -39 4| -67 1| -93 4
-15 2| —-41 8| —-69 8| —-94 8
—17 4| —42 4| =70 4| -95 8
-19 1|-43 1|, -71 7| -97 4
-21 4| —-46 4| =73 4
—22 2| —-47 4| -74 10
-23 3|-51 2| =77 8

Tenemos que “+4=1T = 0 (méd [3,0]) y 54 0 (mdéd [2,0]), luego

también v =47 V2_47 = 0 (mdd [3,0][2,0]). Asi pues, 1o = —1/2, con lo que la
sucesién del algoritmo es (6, —1/2),(2,1/2), de donde [2,0]° ~ [2,1] y

[2,0]* ~ [2,1]]2,0] =~ (1).

En conclusidn, la clase del ideal [2, 0] tiene orden 4 en el grupo de las clases, con
lo que tenemos que 4 | h < 5, luego h = 4 y los representantes de las clases son

(1), 2,0}, [3,0], [2,1].
El ideal sobrante, [3, 1], es similar a [3,0]. En efecto, de [3,0] ~ [2,0]? obtenemos
conjugando que [3,1] ~ [2,1]% = [2,0]° ~ [2,0]? ~ [3,0]. n

La tabla 13.1 recoge los nimeros de clases h de todos los cuerpos cuadra-
ticos con —100 < d < —1. El lector puede comprobar los valores que desee.
Obsérvese que el comportamiento de h es extremadamente irregular.

13.3.2 Cuerpos cuadraticos reales

El caso real presenta algunas dificultades adicionales. Partimos de un ideal a
no divisible entre enteros no unitarios. Aplicando el algoritmo que hemos visto
para el caso d < 0 llegamos a un ideal a;1; en las mismas condiciones con la
propiedad de que a?,; = N(a;41)? < A/3.



13.3. Cdlculo del numero de clases 235

A partir de este momento cambiaremos el criterio para elegir  médulo a.
Tomaremos r;41 de manera que r;11 = —r; (m6d a;41) y 741 sea el maximo
que cumple 72 +1 < A/4. En definitiva, continuaremos la sucesion de ideales de
acuerdo con las férmulas:

A
Ei+1ai =17T; — g (135)

AJ4—r? ) 9 .
Qip1 = ———",  Tit1 =T (méd a;41), ri, <A/4 (méximo). (13.6)
i
(Notemos que la primera ecuacién de (13.6) procede de tomar normas en
(13.5), y en el segundo miembro hay que poner un valor absoluto o, equivalen-
temente, hay que garantizar que sea positivo. Esa es la razén del cambio de

orden respecto a (13.3).)

Hemos de probar que siempre es posible encontrar un ;41 en las condiciones
de (13.6).

La primera vez es posible porque tenemos a? 1 < A/3 (obtenido por el crite-
rio anterior) y existe un entero o semientero r que cumple r = —r; (méd a;41) y
|| < a;+1/2 (el que eligiriamos con el criterio anterior). Este r cumple también
r? < a12+1/4 < A/12 < A/4. Sélo hay que cambiarlo por el maximo posible y
ya tenemos r;1.

Sin embargo, a partir de aquf a;1 ya no cumple necesariamente a? 1 < A/3,
luego no tenemos asegurado que podamos encontrar r;.1 en las condiciones
requeridas. Vamos a probarlo.

Por la maximalidad de r; tenemos que (r; + a;)?> > A/4 (la igualdad no
puede darse porque d es libre de cuadrados). De aqui

2
r2 — AJ4d+2ra;+a? >0, a; (ﬂ

a;

+ 2r; —|—ai> >0, —aj41+2r;+a; >0

y multiplicando por —a;41 queda
afﬂ — 2riai+1 — Q1 < 0, afﬂ — 2riai+1 + 7"142 — A/4 <0,

luego (ait1 —1i)? < A/4.
Asi pues, cambiando a;+1 — r; por el maximo posible médulo a;y1, encon-
tramos un 7;+1 que cumple (13.6).

Mas ain, hemos visto que a;+1 —r; < riq1, luego —r; < 11 — a1 < g1
Puesto que tanto 77, ; < A/4 como r? < A/4, esto implica (ri41—ai41)? < A/4,
mientras que por definicién de r;;1 tenemos (r;y1 + a;y1)? > A/4, es decir,
(rig1 — aigy1)? < (rig1 +aig1)?

Desarrollando los cuadrados queda —r;4+1 < 741, luego r;4+1 > 0, es decir,
a partir del momento en que usamos el nuevo criterio, los r; serdn siempre
positivos.

Ahora notamos que a;11 < a;a;41 = AJ/4 — 12 < A/4, luego los ideales a;
recorren un conjunto finito de ideales posibles. Necesariamente la sucesién ha
de entrar en un ciclo.
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Para garantizar que este algoritmo nos permite decidir siempre si el ideal de
partida es principal basta probar que si es asi entonces el ideal 1 aparece en el
ciclo. Podemos suponer que ag es el comienzo del ciclo, de modo que para un k
(minimo) se cumple ag = ay.

Supongamos que ag = (xo + yovd ), donde los coeficientes son enteros o
semienteros. Por construccién, aga; = (ro + VA /2), luego al multiplicar queda

(zo + yo\/a) (ro + \/Z/Q) = apdy,
y de este modo a; = (x1 + y1v/d), donde

T0+\/Z/2.

21 +y1Vd = (SCoero\/E) p

Repitiendo k veces llegamos a que a; = (xk + yk\/a), donde

) (ro+VA/2) -+ (ri—1 + VA/2)

k-1

)

ap + ypVd = (zo + yoVd
0

y como (xo + yox/a) = (mk + yk\/a), se ha de cumplir que el ntimero

_ 0+ VA2 (i1 +VA)2) (13.7)

es una unidad.
En general se cumple que

@rak = (Tjrnk +YjennVd),  donde  zjppr +yjpnnVd = (25 +y;Vd)e".

Definamos z; + yj\/a = e_”(xj+nk + yj+nk\/a) para 7 < 0, donde n es
un entero suficientemente grande para que j + nk sea positivo. Sea igualmente
a; = (xj + yj\/a), de modo que a4, = a; para todo n y todo j (observemos
que los ideales a; con j < 0 no son necesariamente los ideales obtenidos mediante
el algoritmo antes de llegar al ciclo que comienza con agp).

Sea € = u + vV/d. Teniendo en cuenta la expresién de € y que todos los r;
son positivos, es claro que u, v > 0. En particular € # +1. Sea €"” = u, +vn\/8.
Los enteros (o semienteros) u,, y v, satisfacen las relaciones:

Upt1 = uv, + dov, (13.8)

Unt1 = VlUp + Uty (13.9)

Estas ecuaciones muestran que u,, v, > 0, asi como que ambos se hacen
arbitrariamente grandes cuando n crece. (El caso menos obvio se da si u y v

son semienteros. Entonces d > 4 y (13.8) implica up41 > 2vy,, a su vez (13.9)
implica v,11 > up/2 y entonces v,qo > Unt1/2 > Uy.)

Tenemos que Tnk + YnkVd = (xo + yox/ﬁ)e”, luego

Tk = UnZo + dvpyo, Ynk = UnTo + UpYo.
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Supongamos que g e yo son no nulos y tienen signos opuestos. Para saber el
signo de x,, restamos los cuadrados de los dos sumandos (y tenemos en cuenta
que N(e") = £1).

up g — d*vpyy = (1 + dvg)ag — d*opyg = a5 + dvy (25 — dyg)-

Para valores de n lo suficientemente grandes como para que dv2(z3 — dy3)
supere en médulo a +22 (lo cual siempre acaba ocurriendo porque v,, se hace
cada vez mayor) el signo de esta expresién es el de 3 — dy2, luego el signo de
Tk serd el de zg o el de yo segtin si 22 — dy2 es mayor o menor que 0.

El calculo analogo para y,i es el siguiente:

20 — upyy = vpa — (E1 + dvp)yg = yg + vp (g — dyg).

Un,

De aqui deducimos que para valores grandes de n el signo de ¥, es también
el de zg o el de yo segtin si 3 — dy3 es mayor o menor que 0. En resumen, que
si xp e yo son no nulos y tienen signos opuestos, para valores grandes de n se
cumple que T,k € Y,k tienen el mismo signo.

Supongamos ahora que g e yp son no nulos y tienen el mismo signo. Lo que
hemos probado antes es que si el signo es distinto, entonces los coeficientes de
(xo + yO\/E)e” tienen el mismo signo si n es suficientemente grande, luego en
nuestro caso los coeficientes de (xo — yox/a)e” tienen el mismo signo cuando n
es grande.

Por definicién, "% + y="k\/d = (.’L‘o + yox/a)e_". Conjugamos teniendo
en cuenta que N(e) = €€ = £1 (luego ¢! = +€) y obtenemos _,; — y_nxVd =
j:(xo — yox/a)e". Asi pues, resulta que T_,r v —y_nk tienen el mismo signo
cuando n es grande, con lo que x_,j € y_,) tienen signos opuestos.

Con todo esto hemos probado que o bien hay un indice j para el que z;y; =0
o bien z;y; toma signos distintos en distintos j’s. En este dltimo caso ha de
haber un entero j tal que z;y; < 0y ;11y;41 > 0. Vamos a demostrar que
esto es imposible.

Tenemos que 2,41 + yj4+1vVd = (v; +y;Vd) (r; + vd)/a;, y por otra parte

aj; = ‘(xj + yj\/a)(xj — ij/a) ‘ Por lo tanto
(xj+1 + yj+1\/3) (CE]' - y]\/g) = :I:(rj + \/E)
Igualando los coeficientes obtenemos las ecuaciones siguientes:

Tj1x; —dyjp1y; = =Ery, (13.10)
TiYj+1 — Tiay; = £l (13.11)

Si suponemos z;y; < 0y j41¥+1 > 0 se convierten en

|z 12| + dlyjyil = 5,
|yl + |zjay;l = 1
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Obviamente la segunda ecuacion es imposible si las variables son enteros no
nulos. Si son semienteros multiplicamos las ecuaciones por 4 y queda

12z 41] [22;] + d2y; 1] [2y;] = 4ry,
122;] 12y;+1] + 12z41] [2y;] = 4.

Si, por ejemplo z; es semientero (luego y; también), entonces |2z;|, |2y,
son congruentes con =1 médulo 4. Multiplicamos la primera ecuacién por |2x;|,
tomamos congruencias médulo 4, usamos la segunda ecuacién (también como
congruencia) y nos queda que £4r; = |2z;]%2z;11| — [2y;]?|22j41] = 0 (méd 4),
luego 7; es entero, pero esto es una contradiccién, pues ha de ser semientero.

En consecuencia existe un entero j para el que x;y; = 0, pero no puede

ser ; = 0 ya que (13.10) nos da entonces dy;;+1y; = +r;, lo que contradice la
condicién |rj|? < A/4 (notemos que en cualquier caso y; es entero).

Por lo tanto y; = 0, y como a; = (z;) no es divisible entre enteros no
unitarios, ha de ser x; = £1 y, cualquiera que sea j, el ideal a; = 1 es igual a
uno del ciclo 0, ..., k, como queriamos probar.

Notemos que la férmula (13.4) para calcular el generador de un ideal prin-
cipal sigue siendo vélida en este caso.

Ejemplo Vamos a calcular el nimero de clases para d = 79. Todo ideal es
similar a uno de norma menor o igual que 10. Los primos se comportan como
sigue:

2=1[2,1?, 3=[3,1][3,-1], 5=[52][5,—2], 7=[7,3][7,-3]
Los ideales posibles son
(1), [2,1], [3,1], [37_1]7 [572]» [57_2]7 [77 3]7 [77 _3]7

2,1][3,1], [2,1][3,-1], [2,1][5,2], [2,1][5,-2], [3,1)%, [3,—1]%

Partiendo de [2, 1], tenemos que ag = 2 y rg es el mayor niimero congruente
con 1 médulo 2 cuyo cuadrado no supera a 79, o sea, ro = 7. Aplicamos el
algoritmo: (2,7), (15,8), (1, *), luego resulta que [2, 1] es principal (notemos que
la sucesién de las normas ya no es decreciente).

Ahora consideramos el ideal [3,1]. Para éste ag = 3 y 7 es el mayor niimero
congruente con 1 médulo 3 cuyo cuadrado no supera a 79, o sea, 1o = 7. Ahora
tenemos (3,7), (10, 3),(7,4),(9,5),(6,7), (5,8), (3, 7).

Como entramos en un ciclo, el ideal [3,1] no es principal. Ademds vemos
que [3, 1] es similar a ideales de norma 10, 7, 9, 6 y 5, que tienen que ser algunos
de los que figuran en nuestra lista. No importa cudles sean de hecho, pues
como son pares de conjugados, el que no es similar a [3,1] lo es a [3, —1], luego
es redundante en cualquier caso. Con esto nuestros candidatos se reducen a
(1),[3,1],[3,—1].

Sabemos que [3, 1] es similar a un ideal de norma 9, que ha de ser [3,1]? o
bien [3, —1]2, pero si fuera [3,1]? = [3,1], entonces [3,1] ~ (1), luego podemos
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concluir que [3,1] ~ [3,—1]?, y por consiguiente [3,—1]? no es principal (ni
[3, —1], por ser el conjugado de [3,1]). Esto nos dice que la clase del ideal
[3,—1] tiene orden 3 en el grupo de clases, luego los tres ideales (1), [3,1] y
[3,—1] no son similares entre si, y el nimero de clases es h = 3. L]

No damos mas ejemplos porque las diferencias con el caso d < 0 son minimas
en la préactica. Veamos ahora que el algoritmo que hemos dado nos permite
también determinar las unidades de los anillos de enteros cuadraticos reales.

Apliquemos el algoritmo al ideal ap = (1) (en ningin momento hemos ex-
cluido este caso). Como es principal, al cabo de k pasos volveremos a obte-
ner el (1), pero, siguiendo la notacién anterior, el generador al que llegaremos
oy + yrpV/d no serd 1 sino la unidad e dada por (13.7).

Sabemos que € = u 4+ vVd # +1 y que u,v > 0. De aqui se sigue que las
potencias de € son todas distintas. Vamos a probar que las unidades de Q(\/a )
son exactamente 4", donde n recorre los nimeros enteros.

En efecto, sea xy + yox/a una unidad cualquiera. Al partir del ideal ag =
(J;o + yox/a) se ha de alcanzar a; = (1) para algin j. Como ag = 1, el valor de
ro es simplemente el mayor entero cuyo cuadrado no supera a d (la congruencia
médulo 1 no es una restriccién), luego el algoritmo a partir de (ag, ) continia
exactamente igual a como empieza cuando partiamos de ag = (1), luego el ciclo
de a;’s y r;’s que se produce al partir de ap = (1) es el mismo que el producido
con ag = (xo + yo\/a), luego el valor de € que da la férmula (13.7) es el mismo
en ambos casos.

Ademds hemos probado no sélo que a; = (1), sino que para un cierto entero
n se tiene ademds 1k + yan\/a = £1. Por otra parte ;. ni + ijrnk\/a =
€" (azo +yovd ), luego resulta que zo+yovd = +e~™, como querfamos demostrar.

En particular hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 13.8 Sea d un nimero natural libre de cuadrados d # 1. Entonces
existe una unidad € de @(\/E) tal que los elementos +€™ paran € Z son distintos
dos a dos y constituyen todas las unidades de Q(\/ﬁ) Dicha unidad se llama
unidad fundamental.

Ejemplos Calculemos la unidad fundamental de Q(\/ﬁ ) Hemos de partir del
ideal (1), luego ag = 1 y 7 es el mayor entero cuyo cuadrado no supera a 2, o
sea, ro = 1.

El algoritmo es (1,1), (1,%), luego € = (1++v/2)/1 es la unidad fundamental.
Las demés unidades son las de la forma i(l + \/i)n

Para Q(\/g) queda (1,1),(2,1), (1, *), luego

YRR TR

Para Q(\/é) resulta (1,2),(2,2), (1, %), luego

e g
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Tabla 13.2: Ntumero de clases de cuerpos cuadraticos reales

Se indica también la unidad fundamental € y su norma. Los nimeros en negrita
son los que cumplen d = 1 (méd 4). El ntimero « es el definido en (13.1).

d h € N(e) d h € N(e)

2 1 1+« -1 53 1 34+« —1

3 1 2+« +1| 55 2 89 + 12« +1

5 1 o —1| 57 1 131 + 40« +1

6 1 5+ 2a +1| 58 2 99 + 13« -1

7 1 8+ 3a +1] 59 1 530 + 69« +1
10 2 3+« -1 61 1 17 4 5« —1
11 1 10 + 3« +1 62 1 63 + 8« +1
13 1 14+« -1 65 2 7+ 2« -1
14 1 15+ 4« +1| 66 2 65 + 8« +1
15 2 4+« +1 67 1 48.842 + 5.967« +1
17 1 34 2a -1 69 1 11 + 3« +1
19 1 170 + 39« +1 70 2 251 + 30« +1
21 1 24« +1] 71 1 3.480 4 413« +1
22 1 197 + 42« +1 73 1 943 + 250« -1
23 1 24 4 Ha +1 74 2 43 + ba -1
26 2 5+« -1 771 14+« +1
29 1 24+« -1 78 2 53 + 6 +1
30 2 11 4 2« +1] 79 3 80 + 9« +1
31 1 1.520 4 233« +1 82 4 9+« -1
33 1 19 4 8« +1] 83 1 82 4+ 9« +1
34 2 35 + 6« +1 85 2 414+« -1
35 2 6+« +1 86 1 10.405 + 1.122«x +1
37 1 54 2a -1 87 2 28 + 3« +1
38 1 37 + 6« +1| 89 1 447 + 106« -1
39 2 25 + 4« +1] 91 2 1.574 4+ 165« +1
41 1 27 + 10« —1 93 1 13 + 3« +1
42 2 13 + 2« +1 94 1 2.143.295+ 221.064« +1
43 1 3.482 + 531« +1 95 2 39 + 4« +1
46 1 24.335+3.588« +1| 97 1 5.035 4+ 1.138« -1
47 1 48 4+ Ta +1(101 1 94 2« -1
51 2 50 4+ Ta +1

Para Q(V/5) es rg = 1/2 y asf (1,1/2), (1, ¥). Por lo tanto,

-
1S
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Para Q(\/ﬁ) es o = 9/2, luego el algoritmo nos da
(1,9/2),(4,7/2),(3,5/2),(6,7/2),(2,9/2),

(2’ 7/2)7 (6’ 5/2)5 (37 7/2)> <4a 9/2>7 (17 *)
La unidad fundamental es 5.604 + 569+/97.

Una aplicacién de estos resultados es la solucién de la llamada ecuacion de
Pell. Se trata de la ecuacién dy? + 1 = 22. Fermat planteé a los matemaéticos
ingleses de su tiempo encontrar un método para hallar las soluciones enteras de
dicha ecuacién. El nombre de ‘ecuacion de Pell’ se debe a un error de Euler, que
atribuyé a Pell su solucién, cuando al parecer Pell no hizo ninguna contribucién
a este tema.

Desde nuestro punto de vista la ecuacién equivale a N (x—i—y\/a) = 1. Cuando
d es positivo, libre de cuadrados y no es congruente con 1 médulo 4 sabemos
que tiene infinitas soluciones, a saber, las unidades de Z[\/E ] de norma 1.

Sid < 0 es facil ver que las tinicas soluciones son x = +1, y = 0, luego el caso
no tiene interés. También es facil ver que d no debe ser un cuadrado perfecto,
pues si d = a? una solucién de la ecuacién de Pell da lugar a la expresién
(ay)? +1 = 22, y es facil ver que dos cuadrados perfectos no pueden diferir en
una unidad (salvo y =0, x = £1).

Sin embargo, no hay mas limitaciones. La ecuaciéon de Pell tiene infinitas
soluciones enteras siempre que d sea un nimero positivo no cuadrado perfecto.
No vamos a demostrar esto aqui, pero lo cierto es que las soluciones de la
ecuacién de Pell dy? + 1 = 22 son exactamente los coeficientes de las potencias
de la unidad € que se obtiene segin el algoritmo visto en este capitulo para el
caso d > 0, d £ 1 (mdd 4) (es decir, tomando A = 4d, aun en el caso de que
d no cumpla estas hipdtesis) si N(e) = 1, y son los coeficientes de las potencias
de €2 si por el contrario N(¢) = —1. De hecho este algoritmo (conocido como
‘método inglés’) fue ideado por Wallis en respuesta al reto de Fermat de resolver
la ecuacién de Pell y de él derivan los demaés algoritmos que hemos visto. Una
justificacién de todo esto desde nuestro punto de vista supondria estudiar los
subanillos de los anillos de enteros algebraicos, en lo cual no nos vamos a detener.

Por ejemplo, la unidad fundamental para d = 97 es 5.604 + 569v/97 , pero
tiene norma —1, y su cuadrado es 62.809.633 + 6.377.3521/97, por lo que la
menor solucién de la ecuacion de Pell para d = 97 es

97(6.377.352)% + 1 = 62.809.633.

No cabe duda de que Fermat conocia la soluciéon del problema que planted,
pues mostré como ejemplos las soluciones para los casos d = 109 y d = 149,
que son nada menos que y = 15.140.424.455.100 e y = 2.113.761.020, respec-
tivamente. En el siglo XII, el matematico hindi Bhéscara Achérya conocia la
solucién minima para d = 61, que es la mas grande para d < 100. Se trata de
y = 226.153.980.
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Tabla 13.3: Soluciones minimas de la ecuacién de Pell

d vy d y d vy d y
1 = 26 10 51 7 76 6.630
2 2 27 5 52 90 7740
31 28 24 53 9.100 78 6
4 29 1.820| 54 66 79 9
5 4 30 2 55 12 80 1
6 2 31 273 |56 2 81
7 3 32 3 57 20 82 18
8 1 33 4 58 2.574 83 9
9 = 34 6 59 69 84 6
10 6 35 1 60 4 85 30.996
1 3 36 61 226.153.980 | 86 1.122
12 2 37 12 62 8 87 3
13 180 |38 6 63 1 88 21
14 4 39 4 64 89 53.000
15 1 41 3 65 16 90 2
16 * 41 320 |66 8 91 165
17 8 42 2 67 5.967 92 120
18 4 43 531 |68 4 93 1.260
19 39 |44 30 69 936 94 221.064
20 2 45 24 70 30 95 4
21 12 |46 3.588 |71 413 9% 5
22 42 |47 7 72 2 97 6.377.352
23 5 48 1 73 267.000 98 10
24 1 49 74 430 99 1
25 o« 50 14 73 100

Ejemplo Vamos a resolver la ecuacién de Pell 18y +1 = 22 (notemos que 18
no es libre de cuadrados).
Tenemos: (1,4),(2,4),(1,*). Por lo tanto

€= (4+\/E)2(4+‘/E) =17+ 4V18.

Como N(e) = 1, la menor solucién es y = 4.

La tabla 13.3 contiene las menores soluciones de la ecuacion de Pell para los
primeros valores de d. Es evidente que los ejemplos mostrados por Fermat no
estaban elegidos al azar. El lector emprendedor puede abordar el caso d = 421.
La solucién minima tiene 33 digitos.



Capitulo XIV

La ley de reciprocidad
cuadratica

14.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos obtenido resultados muy profundos sobre la
aritmética de los cuerpos cuadraticos, el méds importante de los cuales es sin
duda el algoritmo que nos permite calcular los ntimeros de clases y las unidades
fundamentales. Para hacernos una idea de su importancia vamos a considerar
un cuerpo cuadrético K que cumpla dos condiciones:

1. Su numero de clases de h = 1, es decir, O es un DFU.
2. Si K es real entonces tiene unidades de norma negativa.

Un ejemplo es K = Q(\/l?)). Su unidad fundamental es 1 4 %ﬁ y tiene
norma —1 (notar que la existencia de unidades de norma negativa equivale a

que la unidad fundamental tenga norma negativa).

1++13
2

En general tenemos que N (:17 +y ) = 22 + 2y — 3y®. Consideremos el

problema siguiente:
;Existen nimeros enteros z e y tales que 2 + xy — 3y? = 15?

Para alguien que desconozca la teoria que hemos desarrollado se trata de un
problema muy dificil, pues el signo negativo delante del 3 hace que la minima
solucion, si existe, pueda estar formada por nimeros muy grandes, imposibles
de obtener por tanteo.

Sin embargo para nosotros es trivial: la pregunta es si existe un entero de K
de norma 15. Dicho entero factorizaria en el producto de un primo de norma 3
por uno de norma 5 (pues los primos cuadréticos han de tener norma potencia
de primo), luego en particular ha de haber un primo de norma 5, lo que significa
que 5 ha de escindirse en K (no se ramifica porque no divide al discriminante
A = 13). Ahora bien, sabemos que 5 se ramifica si y sélo si 13 es un resto

243
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cuadratico médulo 5, pero los restos cuadraticos médulo 5 son 1 y 4, luego
[13] = [3] no es uno de ellos. Asf pues, la ecuacién no tiene soluciones enteras.

Si el lector se pregunta dénde hemos usado las dos hipdtesis sobre K la
respuesta es que en ningun sitio: el argumento anterior es vélido para cualquier
cuerpo cuadratico. Las hipdtesis las necesitamos si queremos resolver casos en
los que si haya solucién:

En general, existen enteros cuadraticos de norma un primo p si y sélo si p se
escinde o se ramifica en K. Aqui si hacemos uso de las dos hipétesis: sin ellas
sélo podemos decir que existe un ideal p de norma p si y sélo si p se escinde o
se ramifica en K. Si h = 1 se cumplird ademds que p = (7), para cierto primo
7, luego podemos concluir que existe un entero cuadratico 7 tal que |N(7)| = p
si y sélo si m se escinde o se ramifica. Si K es imaginario todas las normas son
positivas, si K es real y hay unidades de norma —1, multiplicando 7 por una
de ellas si es preciso podemos exigir también que N(7) = p, con lo que tenemos
que hay un entero cuadratico m de norma p si y sélo si p se escinde o se ramifica
en K.

Por lo tanto podemos construir enteros cuadraticos de cualquier norma m
con la Uinica restriccion de que los primos que dividan a m con exponente impar
se escindan o ramifiquen en K (pues siempre existen enteros cuadréticos de
norma p?, a saber el propio p). En nuestro caso concreto tenemos:

La ecuacion x* + xy — 3y? = m tiene soluciones enteras para un m
dado si y solo si los primos que dividen a m con exponente impar
son de la forma x% + 2y — 3y>, y un primo p es de esta forma si y
s6lo si p =13 0 13 es un resto cuadrdtico mdédulo p.

Esta es una solucién completamente satisfactoria del problema, pues nos
permite saber con un numero finito de operaciones si cualquier nimero m es o
no de la forma indicada. Las operaciones consisten en determinar si 13 es o no
un resto cuadratico médulo un ntmero finito de primos.

Fijémonos en la condicién ‘13 es un resto cuadratico modulo p’. En el caso
general de un cuerpo K = Q(\/E) y p un primo impar seria ‘d es un resto
cuadratico médulo p’, y como el discriminante es A = d o A = 4d, y ciertamente
d es un resto cuadratico modulo p si y sélo si lo es 4d, podemos expresar la
condiciéon como

A es un resto cuadratico médulo p.

Esta es la condicién para que un primo impar que no divida a A se escinda
en K, y es lo que hay que comprobar para un numero finito de primos p a la
hora de decidir si un ntimero m es la norma de un entero cuadratico.

En principio, si nos dan cien primos p y determinamos si cumplen o no esta
condicién, nuestros cdlculos no nos ayudaran en nada para decidir si un nuevo
primo cumple la condicién o no, es decir, el saber si A es o no un resto cuadratico
modulo p no nos dice nada sobre si lo es médulo otro primo gq.

Pues bien, alrededor de 1.740 Euler estaba investigando un caso particular
de este problema (concretamente cudndo un primo p divide a un nimero de la
forma 22 + ny?) y descubrié algo sorprendente. Es obvio que la condicién
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A es un resto cuadratico médulo p

depende sélo del resto de A médulo p. Lo que Euler descubrié (formulado en
nuestros términos) es que dicha condicién depende sélo del resto de p mddulo
A, es decir, si dos primos impares p, ¢ cumplen p = ¢ (méd A) entonces A es
un resto cuadratico médulo p si y sélo si lo es médulo ¢ (o equivalentemente,
p se escinde en K si y sélo si ¢ se escinde en K). Esto es mucho mds que
un mero juego de palabras: en efecto, que la condicién dependa sélo del resto
de A mddulo p no nos dice nada, porque A es fijo y al cambiar p cambiamos
el resto médulo p, pero que la condicién dependa sélo del resto de p médulo
A es algo completamente distinto pues, como A es una constante de nuestro
problema, hay sélo un numero finito de restos médulo A a tener en cuenta.
Concretamente, un primo p que no divida a A ha de pertenecer a una de las
¢(|A|) clases del grupo Uja| de las unidades médulo |A[. Lo que nos dice el
descubrimiento de Euler es que si determinamos el comportamiento de d)(\AD
primos, uno en cada clase, ya no necesitamos comprobar si A es o no un resto
cuadratico médulo ningin otro primo, sino que, dado otro primo p, bastarad
calcular su resto médulo A (o sea, ver a qué clase corresponde) y ya sabremos
que el comportamiento de p sera el mismo que el del primo en dicha clase que
ya habiamos estudiado.
En nuestro ejemplo concreto tenemos que considerar el grupo

Urs = { [1, [2], [3], [4], [5], (6], [7], 8], [9], [10], [11], [12] }.

Tomamos un primo en cada clase, por ejemplo:
53, 2, 3,17, 5, 19, 7, 47, 61, 23, 37, 51.

Comprobamos si 13 es o no un resto cuadratico médulo cada uno de estos
doce primos (es resto cuadrdtico médulo los que estdn en negrita). Si el lector
se molesta en hacer los calculos se hard una idea de lo tedioso que resulta
comprobar que 13 es un resto no cuadrético médulo 37.

Admitiendo el descubrimiento de Euler, la conclusién a la que llegamos es
que un primo p se escinde en K siy sélo si p = 1,3,4,9,10,12 (méd 13), p se
conserva en K siy sélo si p = 2,5,6,7,8,11 (méd 13) y p se ramifica si y sélo
sip=13.

(En realidad nuestros razonamientos no incluyen el caso p = 2, pero veremos
que la conclusién vale igualmente).

Esta es, pues, una solucién muchisimo mds elegante desde un punto de vista
tedrico y muchisimo més satisfactoria desde un punto de vista préctico, pues
es mas facil calcular el resto de p mdédulo 13 que determinar si 13 es o no
un resto cuadratico médulo p. Pero los descubrimientos de Euler no acaban
aqui. Notemos que de las 12 clases resulta que 6 corresponden a primos que se
escinden y las otras 6 a primos que se ramifican. Esto no es casual. Mas atn, si
nos fijamos veremos que las clases {[1], [3], [4], [9], [10], [12]}, correspondientes a
primos que se escinden, forman un subgrupo de U;3. También llama la atencién
que 1 +12 =3+ 10 =4+ 9 = 13. En general, si llamamos clases de escisién a
aquellas cuyos primos se escinden, se cumple:
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1. Las clases de escisién forman un subgrupo de indice 2 en Uy

2. Si K es real la clase [n] es de escisién si y sélo si lo es [—n], si K es
imaginario [n]| es una clase de escisién si y sélo si [—n] no lo es.

Sabiendo esto, el camino por el que hemos llegado a la solucién del ejemplo
se allana mucho més. En efecto: comprobamos sin dificultad que 13 es un resto

cuadrético médulo 3 (pues [13] = [1]), por lo tanto [3] es una clase de escisidn.
Por la propiedad 2) también lo es [—3] = [10]. Por 1) también lo es [3]2 = [9] y
por 2) [-9] = [4]. Por tltimo [1] es clase de escisién por 1) y [12] lo es por 2).

Como ya tenemos 6, sabemos que son todas.

Asi pues, con esta informacién la solucién del problema no requiere mas
‘calculo’ que el cardcter cuadritico de 13 médulo 3 (el lector que se haya mo-
lestado en calcular el caracter cuadratico de los doce primos de antes apreciara
sin duda la diferencia).

Euler descubrié empiricamente estos hechos, aunque no fue capaz de de-
mostrar sino una minima parte de ellos. No obstante encontré una propiedad
sencilla de enunciar sobre restos cuadraticos a partir de la cual demostrd todos
estos resultados. Hoy se conoce como Ley de Reciprocidad Cuadratica.

Legendre demostré la ley de reciprocidad a partir de un principio apa-
rentemente més sencillo que no pudo demostrar y que nosotros hemos usado
tacitamente: que toda clase de U, contiene algin primo. En efecto, en la clase
[1] hemos encontrado el primo 53, en [4] estd el 17, etc., pero jqué garantia
tenfamos de que en todas las clases ibamos a encontrar algiin primo? Si una
clase no contuviera primos no tendria sentido decir si es o no una clase de es-
cisién. Notar que si [n] es una clase de U, sus elementos son los niimeros de la
forma mx + n, por lo que el postulado de Legendre se puede enunciar asi:

Si m y n son numeros naturales primos entre si entonces la pro-
gresion aritmética mx + n contiene un numero primo.

Cuando contaba con poco mas de veinte anos de edad, Gauss redescubrié
la ley de reciprocidad cuadratica y la demostré. También se tropezd con el
postulado de Legendre y no consiguié demostrarlo, pero pudo eludirlo a la hora
de probar la ley de reciprocidad.

Anos mas tarde, Dirichlet demostré lo que hoy se conoce como teorema de
Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas, segin el cual si (m,n) =1
la progresion aritmética mx + n contiene infinitos primos. La prueba original
de Dirichlet combinaba técnicas analiticas con la aritmética de los cuerpos ci-
clotémicos (de cualquier orden, no necesariamente primo) y escapa a nuestras
posibilidades actuales. Hoy se conoce una prueba que no requiere teoria alge-
braica de nimeros pero si una cierta dosis de teoria de funciones analiticas, algo
completamente ajeno a este libro.

Asi pues, nosotros no demostraremos el teorema de Dirichlet, pero pro-
baremos la ley de reciprocidad sin él. La prueba original de Gauss era muy
complicada, al parecer capaz de desesperar a sus alumnos méas aventajados.
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Después encontré otra prueba basada esencialmente en la aritmética de los cuer-
pos cuadraticos también muy profunda pero conceptualmente mas clara. Anos
mds tarde encontrd varias pruebas mas de caracter mas elemental. Aqui vere-
mos una prueba m&ds moderna completamente elemental. Después tendremos
que ingeniarnoslas para evitar el teorema de Dirichlet a la hora de deducir los
teoremas de Euler sobre cuerpos cuadraticos.

14.2 El simbolo de Legendre

Los resultados sobre restos cuadraticos se enuncian mas cémodamente utili-
zando una notacién debida a Legendre.

Definicién 14.1 Sea p > 0 un primo impar y n un entero. Definimos el simbolo
de Legendre (n/p) como

n 1 sin es un resto cuadratico médulo p
<—> = —1 sim es un resto no cuadratico médulo p
p 0 sip|n

Obviamente, si n =n' (mdd p) entonces (n/p) = (n'/p).

Sea p un primo impar y consideremos la aplicacion U, — U, dada por
x — 22. Obviamente es un homomorfismo de grupos cuya imagen la forman
las clases de restos cuadréticos médulo p. Su ntcleo son las clases de Z/pZ que
cumplen 2 — 1 = 0. Como Z/pZ es un cuerpo este polinomio tiene sélo dos
raices, a saber, +[1]. Ahora el teorema de isomorfia nos da que el nimero de
clases de restos cuadraticos es exactamente la mitad del total de clases, o sea,
(r-1)/2.

El paso siguiente en el estudio de los restos cuadraticos es el teorema si-
guiente:

Teorema 14.2 (Criterio de Euler) Sea p un primo impar y n € Z. Entonces

(2) =nP=V/2 (méd p).

p
DEMOSTRACION: Si p | n el teorema es evidente. Supongamos lo contrario.
Tomando clases médulo p, vemos que [n(p_l)/2]2 = [n]P~! = [1], pues [n]
es un elemento del grupo U, de orden p — 1, y acabamos de comentar que las
tnicas clases que cumplen esto son £[1], luego [n(p_l)/Q] = +[1].
Por otro lado, si n es un resto cuadratico se cumple [n] = [u]?, luego

[n(p_l)/ﬂ = [P~ =[1].
Basta probar que esto sélo ocurre cuando n es un resto cuadratico, pero esto

ocurre cuando [n] es una raiz del polinomio z®=1/2 _ 1 que a lo sumo tiene
(p — 1)/2 raices, y como de hecho las clases de los restos cuadréticos suman
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ya este nimero, concluimos que no hay mas. Por lo tanto, si n es un resto no
cuadrético [nP~1/2] ha de ser —[1]. "

Esto nos da un método para calcular simbolos de Legendre ligeramente mas
practico que calcular todos los cuadrados médulo p: se calcula n(®P—1/2 y se
reduce médulo p. Tiene que dar —1, 0 o 1 y ése es el valor de (n/p). Una
consecuencia tedrica de interés es que el simbolo de Legendre es multiplicativo:

Teorema 14.3 Sea p un primo impar y a, b enteros cualesquiera. Entonces:

5)-G)G)
p p p

DEMOSTRACION: El criterio de Euler nos da que ambos miembros son con-
gruentes, pero como valen —1, 0 o 1, de hecho son iguales. L]

Del criterio de Euler también se deduce un caso particular de la ley de
reciprocidad cuadratica:

Teorema 14.4 Sip es un primo impar,

<?1) _ (—1)e-V/2,

luego —1 es un resto cuadrdtico mddulo p si y sdlo sip =1 (méd 4).

En efecto, el criterio de Euler nos da que ambos miembros son congruentes
modulo p, pero de hecho ambos son iguales a +1, luego son iguales entre si.

iPor qué médulo 4?7 Porque —4 es el discriminante de Q(v/—1). Tene-
mos que —1 es un resto cuadratico médulo p si y sélo si A = —4 es un resto
cuadratico modulo p y, segin uno de los teoremas de Euler que hemos citado
en la introduccién, esto ha de depender sélo del resto de p médulo |A| = 4, que
es lo que ahora acabamos de probar.

Nuestra prueba de la ley de reciprocidad se basara en el siguiente teorema
de Gauss:

Teorema 14.5 (Gauss): Sea p un primo impar y a un entero primo con p.
Sean los subconjuntos de U, dados por

N={ [0 PRy oy P B )

Sea r = |[a)P N N|, donde [a]P = {[a][u] | [u] € P}. Entonces
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DEMOSTRACION: Como [a] es una unidad, la aplicacién que a [u] le asigna
[a][u] es biyectiva, luego |[a]P| = |P| = (p —1)/2.

Dados dos elementos de P, digamos [u] y [v] con 0 < u < v < (p —1)/2
no puede suceder que [a][u] = —[a][v], pues entonces [a][u] + [a][v] = 0, o sea
p | a(u + v), luego plu + v < p, lo cual es imposible.

Esto significa que [a]P = {=£[1],...,%[(p — 1)/2]}, y hay exactamente r
signos negativos. Por lo tanto, si llamamos [z] al producto de todos los ele-
mentos de P, tenemos que el producto de todos los elementos de [a]P es por
un lado [a]®=Y/2[] y por otro es (—1)"[z]. Como [z] es una unidad podemos
simplificarla y queda [a]P~1/2 = [(=1)"].

El teorema se sigue ahora del criterio de Euler. m

)
)

Este criterio no nos sera especialmente interesante en cuanto dispongamos
de la ley de reciprocidad cuadréatica, pero como ejemplo para comprenderlo
adecuadamente vamos a usarlo para determinar si 3 es un resto cuadratico
médulo 19.

Calculamos [3]P, es decir, multiplicamos [3] por los nimeros del 1 al 9:
3]P = { [3], [6], [9), [12], [15], [18], [2], [5], [§] }-
Restamos 19 a los niimeros mayores que 9 y queda:

[3]P = { [3]7 [6]7 [9]’ [_7]5 [_4]7 [_1]v [Q]a [5

= { [_1]7 [2]7 [3]a [_4}7 [5}7 [6]7 [_7]3 [8

Como hay 3 signos negativos, (3/19) = (—1)* = —1, luego 3 es un resto

no cuadratico médulo 19. Nétese que este cdlculo es mas simple que aplicar el
criterio de Euler directamente.

El —1 es un caso aparte en la ley de reciprocidad cuadratica porque es una

unidad. También es un caso aparte el 2 (y muy en el fondo el motivo es que 2 es
el grado de los cuerpos cuadriticos). El teorema anterior nos permite resolverlo:

Teorema 14.6 Sea p un primo impar. Entonces

<§> _(—1)#*-Drs,

luego 2 es un resto cuadrdtico mddulo p si y sélo si p = £1 (méd 8).

Aplicamos el teorema de Gauss. Consideramos [2]P = { [2], [4],...,[p—1] }.
Entonces r = % — s, donde s es el mayor natural tal que 2s < (p — 1)/2.
Caso 1: (p —1)/2 es par y, consecuentemente 2s = %. Calculando ob-

tenemos r = (p — 1)/4 y el valor del simbolo de Legendre es (—1)®=1/4  pero

como (p + 1)/2 es impar, este valor no se altera si lo elevamos a (p + 1)/2, y
como 2=t 2L _ p’—1

5 5 se cumple el teorema.
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CAso 2: (p—1)/2 es impar, y 2s = % —1,luegor = (p+1)/4, y como en
el caso anterior podemos elevar el resultado que nos da el teorema de Gauss al
exponente impar (p — 1)/2, de donde se sigue también el enunciado. L]

A la hora de determinar si un nimero n es o no un resto cuadréatico médulo
un primo dado p, lo mejor es usar el teorema 14.3, que nos reduce el problema
a calcular los simbolos de Legendre para los primos divisores de n y para —1
si n es negativo (de hecho, los primos que tengan exponente par pueden ser
ignorados, pues el cuadrado de un simbolo de Legendre siempre es 1).

Por lo tanto el problema se reduce a calcular simbolos de Legendre (¢/p),
donde ¢ es primo o ¢ = —1. Los casos ¢ = —1 y ¢ = 2 ya estan resueltos. La
ley de reciprocidad cuadratica cubre los casos restantes:

Teorema 14.7 (Ley de reciprocidad cuadrdtica) Sean p y q primos impares
distintos.

1. Sip o q es congruente con 1 mddulo 4, entonces

(0)-C)

2. Si ninguno de los dos primos es congruente con 1 mddulo 4, entonces

-

Equivalentemente, para cualquier par de primos impares p y q se cumple

(£))-coee

DEMOSTRACION: Es claro que si p o g es congruente con 1 médulo 4 entonces
(p—1)(g—1)/4 es un nidmero par, y en otro caso es impar (los factores (p—1)/2
y (¢ —1)/2 son impares). Por lo tanto la tltima afirmacién del enunciado es
equivalente a las dos primeras.

Por el teorema de Gauss, (p/q) = (—1)", donde r es el nimero de enteros
entre 1y (¢ —1)/2 tales que px es congruente médulo g con un entero u tal que
—(¢g—1)/2 < u <0, 0sea, pr = qy + u para cierto entero y, completamente
determinado por z.

Por lo tanto, r es también el ntimero de pares de niimeros enteros (z,y) tales
que

1/2 <2z <q/2 y —q/2 <pr—qy<O.

Entonces qy < px 4+ ¢/2 < pq/2 + q/2, luego y < p/2 4 1/2 y, al ser entero,

y <p/2.
Notar también que, como px > 0y u < 0, de px = qy +u se sigue que y > 0.
En resumen, r es el nimero de pares de nimeros enteros (z,y) que cumplen
1/2 <z < q/2, 1/2<y<p/2 (14.1)
—q/2 < px —qy < 0. (14.2)



14.2. El simbolo de Legendre 251

Anélogamente, (¢/p) = (—1)*%, donde s es el nimero de pares de enteros que
cumplen estas mismas condiciones cambiando p por q y viceversa. Este niimero
no se altera si cambiamos también x por y.

Si ademas multiplicamos las desigualdades por —1 queda:

1/2 <z < q/2, 1/2 <y <p/2 (14.3)
0 <pzx—qy<p/2. (14.4)
Lo que queremos probar es que (5) (%) = (=1)t* = (—=1)P=Dla-D/4 o

que equivale a que (p — 1)(¢ — 1)/4 — (r + s) sea un ntimero par.

Ahora bien, (p — 1)(¢ — 1)/4 es el nimero de pares de enteros (x,y) que
cumplen (14.1), luego (p — 1)(¢ — 1)/4 — (r + s) resulta ser el niimero de pares
de enteros (z,y) que cumplen (14.1) pero que no cumplen ni (14.2) ni (14.4).

Notemos que siendo p # ¢ es imposible px — qy = 0, ya que en tal caso
p |y < p/2. Por lo tanto, la negacién de (14.2) y (14.4) equivale a la negacién
de —¢/2 < px — qy < p/2. Lo que debemos probar es que el nimero de pares
de enteros (z,y) que cumplen

1/2 <z <q/2, 1/2 <y <p/2, v no —q/2 <pr—qy<p/2

es un numero par. La figura 14.1 ilustra la prueba en el caso p =11y g = 17.

y
1ix - 17y =0
5--
4_-
11x — 17y < —-17/2
3_-
24
11x — 17y > 11/2
1_

Figura 14.1: La ley de reciprocidad cuadrética

Definimos los conjuntos

A = {(zy)|1/2<z<q/2, 1/2<y<p/2, pr—qy<—q/2}
B {(z,9) |1/2<2<q/2, 1/2<y<p/2, pr—qy> p/2}.
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Claramente se trata de conjuntos disjuntos y hemos de probar que el niimero
de elementos de A U B es par. Para ello basta comprobar que A y B tienen
el mismo ntimero de elementos. La aplicaciéon ¢ : Z x Z — Z x Z dada por
¢(x,y) = ((g+1)/2—x, (p+1)/2—y) es claramente biyectiva y es facil comprobar
que cumple f[A] = B, luego el teorema estd probado. "

Antes de extraer consecuencias tedricas de la ley de reciprocidad, vamos a ver
c6mo nos permite calcular cualquier simbolo de Legendre mediante operaciones
elementales. El método consiste, dado (n/p), en reducir n médulo p, factorizarlo
en primos y descomponer segtin 14.3 en el producto de los simbolos de Legendre
de la forma (g/p), donde g recorre los primos que dividen a n con exponente
impar y el —1 si n es negativo. Después reducimos cada ¢ médulo p y volvemos
a factorizar. Cuando lleguemos a un factor (¢/p), donde ¢ ya es menor que
p, invertimos el simbolo mediante la ley de reciprocidad y seguimos asi hasta
reducir los simbolos a casos calculables directamente o, si queremos, hasta llegar
aloa—1. Enlapractica es mucho més simple de lo que parece. Veamos algunos
ejemplos:

2002 _ (62 _ (2 (3L\ _ (3L\ _ (97 _(4)_,

g7 ) \97) \97)\97) \97) \31) \31)
donde usamos que 97 = 1 (méd 8), luego (2/97) = 1, y 97 = 1 (mdd 4), luego
(31/97) = (97/31). Finalmente, 4 es un cuadrado perfecto, luego (4/31) = 1.

5)-EE- G-
14.3 El simbolo de Jacobi

Recordemos que nuestro objetivo es deducir los teoremas de Euler a partir de
la ley de reciprocidad cuadratica. Sin embargo no podemos hacerlo directamente
porque ello nos llevaria a tomar primos en las clases de los grupos U,,, y no
sabemos justificar su existencia.

De este modo, si bien en la préctica siempre es méas conveniente reducir
todos los célculos a nimeros primos mediante factorizaciones, en teoria hemos
de arreglarnoslas para trabajar con nuimeros cualesquiera. Vamos a demostrar
una ley de reciprocidad en la que los nimeros que intercambiemos no sean
primos necesariamente. El primer paso es generalizar el simbolo de Legendre:

Definiciéon 14.8 Sean m y n enteros no nulos primos entre si. Supongamos
que n es impar positivo y factoriza en la forma n = p; - - - p,-, donde los primos
son positivos y no necesariamente distintos. Definimos el simbolo de Jacobi de

y ()= () (2).

(donde los simbolos de la derecha son simbolos de Legendre).
Para n = 1 definimos (m/1) = 1.
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Claramente se tiene

mm/’ m m’ m m\ /m
(n>_(n)<n>’ (nn’)_(n)(n’)’
asf como que si m = m' (méd n), entonces (m/n) = (m’/n). Ademds el simbolo
de Jacobi coincide con el de Legendre cuando n es primo.

Es importante dejar claro que no es cierto que (m/n) = 1 si y sélo si m es
un resto cuadratico médulo n. El interés del simbolo de Jacobi es simplemente
que generaliza formalmente el simbolo de Legendre a ntimeros compuestos, pero
no sirve directamente para obtener resultados sobre restos. He aqui la ley de
reciprocidad generalizada:

Teorema 14.9 Sean m, n > 0 enteros impares con (m,n) = 1.

1. (%1) = (=1)(n=1/2,

2. (2) = (=1)"*-D/8,

n

32 (E) (ﬁ) = (—1)m-Dn-1/1,
n/ \m
DEMOSTRACION: 1) se deduce inmediatamente a partir de la definicién y de
la propiedad andloga de los simbolos de Legendre. Hay que tener en cuenta que
sin y n' son impares,

4l (n—=1n -1)=nn'-1-(n—-1)—(n' = 1),
luego el nimero (nn' —1)/2 — (n—1)/2 — (n’ — 1)/2 es par, es decir,

(71)(nn’71)/2 _ (71)(7171)/2(71)(7#71)/2'

2) se demuestra igual que 1), usando esta vez que si n y n’ son impares
16| (n* —1)(n? —1) = ((nn/)> = 1) — (n®> = 1) — (n* = 1),

luego ((nn')? —1)/8 — (n? —1)/8 — (n* — 1)/8 es par.

3) Si m = 1 es obvio. Supongamos que m es primo. Si m = 1 (mdd 4),
entonces desarrollamos (m/n) segun los factores primos de n, invertimos por la
ley de reciprocidad cuadrética, volvemos a agrupar y queda (m/n) = (n/m).

Supongamos que m = —1 (méd 4). Si n = 1 (méd 4), entonces el nimero
de factores primos de n congruentes con —1 médulo 4 ha de ser par, luego al
descomponer, invertir y agrupar aparece un ntimero par de signos negativos,
luego de nuevo (m/n) = (n/m).

Sin = —1(méd 4) el nlimero de signos negativos que aparecen es impar,
luego resulta que (m/n) = —(n/m).

Si m no es primo razonamos igual descomponiendo m y usando la parte ya
probada en lugar de la ley de reciprocidad. m
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Estos resultados nos permiten calcular simbolos de Jacobi igual que los de
Legendre.

El teorema siguiente contiene el nicleo de los teoremas de Euler: Los sim-
bolos de Jacobi dependen sélo del resto del numerador moédulo el denominador.
Ahora usaremos la ley de reciprocidad para probar que (con ciertas restricciones)
sélo dependen del resto del denominador médulo el numerador.

Teorema 14.10 Sean m y n enteros primos entre si con n impar y positivo.
Sin' es un entero impar y positivo tal que n =n' (méd 4m), entonces

()= ()
n/  \n'/’
Si se cumple m =1 (méd 4) es suficiente exigir n = n' (méd m).

DEMOSTRACION: Sea m = ¢2/m/, donde m’ es impar y ¢ = 1. Entonces

- ()G ()= () () o)
(o) () ()= Go) o) oo (G5,

Como n =n’ (méd m), se cumple (n/m’) = (n'/m’).

Como n = n/ (méd 4), también (—1)(m'=D(r=1/4 — (_1)(m'=1)(n'=1)/4,

VN /N

313 33

N— N———
| |

Si j es par, también (2/n)7 = (2/n’)7. Si j es impar, entonces (2/n)? = (2/n)
y (2/n')7 = (2/n’). Ademds m es par, luego de n = n’ (mdéd 4m) se deduce
n = n' (mdd 8), y por el teorema 14.9 (2/n) = (2/n’) (vale 1 si y sélo si n (o
n') es congruente con £1 médulo 8).

Finalmente, también por el teorema 14.9, (¢/n) = (¢/n’) (esigual a 1siy sélo
sin (o n') es congruente con 1 médulo 4). En consecuencia (m/n) = (m/n').

Sim=1(méd 4) y n =n’ (méd m) entonces j = 0.
Si e = 1 entonces directamente

Y (2 (M) (m
n) \m) \m/) \n)’
Si e = —1 entonces m’ = —1 (mdd 4), luego

) =D=1)/4 _ (_qy(n-1)/2 _ (€
(-1) (-1) (5).

y llegamos a la misma conclusion. L]
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14.4 Los teoremas de Euler

Definicién 14.11 Sea d # 1 un entero libre de cuadrados y sea A el discrimi-
nante del cuerpo Q(\/E) Definimos la aplicacion signatura

sig : Uja) — {1, -1},
mediante sig([n]) = (d/n) (donde n > 0 es impar)

Por los teoremas 11.14 y 14.10, sig([n]) no depende del impar n > 0 escogido
en la clase. Diremos que una clase A € Uja| es una clase de escisién para d si
sig(A) = +1.

Probamos finalmente los teoremas de Euler:

Teorema 14.12 Sea d # 1 un entero libre de cuadrados y A el discriminante

del cuerpo @(\/E)

1. La aplicacion sig : Ua) — {1, =1} es un epimorfismo de grupos, por lo
que el conjunto de las clases de escision forma un subgrupo de indice 2 en
Ujal, y su orden es ¢>(|A|)/2.

2. Sid > 0 entonces [n] es una clase de escision si y sélo si [—n] es una clase
de escision.

3. Si d < 0 entonces [n] es una clase de escision si y sélo si [—n] no es una
clase de escision.

4. Sip esun primo que no divide a A, entonces p se escinde en Q(\/ﬁ) Sty
sdlo si [p] es una clase de escision. En otro caso se conserva primo.

DEMOSTRACION: Es inmediato que la signatura es un homomorfismo de
grupos. Los apartados 2) y 3) se reducen a probar que sig([fl]) = signo de d.
En efecto:

Sea d = €2’u, donde u > 0 es impar y € = £1. Entonces

sig([—1]) = <4|d|d_ 1) - <4d|€_ 1) <4d2— 1)j (4|d|u— 1> .

Aplicamos a cada factor el caso correspondiente del teorema 14.9:

76 = €
4ldj—1) 7

2 J
O bien j = 0, o bien 8 | 4|d|. En culquier caso <4d|41> =1

Finalmente,

() (20 o ()
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Por lo tanto sig([—1] )= e.

Para probar que la signatura es un epimorfismo es suficiente encontrar un
entero n tal que sig([n]) = —1. Si d < 0 es consecuencia del apartado 3).

Supongamos d > 0. El caso d = 2 se sigue del teorema 14.9. Basta tomar
un entero n # £1 (méd 8).

Si d # 2 sea p un primo impar que divida a d. Sea d = pm. Podemos tomar
un entero u tal que (u/p) = —1. Por el teorema chino del resto existe un entero
n tal que n = u (méd p) y n =1 (mdd 4m) (pues al ser d libre de cuadrados se
cumple que (p,m) =1). Notar que (d,n) = 1. Entonces

o= ()= () () =G) C)=6) ()=

El resto del apartado 1) es el teorema de isomorfia.

4) Por el teorema 13.2 un primo impar p que no divide a A se escinde si y
sélo si d es un resto cuadrdtico médulo p, o sea, si y sélo si sig([p]) = (d/p) = 1.
En caso contrario p se conserva.

Falta considerar el caso p = 2. Si 21 A entonces A =d =1 (méd 4).

Para calcular sig([2]) hemos de expresar [2] = [2+ kd], donde k se escoge de
modo que 2 + kd sea impar y positivo.

Podemos exigir k = —1 (méd 4), y asi 2+ kd =1 (mdéd 4). El teorema 14.9

nos da entonces que =1, luego

=1
2+kd

= (k) - ()~ (589 - ()

Segun el teorema 14.9 concluimos que

sig([2]) =1 siysdlosi |d| ==+1 (méd 8),

y como d = 1 (méd 4) esto equivale a que d = 1 (méd 8), es decir, a que 2 se
escinda en K (segun el teorema 13.2). "

Entre los teoremas de Euler figuraban algunas propiedades més, como que
los cuadrados de Uja| son clases de escision, pero esto es consecuencia de que
la signatura es un homomorfismo. Igualmente, el producto de dos clases que no
sean de escision es una clase de escision, etc.

Ejemplo: Consideremos K = Q(\/g) Sabemos que su anillo de enteros
Z[\/g] es un dominio de factorizacién tnica (es euclideo), pero en el capitulo
anterior vimos que su unidad fundamental es ¢ = 2 + /3, y N(¢) = 1. Como
todas las deméas unidades son potencia de ésta, resulta que Z[\/g ] no tiene
unidades de norma negativa, con lo que no se cumple una de las hipdtesis que
poniamos al principio del capitulo.

Tratemos de estudiar, a pesar de ello, qué niimeros son de la forma z? — 3y?2,
es decir, qué nimeros son la norma de un entero de Z[\/§ }
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El discriminante de K es A =12y en el grupo Ui = {[1], [5], [7],[11]} son
clases de escisién [1] y [11] (directamente por el teorema 14.12).

Asi pues se ramifican 2 y 3, se escinden los primos p = £1 (méd 12) y se
conservan los primos p = +5 (mdéd 12).

Por lo tanto, una condicién necesaria para que un entero m sea de la forma
m = 22 — 3y? es que si un primo p divide a m con exponente impar entonces
p=2,3,0p= =1 (méd 12), pues en caso contrario es imposible constuir primos
cuadréticos de norma p.

El reciproco no es cierto. Tomemos p = 11. Entones p se escinde, pero eso
solo significa que existe un ideal primo de norma 11, sin embargo no hay enteros

de norma 11. Lo tinico que tenemos es N(1£2v/3) = —11 (si un primo tuviera
norma 11 serfa asociado de uno de estos dos, y el cociente seria una unidad de
norma —1).

Si prescindimos de los signos tenemos una equivalencia: para todo entero m
se cumple que +m = 22 — 3y? si y sélo si todo primo p que divida a m con
exponente impar cumple p = 2, 3, 0 p = +1 (mdd 12). Para cada m sélo un
signo es posible (los detalles quedan a cargo del lector)

No es dificil determinar cudl es el signo adecuado: Si m cumple las con-
diciones, su signo sera el mismo que el de su parte libre de cuadrados m’. Si
ademds (m’,3) = 1 entonces +m’ = 2% — 3y? implica +m’ = 1 (méd 3), luego
el signo adecudo es el que verifica también m’ = +1 (méd 3). Si 3 | m/, como
-3 = N(l + \/5), el signo para m es el opuesto que para m’/3.






Capitulo XV

La teoria de Galois

En los capitulos anteriores hemos conocido una parte de la teoria de cuer-
pos cuadraticos, no en toda su profundidad, pero si en grado suficiente como
para comprender el grado de sofisticacion a que puede llegar la teoria algebraica
de numeros. Los cuerpos cuadraticos son los mas simples de todos los cuer-
pos numéricos, por lo que no ha de extranarnos que el estudio de los cuerpos
numéricos en general requiera técnicas mas potentes que las que hasta ahora he-
mos estudiado. En realidad muchos de los conceptos que hemos manejado hasta
ahora serfan excesivos si los quisiéramos tan sélo para estudiar simplemente los
cuerpos cuadraticos. Por ejemplo, hemos usado la teoria de extensiones de
cuerpos para dar una definicién general de norma, pero es muy facil definir di-
rectamente las normas de los cuerpos cuadraticos sin tanto artificio. El interés
de la teoria de extensiones de cuerpos, de la teoria de enteros algebraicos, etc.
es que nos capacitan para afrontar el estudio de los cuerpos numeéricos arbitra-
rios. En este capitulo presentamos otra de las piedras angulares de la teoria
algebraica de ntimeros: el teorema de Galois. Sobre cuerpos cuadraticos resulta
trivial, pero sobre cuerpos mayores es una herramienta indispensable. Después
de desarrollar la teoria general mostraremos diversos contextos en los que se
aplica. No obstante, el lector debe tener presente que no estamos en condicio-
nes de estudiar mas a fondo la aritmética de los cuerpos numéricos en general,
que es lo que realmente da sentido a todo lo que vamos a ver, por lo que este
capitulo ha de entenderse como una base algebraica para estudios posteriores.
De todos modos, en el capitulo XVII veremos un ejemplo més importante y
representativo de la utilidad de la teoria de Galois.

15.1 La correspondencia de Galois

El teorema de Galois establece una biyeccién entre los cuerpos intermedios
de una extensién finita de Galois y los subgrupos de su grupo de Galois G(K/k),
lo que permite reducir muchos problemas de cuerpos a problemas sobre grupos
finitos.

Recordemos que si K /k es una extension finita de Galois el grupo G(K/k)

259
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tiene orden igual al grado de la extension. La correspondencia de Galois asigna
a cada subgrupo el cuerpo que definimos a continuacién:

Definicién 15.1 Sea K/k una extensién de cuerpos y H un subgrupo del grupo
de Galois G(K/k). Llamaremos cuerpo fijado por H al cuerpo

F(H)={a€ K | o(a) = a para todo 0 € H}.
Es muy fécil probar que ciertamente F(H) es un cuerpoy k C F(H) C K.

El teorema 8.37 afirma que una extensién algebraica K de un cuerpo k es
de Galois si y sdlo si F(G(K/k)) = k. El teorema siguiente contiene la parte
técnica del teorema de Galois y resulta ttil por si mismo en algunas ocasiones.

Teorema 15.2 (Teorema de independencia de Dedekind) Sea K un cuerpo y
01, -.,0, automorfismos distintos de K. Sicy,...,c, son elementos de K tales
que Y i, c;ioi(a) = 0 para todo a € K, entonces ¢y = -+ = ¢, = 0.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n.

Si n = 1, entonces cio1(a) = 0 para todo a € K, luego en particular
c101(1) =0, es decir, ¢ = 0.

Supongamos que n > 1 y que

Zcmi(a) =0 para todo a € K. (15.1)
i=1

Si algin ¢; es nulo entonces todos lo son por hipdtesis de induccién. Supon-
gamos que son todos no nulos. Como o1 # o,, existe un elemento b € K tal
que o1(b) # 0, (b). Obviamente b # 0.

Por hipdtesis,

Z cioi(ba) =0 para todo a € K.
i=1
Multiplicando por o,,(b~1) y restando de (15.1) queda:
Zci(l —on(b7")o(b))oi(a) =0 para todo a € K.
i=1
Como el tltimo sumando es nulo, podemos aplicar la hipétesis de induccién
y concluir que ¢;(1 — o, (b)o3(b)) =0 parai=1,...,n— 1.
En particular (1 — 0, (b71)o1(b)) = 0y 01(b) = 0,,(b), contradiccién. m

Con la ayuda de este resultado podemos probar el teorema siguiente, que
esencialmente contiene la biyectividad de la correspondencia de Galois:

Teorema 15.3 Sea K/k una extension y H un subgrupo finito de G(K/k).
Entonces
|K : F(H)| = |H|.
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DEMOSTRACION: Supongamos que |K : F(H)| = r < |H| = n. Sea
b1,...,b, una base de K como F'(H)-espacio vectorial. Sea H = {o1,...,0,}.
La aplicacién f : K™ — K" dada por

f(xl, ey xn) = (Z xiai(bl), ey inai(br))

es claramente lineal, y como n = dim N(f)+dim Im f < dim N(f)+r, concluimos
que dim N(f) > 0, luego existe una n-tupla (c1,...,c,) de elementos de K no
todos nulos de modo que Y .- | ¢;o;(b;) =0paraj=1,...,r.

Si a € K, entonces a = aiby + -+ + a,b, para ciertos aq,...,a, € F(H).
Como son fijados por los automorfismos de H se cumple que

n

Z ciai(ajbj) = aj Z Cl'Ui(bj) = 0,
=1

i=1

y sumando para todos los j obtenemos que >, ¢;0;(a) = 0 para todo a € K,
pero esto contradice al teorema anterior.

Supongamos ahora que |K : F(H)| > |H| = n. Sean by,...,b,4+1 elementos
de K linealmente independientes sobre F'(H).
Como antes podemos concluir que existen elementos (aq,...,a,+1) de K no

todos nulos de modo que

n+1
Zaiaj(bi) =0 paraj=1,...,n. (15.2)
i=1

Tomando el valor de j correspondiente al automorfismo identidad, se cumple
que Z?jll a;b; = 0, lo que significa que alguno de los a; ¢ F(H), pues los b; son
independientes.

Reordenando podemos suponer que a; # 0 parai = 1,...,7 y que los restan-
tes son nulos. También podemos escoger los a; con r minimo. Ha de ser r > 1,
porque en otro caso tendriamos bya; = 0 y entonces a; = 0, contradiccion.

Podemos multiplicar todos los a; por a; ! y asi suponer que a, = 1. Como
algiin a; ¢ F(H) y éste no es ciertamente a,, podemos tomar a; ¢ F(H).
Entonces existe un indice h tal que o (a1) # a;.

Aplicando oy, a (15.2) tenemos que Z?jll on(ai)on(o;(b;)) = 0 para todo
j=1,...,n. Como 00} recorre todo H cuando j =1,...,n, podemos escribir
S o (ai)ai(b) = 0 y restando de (15.2) llegamos a que

n+1
Z(ai — Uh(ai))oj(bi) = O7
i=1
para j=1,...,n.
Pero ahora los coeficientes son nulos para ¢ = r,...,n + 1, aunque no lo es

el primero. O sea, hemos encontrado unos valores que cumplen lo mismo que
(a1y...,an4+1) pero con mas ceros, en contra de la minimalidad de r. n
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Con esto llegamos al teorema de Galois. En el apartado 7) usamos la no-
tacion K L para el cuerpo K(L) = L(K), o sea, el minimo cuerpo que contiene
a Ky L (donde K y L son dos cuerpos contenidos en un cuerpo comun).

Teorema 15.4 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois) Sea K/k una
extension finita de Galois.

1. Eziste una biyeccion entre los cuerpos intermedios k C L C K y los
subgrupos de G(K/k). FEsta biyeccidn asigna a cada cuerpo L el grupo
G(K/L) y su inversa asigna a cada grupo H el cuerpo F(H).

2. SikCcLcCL CK, entonces G(K/L') < G(K/L) < G(K/k).
Si H< H < G(K/k), entonces k C F(H') C F(H) C K.

Sik C L C K entonces K/L es una extension normal (luego de Galois).

Sik C L CK, la extension L/k es normal (luego de Galois) si y sdlo si
G(K/L) es un subgrupo normal de G(K/k).

6. Sik CLCK yL/k es de Galois, la aplicacion r : G(K/k) — G(L/k)
dada por r(c) = o|r, es un epimorfismo de grupos cuyo nicleo es G(K/L),

luego G(L/k) =2 G(K/k)/G(K/L)
7. Si Hy, Hy < G(K/k) entonces

F(<H1,H2>) :F(Hl)ﬂF(Hg) Y F(HlﬂHg):F(Hl)F(HQ)

DEMOSTRACION: 4) Si K/k es normal, K es el cuerpo de escisién sobre k de
un cierto polinomio p(z), pero, obviamente, K también es el cuerpo de escisién
sobre L de p(x), luego K /L es normal (esto ya lo probamos en el capitulo VIII).

1) La aplicacién que a cada L le asigna G(K/L) es inyectiva, pues si te-
nemos G(K/L) = G(K/L'), entonces F(G(K/L)) = F(G(K/L")), y como las
extensiones son de Galois, L = L'.

Si H<G(K/k)y L =F(H), es obvio que H < G(K/L) y, por el teorema
anterior, |[H| = |K : L| = |G(K/L)| porque la extensién es de Galois, luego
H = G(K/L). Por lo tanto L es una antiimagen de H, luego la aplicacién es
biyectiva y su inversa es la que indica el enunciado.

2) y 3) son inmediatos.

5) Supongamos que L/k es normal. Sea o0 € G(K/L) y 7 € G(K/k). Para
cada a € L se cumple que 7-*(a) € L (por el teorema 8.25). Consecuentemente,
o(t7%a)) =77 (a) y 07(a) = 7(o(77(a)) ) = (77 (a)) = a, luego tenemos
que o7 € G(K/L) y en consecuencia G(K/L) < G(K/k).

Si G(K/L) < G(K/k), tomemos un polinomio irreducible p(x) € k[z] con
una raiz ¢ en L. Como K/k es normal p(z) se escinde en K. Basta probar que
todas las raices de p(x) en K estdn en L, y asi p(z) se escindird en L. Sea b otra
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raiz de p(z) en K. Por el teorema 8.28 existe un automorfismo 7 € G(K/k) tal
que 7(b) = a. Hemos de probar que b € F(G(K/L)) = L.

Sea 0 € G(K/L). Entonces o7 € G(K/L), luego 7(c(t7!(a)) = a, o sea,
7(o(b)) = a o, lo que es lo mismo, o(b) = b.

6) La aplicacién r estd bien definida porque si o € G(K/k), entonces el
teorema 8.25 garantiza que o[L] = L, luego r(c) € G(L/k). La aplicacién r es
suprayectiva también por el teorema 8.25, y obviamente es un epimorfismo de
grupos. El resto es inmediato.

7) Es una consecuencia inmediata de 1), 2) y 3). El grupo (Hi, Hz) es el
menor subgrupo de G(K/k) que contiene a Hy y a Ha, luego su cuerpo fijado
ha de ser el mayor cuerpo intermedio contenido en F(Hy) y en F(Hs), o sea,
ha de ser F(Hy) N F(Hy). Andlogamente se tiene la otra igualdad. "

Ejemplo El estudio de los grupos de Galois nos permite conocer todos los
cuerpos intermedios de una extensién finita de Galois. Como ilustracién vamos
a aplicarlo al cuerpo de escisién sobre Q del polinomio 23 — 2. Sabemos que es
de la forma K = Q(«, ), donde «, B y « son las raices del polinomio, as{ como
que el grado de la extension es 6, que el grupo de Galois G es isomorfo a 33 y
que por lo tanto permuta las tres raices de todos los modos posibles.

Como X3 tiene cuatro subgrupos propios, el teorema de Galois nos dice que
la extensiéon Q(«, 5)/Q tiene exactamente cuatro cuerpos intermedios. Vamos
a calcularlos.

Los subgrupos de X3 son los tres subgrupos de orden 2 generados por las
trasposiciones (3,7), (a,7) y (o, 8) y el subgrupo de orden 3 generado por el
ciclo (o, 8,7).

El cuerpo F({(8,7)) cumple que [Q(a, 8) : F(((8,7))| = [((8.2)] = 2.

luego ’F(((ﬁ,'y») : (@‘ =3 = |Q() : Q|. Como obviamente o € F({(3,7))),
tenemos la inclusién Q(a) C F({(3,7))) v, al coincidir los grados, ha de ser
Q(a) = F({(8,7))-

Igualmente, Q(8) = F({(a,7))) y Qy) = F({(a. 8)))-

Nos falta calcular F({(c, 3,7))), que ha de tener grado 2 sobre Q. Para ello
observamos que como a # 3, se cumple a/3 # 1, pero (a/3)3 = 2/2 = 1, luego
w = a/f3 es una rafz del polinomio 2® — 1 distinta de 1. Por consiguiente Q(w),
el cuerpo ciclotémico de orden 3, estd contenido en K y tiene grado 2 sobre Q,

luego ha de ser F(((a,3,7))) = Qw) = Q(v/=3). n

Definicién 15.5 Si k es un cuerpo, p(x) € k[z] es un polinomio no constante,
y K es el cuerpo de escisién de p(x) sobre k, se llama grupo de Galois de p(x)
al grupo G(K/k).

Es claro que el grupo de Galois de un polinomio no depende (salvo isomor-
fismo) del cuerpo de escisién considerado, pues dos cualesquiera son k-isomorfos,
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y un k-isomorfismo entre las extensiones induce de forma natural un isomorfismo
entre los grupos de Galois.

En el ejemplo anterior hemos visto que el grupo de Galois (sobre Q) del
polinomio z® — 2 es (isomorfo a) ¥3. Es obvio que el grupo de Galois de todo
polinomio irreducible de grado 2 es un grupo ciclico de orden 2. Existen técnicas
para determinar el grupo de Galois de un polinomio en algunos casos concretos,
pero no vamos a entrar en ello. En las secciones siguientes veremos algunos
ejemplos mas. Ahora veamos un par de resultados sencillos pero muy utiles con
los que acabaremos de perfilar la teoria de Galois:

Teorema 15.6 Sean K/k y L/k extensiones finitas de un cuerpo k (contenidas
en un mismo cuerpo) y ademds supongamos que K/k es de Galois. Entonces la
extension KL/L es también de Galois y G(KL/L) =2 G(K/KNL).

DEMOSTRACION: La extensién K/k es normal, luego K es el cuerpo de
escisién sobre k de un cierto polinomio f(z) € k[z]. Sean a1, ..., a, las raices de
f(z) en K. Entonces K = k(ay,...,ay), luego es obvio que KL = L(ay,...,ap).
Ademas aq,...,a, son las raices de f(x) € K[z] en KL, luego KL es el cuerpo
de escisién sobre K de f(z), lo que implica que la extensién K L/L es normal.
Como los a; son separables sobre k, lo son sobre L y as{ KL/L es de Galois.

Si o € G(KL/L), como K/k es normal, se cumple que o|g : K — K,y
claramente o|x € G(K/K N L).

La aplicacién ¢ : G(KL/L) — G(K/K N L) dada por ¢(o) = o|x es
ciertamente un homomorfismo de grupos y de hecho es un monomorfismo, pues
si ¢(0) = I|k, entonces, como o|;, = I|1, resulta que o = I|xp.

Consideremos el cuerpo F = F(Im ¢). Entonces KNLCECK. Sia€FE
se cumple 0|k (a) = a para todo o € G(KL/L), luego a € F(G(KL/L)) = L.

Por lo tanto E C KNL, es decir, E = KNLy asi F(Im¢) = F(G(K/KNL)),
con lo que Im¢ = G(K/K N L)y ¢ es un isomorfismo. "

Teorema 15.7 Sean K/k y L/k dos extensiones finitas de Galois de un mismo
cuerpo k (ambas contenidas en un cuerpo mayor) y tales que K N L = k. En-

tonces KL/k es finita de Galois y G(KL/k) = G(K/k) x G(L/k).

DEMOSTRACION: Si K es el cuerpo de escicién sobre k de un polinomio p(z)
y L es el cuerpo de escicién de g(x), es claro que KL es el cuerpo de escisién
de pq, luego K'L/k es una extension finita de Galois (la separabilidad es clara).
Por el teorema de Galois podemos definir ¢ : G(KL/k) — G(K/k) x G(L/k)
mediante ¢(0) = (o|k,0|L)-

Obviamente ¢ es un homomorfismo de grupos. De hecho es un monomor-
fismo porque su nicleo es claramente trivial. Para probar que ¢ es biyectiva
basta ver que ambos grupos tienen el mismo orden, pero por el teorema anterior
|G(K/k)| = |G(KL/L)|,yasi |KL : k| = |[KL: L||L: k| = |K : k| |L: k|. =
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15.2 Extensiones ciclotomicas

En esta secciéon mostraremos cémo la teoria de Galois nos da un buen control
sobre los cuerpos ciclotomicos. Mas en general, aprovechamos la ocasién para
introducir el concepto de extensién ciclotémica de un cuerpo arbitrario y de un
orden arbitrario, no necesariamente primo.

Definicién 15.8 Llamaremos extension ciclotdmica n-sima de un cuerpo k al
cuerpo de escisién sobre k del polinomio 2™ — 1.

Sicark = pyn = p“m con (m,p) = 1, entonces 2" — 1 = (2™ — 1)P", lo
que implica que el cuerpo de escisién de z™ — 1 es el mismo que el de 2™ — 1, o
en otros términos, que la extensién ciclotomica n-sima coincide con la extensiéon
ciclotémica m-sima. Por esta razéon podemos estudiar sélo el caso en el que
cark 1 n (incluyendo el caso cark = 0).

Sea K/k una extensién ciclotémica n-sima tal que cark { n. Entonces la
derivada del polinomio 2™ — 1 es nz"~! # 0, y la tnica raiz de este polinomio
es 0, que no es raiz de ™ — 1. Por lo tanto las raices de ™ — 1 en K son todas
simples (separables) y hay n de ellas. Asi pues, toda extensién ciclotémica es
finita de Galois.

Las raices del polinomio ™ — 1 en un cuerpo cualquiera se llaman raices
n-simas de la unidad. En una extensién ciclotémica n-sima (bajo las hipdtesis
indicadas) hay n raices n-simas de la unidad.

Es obvio que el producto de dos raices n-simas de la unidad vuelve a ser
una raiz n-sima, asi como que el inverso de una raiz n-sima es también una
rafz n-sima. Esto significa que el conjunto de las raices n-simas de la unidad
en un cuerpo cualquiera forman un subgrupo finito del grupo multiplicativo del
cuerpo. Por el teorema 9.12 se trata de un grupo ciclico.

Asf pues, si K/k es una extensién ciclotémica n-sima tal que cark { n, el
conjunto de las raices n-simas de la unidad es un grupo ciclico de orden n. A
los elementos de orden n (o sea, a los generadores) se les llama raices n-simas
primitivas de la unidad. Por 9.13 hay exactamente ¢(n) de ellas, donde ¢ es la
funcién de Euler. Asi, si w es una raiz n-sima primitiva de la unidad, las raices
restantes son 1, w, w?, ..., w" 1. Obviamente, K = k(w).

Llamaremos polinomio ciclotémico n-simo al polinomio
en(z) = (z —wi) - (2 —wm),

donde wy, . ..,w:, son las raices n-simas primitivas de la unidad en K. Notemos
que grad ¢, () = m = ¢(n).

Si K/k es una extensién ciclotémica n-sima, w € K es una raiz n-sima
primitiva de la unidad y P es el cuerpo primo de k, entonces c,(z) € P[z].
En efecto,la extensién P(w)/P es también ciclotémica n-sima y, por definicién,
el polinomio ¢, (x) para la extensién P(w)/P es el mismo que para K/k. Los
automorfismos de P(w) permutan las raices primitivas, luego sus extensiones
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a P(w)[z] dejan invariante a ¢, (z) (permutan sus factores), pero esto es lo
mismo que decir que dejan invariantes a sus coeficientes y, por lo tanto, estos
coeficientes estén en F(G(P(w)/P)) = P.

Con esto hemos probado que los polinomios ¢, (x) pueden obtenerse siempre
a partir de una extensién ciclotémica de un cuerpo primo P. Como dos cuerpos
de escisién de un mismo polinomio sobre P son P-isomorfos, en realidad ¢, (x)
no depende de la extensién K de P que tomemos. En resumen, que hay un
unico polinomio ¢, (x) para cada cuerpo primo, o dicho de otro modo, si K es
cualquier cuerpo en el que exista una raiz n-sima primitiva de la unidad, es
decir, una raiz n-sima de la unidad de orden n, entonces el polinomio cuyas
raices (simples) son todas las raices n-simas primitivas de la unidad en K es
¢n(z), un polinomio que no depende mas que de la caracteristica de K.

Pronto probaremos que, esencialmente, el polinomio ¢, () tampoco depende
de la caracteristica.

Observar que ¢; () = x—1y co(r) = z+1 (pues —1 es la inica raiz cuadrada
primitiva de la unidad). El teorema siguiente nos permite calcular fdcilmente
los polinomios ciclotémicos.

Teorema 15.9 Sea k un cuerpo tal que cark tn. Entonces
"t —1= Hcd(m).
d|n

DEMOSTRACION: Sea K/k una extension ciclotémica n-sima. Para cada
divisor d de n sea Ag el conjunto de las raices de la unidad de orden d. De este
modo {Ag}4, es una particién del conjunto de las raices n-simas de la unidad,
es decir, una particién del conjunto de las raices de ™ — 1, y los elementos de
cada Ag son las raices d-ésimas primitivas de la unidad en K, luego c¢4(x) tiene
por raices a los elementos de Ag. A partir de aqui el teorema es inmediato. =

Por lo tanto,

on() = " -1
T ealw)
d|n
d#n

Asi podemos calcular recurrentemente los polinomios ciclotémicos:

3
z°—1
cs(x) = x_1:x2+x+1,

% —1 9
“@) = D@ D@ iy~ Cth

La tabla 15.1 contiene los primeros polinomios ciclotémicos. El lector ob-
servara sin duda que los coeficientes no nulos de los polinomios ciclotémicos
son +1. Asi se cumple hasta llegar al polinomio ciclotémico de orden 104, en
cambio, éste es el centésimo quinto polinomio ciclotémico:
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Tabla 15.1: Polinomios ciclotémicos

c(z) = x-1
co(xr) = x+1
c3(xr) = 2?+ax+1
ca(r) = 22+1
cs(r) = at4+ ¥+ +a+1
co(r) = 22—x+1
cr(r) = aS4ad 4ttt atl
cs(r) = zt+1
co(r) = aS+a23+1
co(r) = ot -+ -a+1
cro5() = a4 atT g t0 g1 A2 9p Al A0 39 4 06 4 03

LRt B8 032y 81 (98 026 24 922 020 4 07 4 16

+ $15+$14+$13+$12—1‘9—$8—21'7—1'6—$5+JU2+$+1.

Como vemos, tiene dos coeficientes iguales a —2. Puede probarse que existen
polinomios ciclotémicos con coeficientes tan grandes en médulo como se quiera.
Lo que si se cumple siempre es que los coeficientes son enteros:

Teorema 15.10 Los polinomios ciclotomicos sobre Q tienen los coeficientes
enteros.

DEMOSTRACION: Por induccién. Para n =1 tenemos ¢ (z) =z — 1.
Supongamos que ¢,,(x) € Z[x] para todo m < n. Sea

q(z) = H cq(x).
i

Por hipétesis de induccién g(x) € Z[x] y es ménico. Por el teorema anterior
™ — 1= cp(x)g(x).

En Z[z] existen polinomios p(x) y r(x) tales que 2" — 1 = g(z)p(z) + r(x),
donde el grado de 7(z) es menor que el de ¢(z), pero esto también es cierto en
Q[z] v, por la unicidad de la divisién euclidea, ha de ser p(z) = ¢, (x) y r(x) = 0,
o sea, cp(z) € Z[z]. "

Notar que las divisiones necesarias para calcular ¢, (z) segin el teorema 15.9
se pueden hacer como si los polinomios fueran de Z[z] aunque en realidad sean
de (Z/pZ) [x], lo que significa que los polinomios ciclotémicos de caracteristica
p (cuando existen) son los mismos que los de caracteristica 0, pero considerando
a sus coeficientes en Z/pZ. En definitiva, ¢, (x) es esencialmente tnico.

Ya conocemos los polinomios ciclotémicos de orden primo p. En capitulos
anteriores hemos visto que ¢, (z) = 2?71+ - -+2+1y que es irreducible en Q[z].
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Vamos a ver que en realidad esto vale para todos los polinomios ciclotémicos
sobre Q.

Teorema 15.11 El polinomio ¢, (x) es irreducible en Q[x].

DEMOSTRACION: Por el criterio de Gauss es suficiente probar que es irre-
ducible en Z[z]. Sea f(z) un factor ménico irreducible de ¢,(x) en Z[z] (no
constante). Hemos de probar que f(x) = ¢, (). Sea w una raiz n-sima primi-
tiva de la unidad tal que f(w) = 0. Sea p un primo tal que p <ny (p,n) = 1.
Veamos que wP es raiz de f(z).

Sea ¢, (x) = f(x)g(z), con f(x), g(x) € Z[z]. Por el teorema 9.13 el orden
de wP es también n, o sea, wP es otra raiz n-sima primitiva de la unidad y, en
consecuencia, es raiz de ¢, (z). Si no fuera raiz de f(z) lo serfa de g(x), o sea,
g(wP) = 0. Entonces w es raiz del polinomio g(zP) y, como f(z) = polmin(w, Q),
se ha de cumplir f(z) | g(z?).

Sea g(zP) = f(x)h(x). Dividiendo euclideamente en Z[x] y por la unicidad
de la divisién en Q[x] podemos concluir que h(x) € Z[z].

Ahora tomamos clases médulo p en los coeficientes de los polinomios, con lo
que [g(z?)] = [f(2)] [h(z)]. Pero todo u € Z/pZ cumple u? = u (pues si u # 0
pertenece al grupo multiplicativo, de orden p — 1, luego u?~! = 1), y esto nos
permite extraer el exponente: [g(z?)] = [g(z)]”.

Todo factor irreducible de [f(z)] divide a [g(ac)]p, luego a [g(z)].

De aqui llegamos a una contradiccién, pues 2" — 1 = ¢,(x)s(x), para un
cierto polinomio en Q[z]. De nuevo por la unicidad de la divisién euclidea
de hecho s(z) € Z[z], luego luego 2™ — [1] = [f(x)] [g(z)] [s(z)], ahora bien,
sabemos que el polinomio 2™ — [1] debe escindirse en factores distintos, pero por
otro lado los polinomios [f(z)] y [g(z)] tienen factores comunes.

Con esto hemos probado que w? es rafz de f(z) para todo primo p < n con
(p,n) = 1.

Si (m,n) = 1y m < n, entonces los primos en los que se descompone m
son menores que n y primos con n, luego aplicando repetidas veces lo anterior
llegamos a que w™ es también raiz de f(x), pero por el teorema 9.13 toda raiz
primitiva es de la forma w™ con (n,m) = 1, luego f(x) tiene todas las raices de
cn(2) v, en consecuencia, f(z) = ¢, (). n

Tras estos resultados generales, pasamos a estudiar los grupos de Galois de
las extensiones ciclotomicas. En el teorema siguiente incluimos algunos hechos
bésicos que ya hemos usado y probado.

Teorema 15.12 Sea K/k una extension ciclotémica n-sima, tal que cark { n.
Entonces:

1. La extension K/k es finita de Galois.
2. Siw € K es una raiz n-sima primitiva de la unidad, K = k(w).
3. polmin(w, k) | ep(z).

4. G(K/k) es isomorfo a un subgrupo del grupo U, de las unidades de Z/nZ.
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5. El polinomio c,(x) es irreducible en k[z] si y sélo si G(K/k) 2 Uy, y en
tal caso el grado de la extension es ¢(n).

DEMOSTRACION: 1), 2) y 3) ya estédn probados. Para probar 4) fijamos una
raiz n-sima primitiva de la unidad w. Para cada o € G(K/k) es claro que o(w)
ha de ser otra raiz n-sima primitiva, que serd de la forma w™, con (m,n) = 1.
Como el orden de w es n, el namero m sélo estd determinado moédulo n, o lo
que es lo mismo, la clase [m] € U,, estd univocamente determinada por o.

Sea ¢ : G(K/k) — U, que a cada automorfismo o le asigna la clase [m] del
modo descrito. Asi, si ¢(o) = [m], entonces o(w) = w™. Es facil ver que ¢ es
un homomorfismo de grupos. Ademds si ¢(o) = [1] entonces o(w) = w, luego
o = 1. Por lo tanto ¢ es inyectivo y G(K/k) es isomorfo a un subgrupo de U,,.

5) El polinomio ¢, (x) es irreducible en k[x] si y sélo si es el polinomio minimo
de las raices primitivas (por 3), si y s6lo si |K : k| = ¢(n) (por 2), si y sélo si
|G(K/k)| = |Unl, siy sélo si G(K/k) = U, (por 4). "

En particular todas las extensiones ciclotémicas son abelianas y las de orden
primo son ciclicas (pues los grupos U, son ciclicos). El teorema siguiente es un
ejemplo sencillo de cémo la teoria de Galois transforma un problema de cuerpos
en otro mas manejable sobre grupos finitos.

Teorema 15.13 Para cada nimero natural n sea w,, una raiz n-sima primitiva
de la unidad. Sean a yb dos nimeros naturales, d = med(a, b) y m = mem(a, b).
Entonces

Q(wa)(@(wb) = Q(wm) Yy Q(wa> N Q(wb) = @(wd)'

DEMOSTRACION: Es claro que Q(wq), Q(w,) v Q(wp) estdn contenidos en
Q(wm), pues wy, w, y wp son potencias de wy,. Para i = d, a, b, m, llamemos
H; = G(Q(wn)/Q(w;)). Si identificamos G(Q(wm)/Q) = Uy, de acuerdo con
el teorema 15.12, entonces

H;y={[z] €Uy |z=1 (méd i)},
pues [x] € H; siy sélo si w¥ = w; siy sélosi z =1 (méd i).

Hemos de probar que H, N H, = H,, = 1y que H,H, = Hy. Ahora bien,
es obvio que x — 1 es multiplo de a y b si y s6lo si es miltiplo de m, lo que nos
da la primera igualdad.

A su vez esto implica que |[H, Hy| = |Hq| [Hy| (por el teorema 9.30). Teniendo
en cuenta que |H;| = |Q(wy,) : Q(wi)’ = ¢(m)/$(7), concluimos que

_ olm) olm) _ o(m) _
Heth =50 o)~ otay ~ 14!

Como H,H, < Hy, la igualdad de 6rdenes implica H,Hy, = Hg. [
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Ejercicio: Probar que w,wp es una raiz m-sima primitiva de la unidad. Deducir
directamente la primera igualdad del teorema anterior.

Ejercicio: Probar que si m es impar entonces Q(wm) = Q(wam).

Con los resultados de este libro no estamos en condiciones de profundizar
en los cuerpos ciclotéomicos arbitrarios. En su lugar vamos a usar la teoria de
Galois para comprender mejor los cuerpos ciclotémicos de orden primo.

Si p es un numero primo el grupo de las raices p-ésimas primitivas de la
unidad sobre Q tiene orden p, luego todas las raices distintas de 1 son primitivas
(no hay més érdenes posibles que 1y p). Si w es una raiz p-ésima primitiva, el
grado de la extensién Q(w)/Q es p— 1y el grupo G(Q(w)/Q) es isomorfo a U,,
que ciclico.

De acuerdo con la prueba de 15.12, cada clase [m] € U, se corresponde con
el automorfismo que envia w a w™. De este modo, si m es una raiz primitiva
de la unidad mdédulo p, es decir, si [m] es un generador de U,, entonces el
automorfismo o que cumple o(w) = w™ es un generador de G(Q(w)/Q).

Como consecuencia del teorema de Galois, la extensién Q(w)/Q tiene tantos
cuerpos intermedios como divisores tiene p— 1. Vamos a describir estos cuerpos.
En primer lugar notemos que si un automorfismo fija a un elemento, también
lo fijan sus potencias, luego el cuerpo F(<O’>) fijado por un grupo ciclico de
automorfismos coincide con el conjunto de los elementos fijados por o, por lo
que escribiremos simplemente F' (o).

Sea o un generador de G(Q(w)/Q). Para cada divisor m de p — 1, el auto-
morfismo ¢™ tiene orden (p—1)/m, luego |Q(w) : F(¢™)| = 0o(c™) = (p—1)/m
y por lo tanto |F(¢™) : Q] = m. Llamemos d = (p — 1)/m.

Antes de seguir nuestro analisis en general conviene poner un ejemplo para
imaginarnos la situacién. Tomemos p = 13, m = 3, d= 4. Vamos a obtener
el cuerpo intermedio de grado 3 sobre Q. En primer lugar necesitamos un
generador del grupo de Galois. Como 2 es una raiz primitiva médulo 13, nos
sirve el automorfismo o que cumple o(w) = w?. Nuestro cuerpo es el fijado por
o, que estd determinado por o?(w) = w8.

Un elemento cualquiera de Q(w) es de la forma:
a+bw + cw? 4+ dw? + ew? + fw’ + gwb + ho” +iw® + jwd + kw® + 1wt 4 mw'?,
donde es importante tener presente que la expresion no es tnica, sino que po-
demos sumar una misma cantidad a todos lo coeficientes sin alterar el elemento
(ver el capitulo VIII). Ahora bien, si dos elementos de esta forma tienen igual
un coeficiente, seran iguales si y sélo si tienen los mismos coeficientes.

Al aplicar ¢® a nuestro elemento obtenemos lo siguiente:

a+ bw® + cw?® 4+ dw't + ew® + fw + gw® + hw? + iw!? + jwT + kw? + lw® + mw®.

El elemento estara en F(02) siy s6lo si esta expresién coincide con la primera.
Como el término independiente es a en ambos casos, todos los coeficientes deben
coincidir. Esto ocurre siy sélosib= f=m=i,c=k=I1l=d,e=h=j =g,
es decir, si y sélo si nuestro elemento es de la forma

a4 u(w+ W’ +w® +w'?) Fow? +wd Ful® +w) Fwwt + Wb + W7+ WB).
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Llamemos

no:w+w5+w8+w12, m :w2+w3+w10+w“, n2:w4+w6+w7+w8.

Lo que hemos obtenido es que F(c3) es el espacio vectorial generado por
los elementos 1,n9,n1,n2. Claramente se da la relacién 1 4+ 1y + n1 + 12 = 0,
luego estos elementos no son linealmente independientes. De hecho sabemos
que la dimensién de F(0?) es 3, luego tres cualesquiera de ellos forman una
base. Por ejemplo 1, 19, 71. Todo elemento de F(o3) se expresa de forma tinica
como combinacién lineal de 1, 79, 71 (o de 79, 11, 12). Si lo expresamos como
combinacion lineal de los primeros, la expresion es tnica salvo que se puede
sumar una cantidad arbitraria a todos los coeficientes sin alterar el elemento.

Ahora vamos con el caso general. Podemos considerar a ¢ como una per-
mutacién de las raices w,...,wP~ . Los valores w,o(w),...,oP ?(w) son todos
distintos (en caso contrario serfa facil probar que o'(w) = w para 1 <i <p—1,
luego ¢ no tendria orden p — 1. Esto significa que, visto como permutacién, o
es un ciclo de longitud p — 1, concretamente, (w, o(w),..., Up_Q(w)).

Por lo tanto, los valores w, 0™ (w), 02" (w), ..., o@D () son también dis-
tintos (son parte de los anteriores), mientras que el siguiente es 09" (w) = w.
Esto vale para cualquier raiz primitiva w y significa que si aplicamos sucesiva-
mente ¢ sobre una raiz primitiva w, pasamos por d raices distintas, es decir,
o™ considerada como una permutacién de las raices w, ..., wP~! es un producto
de m ciclos disjuntos de longitud d. Llamemos 19,71, ...,7m—1 a las sumas de
los elementos de cada drbita.

Cuando o™ actia sobre un elemento de Q(w) expresado como combinacién
lineal de 1,w,...,wP™!, da lugar a otro elemento en el que el coeficiente de
una rafz w pasa a estar junto a la raiz ¢™(w) y, teniendo en cuenta que el
término independiente no varia, para que el elemento sea fijado es necesario que
el coeficiente de cada raiz w coincida con el de 0™ (w), v a su vez éste ha de
coincidir con el de 0?™(w), etc., lo que significa que todos los coeficientes de
una misma Orbita deben coincidir, luego pueden sacarse como factores comunes
y el elemento puede expresarse como combinacién lineal de 1,79, 71, ..., Jm—1-
(Esto se ve claramente en el ejemplo anterior). Por otro lado los elementos
1,70,M1,--,Nm—1 son fijados por ¢™, luego hemos probado que F(c™) es el
subespacio generado por 1,79,71,...,7m—1. No vale la pena repetir en general
las condiciones de la unicidad de la expresion.

Los elementos 19,1, .. .,Mm—1 se llaman periodos de longitud d, pues cada
uno es la suma de d raices primitivas. Cumplen la relaciéon 14+n9+. .. +7,-1 = 0.

Mi4s atin, si la raiz w estd en 19 y w' es otra raiz primitiva, existe un au-
tomorfismo o7 tal que o/(w) = w'. Si ¥ (w) es otra rafz de 7y, entonces
ol (o*™(w)) = o*™ (09 (w)) = oF™(w') estd en el mismo periodo que w’, es de-
cir, 07 envia todas las raices de 79 a las raices del periodo de w®, luego o7 (1)
es el periodo de w’. Con esto hemos probado que los periodos son conjugados.

También es facil ver que la imagen de un periodo por un automorfismo es
siempre un periodo.

Por lo tanto, si llamamos concretamente 7y al periodo de w, la sucesién
10,7 (10),%(100), - - ., P~ 1(no) recorre todos los periodos. Mas exactamente: la
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sucesién 19, (1), 02(1o), - - ., ™1 (no) esta formada por todos los perfodos. La

razon es que si no estan todos, alguno se repite, pero en cuanto un periodo se
repite entramos en un ciclo en el que ya no pueden aparecer nuevos periodos.

Por lo tanto numeraremos los perfodos con el orden dado por n; = (1),
donde 7 es el periodo de w.

Esta definicién es vélida para todo entero i, de modo que 1, = o™ (n9) = 1o
(pues o™ permuta los sumandos de cada periodo), 1,41 = 71, etc. En general
o'(nj) = ni+j, para enteros cualesquiera i, j.

Desde esta perspectiva general es facil hallar los periodos concretos que he-
mos obtenido en nuestro ejemplo p =13, m =3, d = 4:

Recordemos que o(w) = w? y 0?(w) = w® Para hallar 1y partimos de w

y le aplicamos repetidas veces 03: 03(w) = w®, 03(w®) = w!?, o3(W!?) = W5,
o3 (wd) = w. Asf pues, 9 = w + w® + w® + w!2. Para obtener n; simplemente
hacemos

= (1) = o(w+6® +uf +w'?) = w? +wl® 4ol = w? 4 wd w0l
Igualmente 7, = o (1) = w* + w® + W7 + W8,

Es importante que los periodos no dependen de la eleccién del generador o,
aunque en general su orden si depende de esta eleccién. Un periodo tiene por
sumandos a las raices a las que se puede llegar desde una dada mediante los
automorfismos del subgrupo de orden m, y esto no depende de o.

Ejercicio: Determinar todos los subcuerpos del cuerpo ciclotémico decimotercero.
Indicar las inclusiones entre ellos y, para cada uno, calcular los periodos que lo generan,
la tabla del producto de periodos y el subgrupo asociado en el grupo de Galois.

El conocimiento de esta estructura de las extensiones ciclotémicas es impor-
tante a la hora de trabajar con ellas. Como ejemplo vamos a ver que simplifican
considerablemente el calculo de normas.

Supongamos que queremos calcular la norma de

a=w’—wt—3w? —3w -2 parap="1.

Una raiz primitiva médulo 7 es 3, luego un generador del grupo de automor-
fismos es o(w) = w3, y asi

N(a) = ac(a)o?(a)c?®(a)o? (a)o’ (a).
El truco esta en agrupar los factores en la forma:
N(«a) = (ao2(a)a4(a)) (0(04)03(04)05(04)),

con lo que el primer factor es invariante por o2 y el segundo es la imagen por o
del primero. Calculamos los términos del primer factor:

W’ —w* —3w? — 3w —2
—3w* + w? — 3w?

o) = w®—3w'—w? —3w-—2

—w—2

e =0

Q

/‘S
Q
Il



15.3. Cuerpos finitos 273

Multiplicamos ao?(a):

0 1 -1 0 -3 -3 -2
0 0 -3 1 -3 -1 =2
0 -2 2 0 6 6 4
1 1 0 3 3 2 0
3 0 9 9 6 0 -3
0 -3 -3 -2 0 1 -1
9 9 6 0 -3 3 0
11 5 14 10 12 12 0

El producto se ordena como en una multiplicacién usual de polinomios, con
la tnica diferencia de que los términos en w” = 1 no se sitdan a la izquierda
de los términos en w®, sino bajo los términos independientes, e igualmente con
exponentes superiores.

El resultado es 11w+ 5w’ + 14w + 10w +12w? +12w, que puede simplificarse
restando 12 a todos los coeficientes, con lo que queda —w® —7w® +2w* —2w3 —12.

Ahora lo multiplicamos por o#(a):

1 0 -3 0 -1 -3 =2
-1 -7 2 =2 0 0 —12
—12 0 36 0 12 36 24

0o 2 6 4 -2 0 6
-2 -6 -4 2 0 -6 0
21 14 -7 0 21 0 7

2 -1 0o 3 0 1 3

9 9 31 9 31 31 40

El primer factor es, pues, 40 + 3119 + 911 = 31 + 221n,.

El segundo se obtiene aplicando o, luego es 40 + 3111 + 919 = 9 — 22nq.

Por lo tanto N(a) = (31 + 2210)(9 — 2210) = 279 — 4847, — 484n3.

Ahora es facil calcular ng = 1o + 211 = 1o +2(—1—19) = —2 — 1. Con esto
podemos concluir N(a) = 279 — 4841 + 484ny + 968 = 1.247.

No ha sido un célculo rapido, pero el camino directo supone hacer seis mul-
tiplicaciones en lugar de dos. En general el cédlculo de normas se simplifica
agrupando los factores en dos grupos. Si a su vez el nimero de factores en un
grupo no es primo, se pueden formar grupos dentro de los grupos y el cédlculo
se reduce mas.

15.3 Cuerpos finitos

Los cuerpos finitos aparecen en teoria de nimeros como cocientes de los
anillos de enteros de los cuerpos numéricos sobre sus ideales primos, y resultan
indispensables cuando se estudian extensiones arbitrarias de cuerpos numéricos
(donde el cuerpo base no es necesariamente Q. Fueron estudiados por primera
vez por Galois, por lo que se les llama cuerpos de Galois.
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Comencemos observando que los cuerpos finitos tienen necesariamente ca-
racteristica prima, pues todo cuerpo de caracteristica O contiene a los niimeros
racionales, luego es infinito. Ademads, si k es un cuerpo finito de caracteristica
p, es inmediato que k ha de ser una extensién finita de su cuerpo primo Z/pZ
(no puede contener una base infinita), luego si |k : Z/pZ| = n, tenemos que k es
un espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo Z/pZ, luego es isomorfo al
producto cartesiano de Z/pZ por si mismo n veces, luego en particular |k| = p™.

En resumen, si k es un cuerpo finito, cark = p, y |k : Z/pZ| = n, entonces
|k| = p™, luego no hay cuerpos finitos de todos los cardinales posibles, sino tan
sélo de cardinales que sean potencias de primo.

Sea ahora k un cuerpo finito de cardinal p™. Entonces por 9.12 el grupo
multiplicativo de k es ciclico de orden p™ — 1. Esto implica que si u es un
elemento no nulo de k, se cumple u?"~1 =1, luego u?" = u, pero esto es valido
también si u = 0. Asi pues, todo elemento de k es raiz del polinomio 2?" — z.
Vamos a probar que este hecho permite construir, a la vez que caracteriza, los
cuerpos de p™ elementos.

Definicién 15.14 Llamaremos A, a la clausura algebraica del cuerpo Z/pZ.
Llamemos cuerpo de Galois de p™ elementos al conjunto CG(p™) de las raices
en A, del polinomio P —

El teorema siguiente prueba, entre otras cosas, que CG(p™) es realmente un
cuerpo de p" elementos.

Teorema 15.15 Sea p un nidmero primo y n > 0 un ndmero natural. Entonces
1. CG(p") es el cuerpo de escicion sobre Z./pZ del polinomio zP" — x.

2. CG(p™) es, salvo isomorfismo, el dnico cuerpo de p" elementos y es el
Unico subcuerpo de A, con p" elementos.

3. A, es la unidn de todos los cuerpos CG(p™). En particular es infinito.

DEMOSTRACION: 1) Sélo hay que probar que CG(p") es realmente un
cuerpo, pero esto es inmediato, teniendo en cuenta que (u + v)P = uP + vP,
para todos los u, v € A,,.

2) Como la derivada formal de 2P —x es p"aP"~! —1 = —1, que no tiene
raices, resulta que las raices de #?" — x son todas distintas, luego CG(p™) tiene
p" elementos. Segin hemos probado, un subcuerpo de A, con p" elementos
ha de estar constituido por las raices de 2?" — x, luego ha de ser exactamente
CG(p™). Todo cuerpo de p™ elementos tiene caracteristica p, es una extensién
finita de Z/pZ, luego es isomorfo a un subcuerpo de A,, o sea, a CG(p™).

3) Siu € Ay, entonces (Z/pZ) (u) es un cuerpo finito, luego es CG(p™) para
cierto nimero natural n. En particular u € CG(p™). u

En particular CG(p) = Z/pZ. Al trabajar con cuerpos es més usual la
notacién CG(p) que Z/pZ. Investiguemos ahora los grupos de Galois.
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Definicién 15.16 Si K es un cuerpo finito se llama automorfismo de Frobenius
de K ala aplicacién o : K — K dada por o(u) = uP.

Es claro que o es un automorfismo de K (ver la prueba de 8.35).

Teorema 15.17 Sea K = CG(p") y k = CG(p). Sea o el automorfismo de
Frobenius de K. Entonces K/k es finita de Galois y G(K/k) = (o).

DEMOSTRACION: La extensién es de Galois porque los cuerpos son perfectos
y K es el cuerpo de escisién sobre K del polinomio zP" — z.

Sabemos que el grupo multiplicativo K* es ciclico. Sea K* = (u). Entonces
u?" = 1, pero u?" # 1 para todo m < n. Esto equivale a que o™(u) # 1
para todo m < n, luego el orden de ¢ es como minimo n, pero como el grupo
de Galois tiene n elementos, el orden de ¢ ha de ser exactamente n, y es un
generador. ]

Asi pues, el grupo G(CG(p")/CG(p")) es ciclico de orden n, luego tiene
exactamente un subgrupo para cada divisor de m. Sim | ny H es el subgrupo
de orden n/m, o sea, H = (™), entonces |CG(p™) : F(H)| = n/m, luego
|F(H) : CG(p)] = m. En consecuencia F(H) = CG(p™). Con esto hemos
probado:

Teorema 15.18 Sean m y n ndmeros naturales no nulos y p un primo. En-
tonces
CG(p™) Cc CG(p") siy sélosi m|n.

Ejercicio: Demostrar que G(CG(p")/CG(pm)) = (™).

Conviene observar que las extensiones entre cuerpos finitos no sélo son
ciclicas, sino también ciclotémicas. En efecto, los generadores del grupo multi-
plicativo de CG(p™) son raices p™ — 1-ésimas primitivas de la unidad. El cuerpo
CG(p™) es una extension ciclotémica de orden p™ — 1 de cualquiera de sus sub-
cuerpos.

Ejercicio: Sea m un ndmero natural no nulo y p un primo que no divida a m.
Entonces el grado de la extensién ciclotémica m-sima sobre CG(p) es o, (p). Nétese
que la observacién anterior es un caso particular de este hecho. (Ver la prueba de
12.13.)

Ejemplo Vamos a describir el cuerpo de 8 elementos. Se trata de la tnica
extensién de grado 3 de CG(2). Buscamos un polinomio moénico irreducible
de grado 3 en CG(2)[zx]. Hay 8 polinomios ménicos de grado 3. Descartamos
los que no tienen término independiente porque no son irreducibles, con lo que
quedan 4, a saber:

P2+ +r+1, 22+22+1, B4z +1 vy 22+1

El primero y el ultimo tienen raiz 1, luego sélo nos quedan los dos de enmedio.
Por ejemplo, tomamos
p(z) =23+ 2+ 1.
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Necesariamente CG(8) = CG(2)[a], donde « es una raiz de p(z). Por consi-
guiente,

CG(8) = {aa® +ba+c|a, b, c € CG(2)}.

La suma de dos elementos de CG(8) se calcula sumando las coordenadas,
mientras que el producto se calcula operando de forma habitual y reduciendo
las potencias de a mediante la relacién a® = —a — 1. L]

Ejercicio: Describir el CG(9). Mostrar un isomorfismo entre este cuerpo y Z[i]/(3).

En capitulos anteriores hemos visto que algunos problemas de la teoria de
numeros pueden formularse en términos de si un ntimero entero dado es o no
una norma de un entero algebraico. En cuerpos finitos la situacién es mucho
mas simple:

Teorema 15.19 En una extension de cuerpos finitos, la norma y la traza son
suprayectivas.

DEMOSTRACION: Sea K/k una extensién de cuerpos finitos. Digamos que
k=CG(m) y que |K : k| = d. Entonces G(K/k) = (o), donde o(x) = 2™. Por

lo tanto la norma es

m?—1)/(m—1)

N(g) = bt sm'™ _ o .

Considerando a la norma como homomorfismo de grupos N : K* — k¥,
vemos que su nucleo estd formado por las raices del polinomio g(m*=1)/(m=1) _ 1,
luego a lo sumo tiene (m? —1)/(m — 1) elementos. Por el teorema de isomorfia
la imagen tiene al menos m — 1 elementos (observemos que |K*| = m?—1), pero
éstos son todos los elementos de k*, luego la norma es suprayectiva.

Similarmente, el nicleo de la traza Tr : K — k esta formado por las raices
del polinomio

zm ++am 4,
luego a lo sumo tiene m?~! elementos, y la imagen de la traza tiene como minimo
m elementos, luego también es suprayectiva. L]

15.4 Polinomios simétricos

Los polinomios simétricos proporcionan una relacién importante entre los
coeficientes de un polinomio y sus raices. Sus propiedades (conceptualmente
mds simples) pueden, en ocasiones, sustituir a la teorfa de Galois. También
juegan un papel relevante en la teorfa de ndmeros trascendentes (por ejemplo
en la prueba de la trascendencia de 7). Aqui usaremos la teoria de Galois para
demostrar un resultado en torno a ellos.

Definicién 15.20 Sea A un dominio y ¢ € %,. Por 2.10 se cumple que la
aplicacién : @ : Alxy,...,2,] — Alxy,...,2,] definida mediante

E(p(xla s ,.’En)) = p(xa'(l)v s 7w0(n))
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es un homomorfismo de anillos. De hecho es claro que se trata de un isomorfismo

que claramente se extiende a un automorfismo del cuerpo A(z1,...,z,) (al que
seguiremos llamando 7).
También es facil comprobar que la aplicacién ¥, — Aut(A(ml, . ,xn))

dada por ¢ — @ es un monomorfismo de grupos.

Si no hay confusién escribiremos o(p) en lugar de &(p) cuando p sea un poli-
nomio o una fraccién algebraica en las indeterminadas x4, ..., x,. En definitiva,
o(p) se obtiene a partir de p intercambiando sus variables del modo indicado
por o.

Diremos que una fraccién algebraica p (en particular un polinomio) es simé-
trica si o(p) = p para toda permutacién o € %,,.

Notar que la definicién depende del anillo de polinomios (o el cuerpo de
fracciones algebraicas) que consideremos pues, por ejemplo, xy + xz + yz es
simétrico como elemento de Qlz,y, z], pero no como elemento de Q[v,z,y, 2],
pues la trasposicién (u,z) no lo deja fijo.

Del hecho de que las aplicaciones & sean isomorfismos se deduce inmediata-
mente que el conjunto de todas las fracciones algebraicas simétricas del cuerpo

A(zq,...,2z,) es un subcuerpo, asi como que el conjunto de todos los polinomios
simétricos de A[x1,...,2,] es un subanillo.

Llamaremos polinomios simétricos elementales de Alxq, ..., xz,] alos polino-
mios eg, ..., e, dados por

ep=1, ep= g Ty e Ty parak=1,...,n.
1<) <--<ipx<n

Vemos, pues, que cada ey, es un polinomio simétrico de grado k. Por ejemplo,
los polinomios simétricos de grado 3 son

1, r+y+z, zy +xz +yz, TYZ.

En otras palabras, el polinomio ej es la suma de todos los monomios que
pueden construirse multiplicando k variables distintas.

El teorema siguiente proporciona una relacién ttil entre los polinomios simé-
tricos elementales de orden n y los de orden n — 1. La demostracion es muy
sencilla y queda a cargo del lector.

Teorema 15.21 Sea A un dominio, n > 1, eq, ..., e, los polinomios simétricos
elementales en Alx1,..., 2] Y €0,...,En—1 l0s polinomios simétricos elementa-
les en Alxq,...,2n—1]. Entonces:

1. ep(z1,...,xn) = Tpep_1(T1, ..., Tp_1).
2. ep(x1,. ., Tpn) = (21, ..o, Tpo1)+Tnr_1(T1,. .., Tn_1), paral < k < n.

Esto significa que los polinomios simétricos elementales de n variables pueden
obtenerse a partir de los polinomios simétricos elementales de n — 1 variables
mediante sumas y productos en las que intervenga también la variable x, que
les falta. Una simple induccién permite probar la siguiente generalizaciéon de
este hecho (que no nos va a ser necesaria luego).
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Teorema 15.22 Sea A un dominio, eg,...,e, los polinomios simétricos ele-
mentales en Alz1,...,2,] y €o, ..., ek los polinomios simétricos elementales en
Alxy,...,zx], donde 1 < k < mn. Entonces e; € Aléy,...,8Ek, Tkil,-..,Tn] para
1=0,...,n.

El interés de los polinomios simétricos elementales reside principalmente en
que son los que nos dan los coeficientes de un polinomio a partir de sus raices
en un cuerpo de escision. Veamoslo.

Teorema 15.23 Sea A un dominio y eq, ..., e, los polinomios simétricos ele-
mentales en Alzq,...,x,]). Entonces

n

(x—x1) - (x—zp) = Z(—l)”_ken,k(aﬁh )zt

k=0

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 1 es obvio. Supongé-
moslo para n — 1.

Sean €, ..., &,_1 los polinomios simétricos elementales en Alzy,...,2,_1].
Entonces
n—1
(@—21) (@ =) = D> (1" F ey paf (@ — )
k=0
n—1 n—1
— Z(_l)n—l—k énflfkl‘k-i_l _ Z(_l)n_l_kxnénflkak
k=0 k=0
n—2
_ (*l)nxnén—l 4"+ Z(il)nflfk én—l—k$k+1
k=0

n—1
_ Z(_l)n—l—kxnén_l_kxk
k

=1
= (=1)"zpén1+ 2"+ (=) F(En_p + TnEn_1_p)z"

Ju

(por 15.21) = (=1)"zpen_1 +a" + Y (=1)" e, _pa*
k=1
n
= ) (-1)" e, pat.
k=0
u

Por ejemplo, (z—a)(z—b)(z—c) = 2° — (a+b+c)x? + (ab+ac+bc)x —abe, lo
que en algunos casos puede evitarnos muchas operaciones. Veamos ahora otro
de los hechos clave sobre polinomios simétricos:

Teorema 15.24 Sea A un dominio y sean ey, ..., e, los polinomios simétricos
elementales en Alx1,...,x,]. Entonces el anillo de los polinomios simétricos de
Alxy,...,z,] es Aler, ..., en].
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DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 1 resulta que todo
polinomio de A[z] es simétrico, y como e; = x, se cumple el teorema.

Supongamos el teorema para n—1. Sea p(z1,...,z,) un polinomio simétrico
del anillo Az, ..., 2,]. Veamos que p(x1,...,2,) € Ale1, ..., e,] por induccién
sobre el grado de p. En caso de que p sea de grado 0 es evidente. Supongamos
que todo polinomio simétrico de grado menor que m estd en Aley, ..., e,] y que
p tiene grado m.

Sea p(z1,...,2n—1) = p(x1,...,2n-1,0) € Alx1,...,2,_1]. Claramente p
es simétrico. Por la primera hipdtesis de induccién p € Aley,...,&,-1], donde
€1,...,6en—1 son los polinomios simétricos elementales de A[zq,...,x,—1]. Esto
significa que existe un polinomio g € A[xy,...,2,—1] tal que p = g(&1,...,8n_1).

Sea h(z1,...,2,) =p(x1,...,2,) — g(e1,...,en_1), simétrico. Por 15.21 se
cumple que e;(z1,...,2,-1,0) = &(z1,...,2,-1) parai =1,...,n — 1, luego
h(mla sy Tp—1, O) = p(xla s 7xn—1) - g(éh ceey én—l) =0.

Asi pues, z, divide a h(zy,...,z,) y por simetria todas las variables lo

dividen, y su producto también, o sea, e, divide a h. Sea h = e, h.

Si o € %, tenemos que e,h = a(h) = o(h) = o(e,)o(h) = e o(h), luego
o(h) = h. Esto prueba que h es simétrico y de grado menor que m, luego
por la segunda hipétesis de induccién h € Aley,...,e,], con lo que también
p=gler,...,en—1)+eyh € Aleq, ... ey -

Ejercicio: Probar que si A es un dominio, a1,...,a, son todas las raices de un
polinomio ménico de A[z] en una extensién en la cual se escinda (repetidas segin su
multiplicidad), y p(z1,...,Zs) es un polinomio simétrico, entonces p(aq,...,an) € A.
Enunciar casos particulares de este resultado que puedan probarse sin los teoremas
anteriores (con teorfa de Galois, de enteros algebraicos, etc.)

No es inmediato, ni siquiera a partir del teorema anterior, que el subcuerpo
de las fracciones algebraicas simétricas de un cuerpo k(zxi,...,x,) sea preci-
samente el cuerpo k(eq,...,e,). Esto es tanto como afirmar que toda fraccién
algebraica simétrica se expresa como cociente de dos polinomios simétricos. Da-
remos una prueba basada en la teoria de Galois.

Teorema 15.25 Sea k un cuerpo yn > 1. Entonces el cuerpo de las fracciones
algebraicas simétricas de k(xy,...,2,) es k(e1,...,en). Ademds la extension
k(xy,...,zn)/k(e1,...,en) es finita de Galois y su grupo de Galois es ¥y,.

DEMOSTRACION: Consideremos el polinomio p(z) = (x — x1) -+ (z — zp).
El teorema 15.23 afirma que p(z) € k(ey,...,e,)[z], lo que implica que las
indeterminadas z1,...,z, son algebraicas sobre k(e1,...,e,). Mds aun, son
separables (porque son raices simples de p(z)) y k(z1,...,2,) es el cuerpo de
escisién sobre k(eq, ..., e,) de p(x), luego la extensién es finita de Galois.
Segun vimos en el capitulo VIII, el grupo de Galois

G=G(k(z1,...,2n)/k(er,... en))

puede identificarse con un subgrupo del grupo de las permutaciones de las raices
de p(x), es decir, de £,,, por lo que |G| < nl.
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Por otro lado tenemos un monomorfismo ¥, — Aut (k(xl, e zn)) y las
imégenes de los elementos de X,,, por definicién de simetria, fijan a los elemen-
tos de k(e1,...,e,), es decir, de hecho tenemos un monomorfismo ¥, — G.
Teniendo en cuenta los 6rdenes, este monomorfismo es de hecho un isomorfismo,
es decir, los automorfismos de la extensién son exactamente las permutaciones
de las indeterminadas.

Ahora bien, si llamamos E al cuerpo de las fracciones algebraicas simétricas
de k(z1,...,2,), tenemos las inclusiones

kCk(er,...,en) CECk(xy,...,25),

y por definicién de simetria es obvio que G(k(z1,...,2,)/E) = G, luego el
teorema de Galois implica que F = k(eq, ..., ey). n



Capitulo XVI

Modulos finitamente
generados

Llegados a este punto estd claro que el estudio de los niimeros algebraicos
es una combinacién de muchas ramas del algebra: teoria de cuerpos, teoria de
anillos, teoria de grupos, algebra lineal. En estados méas avanzados aparecen
también el algebra homoldgica, asi como disciplinas no algebraicas, como la
teoria de funciones holomorfas, topologia, analisis de Fourier, etc. Cinéndonos
a la parte que conocemos, podemos decir que uno de los teoremas fundamentales
que aporta la teoria de anillos es el hecho de que los cuerpos numéricos tienen
factorizacién tnica en ideales, la teoria de cuerpos aporta el teorema de Galois
y ahora vamos a ver un resultado no menos importante en la vertiente del
algebra lineal (si quisiéramos buscar un hecho clave de igual peso por parte de
la teoria de grupos deberiamos pensar probablemente en los teoremas de Sylow,
que no veremos en este libro). Se trata de un teorema que nos da la estructura
de los médulos finitamente generados sobre un dominio euclideo (en realidad
el teorema es vélido para DIPs, pero la prueba es algo mds técnica). Como
ejemplo mostraremos la estructura de los grupos de unidades de los grupos U,
de las unidades médulo n.

16.1 Los teoremas de estructura
El punto de partida es el teorema siguiente:

Teorema 16.1 Sea A un dominio euclideo y M un A-mddulo finitamente ge-
nerado. Entonces A es suma directa de un nimero finito de submddulos mond-
genos.

DEMOSTRACION: Sea {ai,...,a,} un sistema generador de M. Sea N un
A-médulo libre de rango n y sea {x1,...,z,} una base de N. Por el teorema
7.31 existe un homomorfismo de médulos f : N — M tal que f(z;) = a; para
i=1,...,n. Obviamente f es un epimorfismo.

281
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Sea R = N(f). Por el teorema 7.30, R es un mdédulo libre y podemos
encontrar una base {y1,...,ynt de N y unos elementos aq,...,a,, de A tales
que {a1y1,...,amYm} es una base de R para cierto m < n.

Basta probar que N/R es suma directa de un ntimero finito de submédulos
monodgenos, ya que es un médulo isomorfo a M. Concretamente, vamos a probar
que N/R =([pn]) & @ ([yn])-

En efecto, si b1,...,b, € A cumplen by[y1] + -+ + bp[yn] = 0, entonces se
cumple que b1y +- - - +bpyn € R, luego biyr+- - -+bpyn = craryi+- - -+CmamYm
para ciertos elementos cq,...,c, de A.

Como {y1,...,yn} es base de N las coordenadas son tnicas, luego ha de ser
b; =ca; parat=1,...,my b, =0 parai=m+1,...,n. En cualquier caso
se cumple b;[y;] = 0 (pues [a;y;) = 0 para i =1,...,m). Por el teorema 7.15 la
suma es directa. "

En el capitulo VII vimos que el concepto de suma directa de médulos coincide
con el de producto cuando el nimero de factores es finito. En teoria de grupos
finitos se prefiere el término producto directo al de suma directa, con lo que un
caso particular del teorema anterior puede enunciarse como sigue:

Teorema 16.2 Todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a un pro-
ducto directo de grupos ciclicos.

Asi por ejemplo, un grupo abeliano de orden 4 puede ser un grupo ciclico o
bien el producto directo de dos grupos ciclicos de orden 2. Un ejemplo de cada
caso son los grupos Z/4Z y (Z/2Z) x (Z/27). El primero lo hemos manejado
en muchas ocasiones. Si llamamos 1 = ([0],[0]), a = ([1],[0]), b = ([0}, [1]) ¥
c = ([1],1]), la tabla del segundo es

Qo
Q||
ol le
Q=[S o
=l Sf oo

Observamos que no son grupos isomorfos puesto que el producto de dos
grupos ciclicos de orden 2 no tiene elementos de orden 4.

Es costumbre usar la notacién C,, para referirse a un grupo ciclico cualquiera
de orden n (sabemos que dos cualesquiera son isomorfos entre si). De este modo,
un grupo abeliano de orden 4 ha de ser de tipo C4 o Cs x Cy. Se distinguen
porque en los grupos de tipo C4 hay elementos de orden 4 y en los de tipo
Cs x C5 no los hay. Por ejemplo, el grupo de Klein V4 que definimos en el
capitulo IX es de tipo Cy x Cs.

Quizé el lector piense que un grupo abeliano de orden 6 puede ser de dos
tipos diferentes, a saber, Cg o Cs x (5. Esto es falso y la razén nos la da el
teorema siguiente. Para enunciarlo en términos de médulos vamos a introducir
un concepto que generaliza al de orden de un elemento en un grupo abeliano.
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Definicién 16.3 Sea A un DIP, M un A-médulo y m € M. Llamaremos
anulador de m al conjunto An(m) = {a € A | am = 0}.

Es claro que se trata de un ideal de A. Como A es DIP existird un a € A tal
que An(m) = (a). El elemento a se llama periodo de m, y estd unfvocamente
determinado salvo unidades. Lo representaremos por o(m).

En el caso de que A =Z y M es un grupo abeliano, entonces el periodo de
un elemento no es sino su orden, cuando éste es finito, y 0 si el elemento es de
orden infinito.

Teorema 16.4 Sea A un dominio euclideo y sea M un A-mddulo mondgeno,
M = (m). Sea o(m) = ajaz, donde (a1,a2) = 1. Entonces M = (m1) ® (ma),
para ciertos elementos my, mo de M tales que o(my) = a1 y o(msa) = as.

DEMOSTRACION: Sean m; = asm y mg = aym. Obviamente tenemos que
(m1) + (mg) < (m). Por la relacién de Bezout existen elementos u,v € A tales
que uaj +vag = 1. Por lo tanto m = uaym+wvasm = vmy +umsg € (mq)+ (ma),
luego (ma) + (ma) = (m).

Para probar que la suma es directa nos falta ver que (m1) N (ms) = 0.
Supongamos que z € (mq) N (mz). Entonces z = razm = saym y de aqui
resulta que z = (uay + vag)r = uairagm + vagsaym = ur(am) + vs(am) = 0.

Asf pues, M = (my) & (ma).

Como a;my = ajasm = 0, tenemos que (a1) C An(mq).

Si b € An(mq), entonces bagm = 0, luego bay € An(m), luego ajas | bas, y
por lo tanto a; | b, es decir, b € (a1). Esto prueba que An(m;) = (a1) y por
tanto que o(mq) = a;. Igualmente se obtiene que o(ms) = as. "

La traduccién a grupos abelianos finitos es la siguiente:
Teorema 16.5 Sean m y n nidmeros naturales tales que (m,n) = 1. Entonces
Con =2 C,, x C.

Por lo tanto sélo hay un tipo de grupos abelianos de orden 6, a saber,
Cs = Cy x (3, o dicho de otro modo, todo grupo abeliano de orden 6 es ciclico.

Teorema 16.6 Sea A un dominio euclideo y M un A-mddulo. Supongamos
que existen elementos my y mo en M tales que M = (my) & (m2), o(my) = ay,
o(mz) = a2 y (a1,a2) = 1. Entonces M = (mq + ma) y o(my +ma) = aras.

DEMOSTRACION: Por el teorema de Bezout existen elementos u,v € A tales
que uai+vas = 1. Entonces mi = uaymi+vasmi = vasmi = vasmi+vasmsg =
vas(my + me), de donde m; € (mj + mg). Igualmente mo € (mq + mya), y asi
M = (my + ma).

Claramente ajaz(my + mz) = 0, luego (ajasz) C An(my + ma).

Si b € An(my + ms), entonces by + bms = 0, y como la suma es directa se
cumple by = bmg = 0, luego aq | by az | b. Como son primos entre si, ajag | b
y b € (ajaz). Esto prueba que An(m +mq) = (a1a2) y asi o(my + ma) = ajas.

u
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Observemos que si en un grupo abeliano tenemos un elemento u de orden m
y otro v de orden n con (m,n) = 1, acabamos de ver que uv tiene orden mn.

Los teoremas anteriores no son aplicables a elementos de orden 0 (o sea, de
orden infinito en el caso de grupos ciclicos). Vamos a probar que estos elementos
generan un médulo libre, que quedara completamente descrito por su rango. En
esta direccion definimos los conceptos siguientes:

Definicion 16.7 Sea A un dominio y M un A-médulo. Un elemento m de M
es de torsidn si existe un a € A no nulo tal que am = 0. En el caso de que A
sea un DIP, esto equivale a que el periodo de m no sea 0.

Llamaremos submddulo de torsion de M al conjunto M, de todos los elemen-
tos de torsion. Es inmediato comprobar que M; es ciertamente un submédulo
de M. Se dice que el médulo M es libre de torsion si M; = 0.

Los elementos de torsiéon son los elementos de orden no nulo y que podemos
controlar con los teoremas anteriores. Para los médulos que no son de torsion
tenemos lo siguiente:

Teorema 16.8 Sea A un dominio euclideo y M un A-mddulo finitamente ge-
nerado. Entonces existe un submddulo M’ de M de manera que M’ es libre y
M = M' & M;. El rango de M’ no depende de la descomposicién y se llama
rango de M. En particular M es libre si y solo si es libre de torsion.

DEMOSTRACION: Por el teorema 16.1, sabemos que M es suma directa de
submdédulos mondgenos, digamos que M = (y1) @ -+ ® (y,). Ordenando los
generadores podemos suponer que los r primeros son elementos de torsién y los
restantes no. Sean N = (y1) ® - ® (yr) y M’ = (yr4+1) ® - - - ® (yn,). Entonces
M=NoM.

Es claro que {yry1,...,yn} s una base de M’, pues si

Qr41Yr4+1 + -+ QplYn = 07

como la suma es directa, a,41Yr+1 = -+ = any, = 0, y como los elementos
Yra1,--+,Yn DO son de torsién, a,y; = -+ = a, = 0. Por lo tanto M’ es un
moédulo libre.

Como 1, ...,¥y, son elementos de torsién, tenemos que N C M;. Recipro-

camente, un elemento z € M; se expresara de la forma x = a1y1 + - + an¥n
para ciertos ag,...,a, de A. Sib€ A, b+# 0y bx =0, entonces

bajyi + -+ + bapy, =0

y, como la suma es directa, ha de ser bayy; = -+ = bayy, = 0. Como
Yr41,---,Yn DO son de torsiém, ba,y; = --- = ba, = 0 y como A es un do-
minio integro y b # 0, se cumple que a,1 = -+ = a, = 0, luego

r=aiy +- - +ay €N.

Asi pues, N = M;.
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Observemos que cualquiera que sea la descomposicion M = M’ & M;, se
cumple que M’ = M/M;, pues la aplicacién f : M — M’ que a cada m =
my +mg con my € M’ y my € My le asigna f(m) = my es un epimorfismo de
nticleo M;. Por lo tanto M/M; es libre y el rango de cualquier M’ es el mismo
que el de M/M;. "

Finalmente vamos a clasificar la parte de torsién de un médulo. Si pensamos
en grupos finitos la cuestion es saber cuantos tipos distintos de grupos abelianos
hay de un orden dado. Por ejemplo de orden 12 sabemos que a lo sumo hay
dos, a saber, Cy x Cy x C3 y (5. Otras posibilidades como C4 x C3 las hemos
descartado porque Cy x C5 = C12. Sélo nos falta saber si en efecto los grupos
Cy x Cy x C3 y Ci2 son no isomorfos. El teorema siguiente responde a esta
pregunta.

Teorema 16.9 Sea A un dominio euclideo y M un A-mddulo finitamente ge-
nerado.

1. Emisten elementos x1,...,x, € M tales que My = {(x1) ® -+ - ® (x,) y para
cada i = 1,...,n, o(z;) = p*, donde p;, es un primo de A y e; es un
numero natural no nulo.

2. Existen elementos y — 1,...,ym € M tales que My = (y1) ® -+ ® (Ym), ¥
st llamamos b; = o(y;), entonces para cada i =1,...,m, se cumple que b;
no es cero ni unidad y si i < m, entonces b; | bit1.

3. Los nimeros n y m, los pi* parai=1,...,n ylos b, parai=1,...,m
estan determinados por M salvo unidades, es decir, cualquier descompo-
sicion de M en la forma indicada en 1) o en 2) da lugar a los mismos
n, m, etc. Los elementos p;* se llaman divisores elementales de M, los
elementos b; se llaman factores invariantes de M.

DEMOSTRACION: Sabemos que M; se descompone en suma directa de sub-
modulos mondgenos, cuyos generadores son elementos de torsién y podemos
tomarlos no nulos, luego sus periodos seran elementos de A no nulos ni unida-
des. Descomponiéndolos en potencias de primos y aplicando el teorema 16.4
conseguimos una descomposicién de tipo 1).

Si ahora agrupamos los sumandos correspondientes a los divisores elemen-
tales de todas las bases posibles y los maximos exponentes obtenemos el iltimo
factor invariante, repitiendo con los sumandos restantes vamos obteniendo los
factores invariantes anteriores.

Por ejemplo, si nos dan el grupo abeliano Cg x Cig x Cig X Co5 X Ci5, la
descomposicién en divisores elementales es

02XC?)XCQX09X02X05X025X03XC5.

Ahora agrupamos las mayores potencias de primos, es decir, 2 X 9 x 25 y obte-
nemos un factor Cysg. Los restantes son C3 x Cy x Cy x C5 x C3 x Cs. Ahora
agrupamos 2 X 3 X 5 y obtenemos un factor Cs3y. Quedan Cy x C'5 X C5, que nos
dan otro factor Csp. En total la descomposicion tipo 2) es Csg X C3g X Cys0. Es
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claro que siempre es posible obtener una descomposicién en factores invariantes
a partir de una descomposicién en factores elementales. Falta probar que sélo
hay un resultado posible. Daremos la prueba en varios pasos.

a) Sea My = (y1) ® - - - ® (Y,) una descomposicién tipo 2) y sea p un primo
de A. Definimos

M; = (y;), Mi(p)={reM;|pr=0} y M(p)={reM|pr=0}.

Es obvio que todos ellos son submoédulos de M.

Vamos a probar que M (p) = M;1(p) ® --- & M,,,(p). Como cada M;(p) C M;
y la suma de los M; es directa, es facil ver que la suma de los M;(p) también
es directa, luego tenemos Mi(p) ® - -+ & My, (p) C M(p). Sir € M(p), entonces
r =u1y1 +- -+ UmYm para ciertos ug, . .., uy, de A. Como pr = 0, tenemos que
PULY1 + - - - + PUmYm = 0y, como la suma es directa, puiy; = -+ = pumyYm = 0,
luego cada u;y; € M;(p). Asi pues M (p) = M1(p) ® -+ - ® M, (p).

b) El ideal (p) es maximal, luego A/(p) es un cuerpo y M (p) es un espacio
vectorial sobre A/(p) con la operacién externa dada por [u]r = ur.

En efecto, lo unico que hay que comprobar es que la operacién estd bien
definida, es decir que si [u] = [v] entonces ur = vr, pero si [u] = [v], entonces
p | (u—v), es decir, u — v = gp para cierto ¢ € Ay (u— v)r = gpr = 0, luego
ur = vr. A partir de aqui se prueban sin problemas las condiciones de espacio
vectorial.

La expresién M (p) = M1(p)®- - -@® M,,(p) vale también como A/(p)-espacios
vectoriales, pues los M;(p) son claramente subespacios vectoriales y 0 se sigue
expresando de forma tnica como suma de elementos de cada sumando.

- 0 sipfo(y)
c) dim M; =
: ) {1 sip|oy:)

Si pto(y;), entonces un r € M;(p) es de la forma r = uy; paraun u € Ay
pr = 0, luego puy; = 0y o(y;) | pu, luego o(y;) | u, y asi r = uy; = 0, o sea,
M;(p) = 0.

Sio(y;) = pv, paraun v € A, entonces razonando igual que antes concluimos
que o(y;) | pu, luego v | u, digamos u = tv, con lo que r = tvy;. y por lo tanto
M;(p) = (vy;) (es facil ver que vy; € M;(p) y que es no nulo).

d) Por lo tanto la dimensién de M (p) es igual al nimero de factores inva-
riantes divisibles entre p.

e) Si tenemos dos descomposiciones tipo 2), una en m sumandos y otra en
m' sumandos, tomamos un primo que divida al primer factor invariante de la
primera descomposicién (y que por lo tanto divide a los m factores invariantes).
Ahora bien, la definicién de M (p) no depende de la descomposicién de tipo 2)
escogida, luego su dimensién como A/(p)-espacio vectorial es igual al nimero
de factores invariantes de la primera descomposicién divisibles entre p (o sea,
igual a m) y por otra parte es el nimero de factores invariantes de la segunda
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descomposicién divisibles entre p (o sea, < m’). Esto prueba que m < m/, e
igualmente se prueba m’ < m, luego tenemos que dos descomposiciones tipo 2)
han de tener el mismo nimero de sumandos, es decir, que el nimero de factores
invariantes es invariante.

Mas aun, hemos probado que todo primo que divide al primer factor inva-
riante de una descomposicién, divide al primer factor invariante de cualquier
otra descomposicion.

f) En una descomposicién de tipo 2), el dltimo factor invariante b, es
miultiplo de todos los anteriores, luego anula a todos los generadores de My,
y por lo tanto a todos los elementos de M;, es decir, b,,r = 0 para todo r € M,.

El conjunto {u € A | ur =0 para todo r € M,;} es claramente un ideal de A
al cual pertenece b,,,. Reciprocamente, si u esté en este ideal, entonces uy,, = 0,
luego by, | u. Por lo tanto {u € A | ur =0 para todo r € M} = (by,).

De aqui se desprende que dos descomposiciones tipo 2) deben tener igual
(salvo unidades) el ultimo factor invariante.

g) Vamos a probar la unicidad de los factores invariantes por induccién sobre
el nimero de factores primos en que se descompone el tltimo factor invariante
de M (que ya sabemos que es invariante).

Sean dos descomposiciones tipo 2:
My=(y)®- - ®(ym) vy M=(21)D D (zm),

la primera con factores invariantes bq,..., b, y la segunda con factores inva-
riantes ¢q,...,¢,. Ya sabemos que b, = ¢;,.

Si b, se descompone en un solo primo, entonces b, es primo, y como los
restantes factores invariantes son divisores suyos, son todos salvo unidades ese
mismo primo, es decir, todos los b; y los ¢; son iguales, luego tenemos la unicidad.

Supongamos que la unicidad se cumple para moédulos cuyo ultimo factor
invariante se descomponga en n factores primos y que b,, se descompone en
n + 1 primos. En e) hemos probado que by y ¢; son divisibles entre los mismos
primos. Sea p un primo que divida a ambos (luego divide a todos los b; y a
todos los ¢;).

Sea pM = {pr | r € M;}. Es claro que pM es un submédulo de M y ademés

pM = (py1) @ -+ @ (pym) = (p21) © -+ @ (Pzm) -
También es obvio que o(py;) = b;/p y o(pz;) = ¢;/p.

Puede ocurrir que los primeros b; sean iguales a p, con lo que los primeros
sumandos de estas descomposiciones serian nulos. Si en ambas descomposiciones
eliminamos los primeros sumandos si son nulos, obtenemos dos descomposiciones
tipo 2) del médulo pM, donde el dltimo factor invariante es b, /p, luego podemos
aplicar la hipétesis de induccién y concluir que el nimero de sumandos nulos
el igual para las dos descomposiciones, y que las restantes tienen los mismos
factores invariantes (salvo unidades), es decir, el ntimero de b;’s iguales a p es
el mismo que el de ¢;’s, y para los restantes, b;/p = ¢;/p (salvo unidades). Esto
implica la igualdad (salvo unidades) de los b;’s y los ¢;’s.
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h) La unicidad de los divisores elementales se deduce de la de los factores
invariantes, pues es facil ver que a partir de dos descomposiciones distintas de
tipo 1) se pueden conseguir dos descomposiciones distintas de tipo 2). L]

El teorema siguiente resume la situacion de la forma maés clara:

Teorema 16.10 Sea A un dominio euclideo y M, N dos A-mddulos finita-
mente generados. Entonces M = N si y solo si M y N tienen el mismo rango
y los mismos factores invariantes (o el mismo rango y los mismos divisores
elementales).

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Supongamos que M y N tie-
nen el mismo rango y los mismos factores invariantes o divisores elementales.
Entonces existen descomposiciones

M=M&x)d & @xn) N=N&)® & (Yn),

donde M’ y N’ son mdédulos libres del mismo rango y o(x;) = o(y;) para i =
1,...,m.

Es claro que la aplicacién f; : A — (x;) dada por f;(u) = uz; es un
epimorfismo de A-médulos cuyo niicleo es (0(x;)), luego (z;) = A/(o(x;)) y lo
mismo vale para los sumandos (y;), luego (z;) = (y;) parai=1,...,m.

Por otra parte M’ = N’ porque son dos médulos libres del mismo rango.
A partir de un isomorfismo entre cada sumando directo podemos construir
un isomorfismo entre las dos sumas, es decir, M = N. ]

Ahora ya podemos concluir que Cy x Cy x C3 y C12 son no isomorfos, pues
los divisores elementales del primero son (2,2,3), vy los del segundo son (4, 3).
Alternativamente, los factores invariantes del primero son (2, 6) y los del segundo
son (12).

Un hecho importante que hemos obtenido en esta prueba es que en un grupo
abeliano finito G existe un elemento cuyo orden es multiplo del orden de todos
los demas elementos de G, concretamente, un elementos cuyo orden sea el tltimo
factor invariante. En general, al minimo comun multiplo de los érdenes de los
elementos de un grupo finito G se le llama exponente de G (y es siempre un
divisor de |G]). Lo que hemos probado es que en un grupo abeliano finito, el
exponente es el iltimo factor invariante y por lo tanto es el orden de un elemento
de G, cosa que en general no es cierta. Por ejemplo el grupo X3 tiene elementos
de orden 2 y 3, luego su exponente es 6, pero no tiene elementos de orden 6.

Esta observacion sobre el exponente nos proporciona una prueba alternativa
del teorema 9.12: Si G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo de un
dominio integro D, sea n el exponente de G. Entonces todo elemento de G es
raiz del polinomio z™ — 1, luego G tiene a lo sumo n elementos, y como hay un
elemento de orden n, concluimos que G es ciclico. n

Ejercicio: Probar que un grupo abeliano finito posee subgrupos de todos los érdenes
que dividen al orden del grupo.
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Ejercicio: Probar que si G es un grupo abeliano finito y p es un primo que divide al
orden de GG, entonces G tiene un elemento de orden p.

16.2 La estructura de los grupos de unidades

Seguidamente vamos a obtener la estructura de unos grupos abelianos im-
portantes, los grupos U,, de las unidades de los anillos Z/nZ, que segiin sabemos
son los grupos de Galois de los cuerpos ciclotémicos. Es importante notar que
aqui no vamos a necesitar los teoremas de estructura que acabamos de probar.
No necesitamos teoremas generales para obtener la estructura de grupos par-
ticulares. Lo que estos teoremas garantizan es que los resultados que vamos a
obtener sobre grupos de unidades tienen andlogos en cualquier grupo abeliano
finito. En el apéndice A se encuentra una aplicacién interesante de los teoremas
de estructura a la teoria de cuerpos.

El hecho més elemental es que si p es un primo el grupo U, consta de todas
las clases no nulas de Z/pZ y es ciclico. Lo probamos esencialmente en 5.13,
aunque mas en general tenemos el resultado de 9.12, segiin el cual todo subgrupo
finito del grupo multiplicativo de un dominio integro es ciclico.

Los teoremas de estructura nos dan una prueba mas elegante de este mismo
hecho: si G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo K y su
exponente es m, entonces el polinomio 2™ —1 tiene tantas raices como elementos
tiene G, luego |G| < m, y la otra desigualdad es obvia, pues G es abeliano y
tiene un elemento g de orden m. Por lo tanto |G| = m y G = (g).

Recordemos que las raices primitivas de la unidad de Z/pZ, es decir, los
generadores de Up, se llaman raices primitivas médulo p. Consideremos ahora
los grupos Upe, donde p es primo.

Teorema 16.11 Sea p un primo impar y e > 2. FEntonces el grupo Up. es
ciclico y un generador es [r(p+1)], donde r es una cierta raiz primitiva mdédulo
p (elegida adecuadamente).

DEMOSTRACION: Puesto que el orden de Upe es ¢(p©) = p°~'(p — 1), basta
probar que [r] tiene orden p — 1y [p + 1] tiene orden p®~!.
Sea s una raiz primitiva médulo p cualquiera. Entonces definimos

r=s" =5 (méd p),

con lo que r también es una raiz primitiva médulo p. Ademaés
[t = [ =,
pues el orden de cualquier elemento divide al orden del grupo.

Si [r]™ = [1], entonces p® | ™ — 1, luego p | r™ — 1, luego p — 1 | m (pues r
tiene orden p — 1 médulo p). Esto prueba que el orden de [r] es p — 1.
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Veamos por induccién sobre e > 2 que (1 +p)p872 =1+ kp~! (méd p°),
para un cierto k (dependiente de e) tal que k # 0 (méd p).

Para e = 2 se cumple con k = 1.

Supuesto cierto para e, tenemos (1 + p)?" =1+ kp®~! + ap® = 1 + tp°~ 1,
donde t = k + ap # 0 (mdd p). Entonces

(4P =+ tp )P =1+ pip=™ 4 Pprleh),

Como p > 2y e > 2, esta expresién es de la forma 1 + tp® + bp®*t!, luego
(1+p)P" =14tp° (méd pett), con t # 0 (méd p).

Por lo tanto al tomar clases médulo p¢ resulta [1 + p|?” = [1], luego el
orden de la clase [1 + p] ha de ser un divisor de p¢~!. Si el orden fuera menor

que p°~1, entonces tendriamos que [1 4+ p|?” = [1], o sea, [kpc~1] = [0], luego

p | k, contradiccién. Por lo tanto el orden de [1 + p] es exactamente p¢~!. =

El teorema anterior no es valido para p = 2. Obviamente Us = 1y Uy = Cs.
Para potencias mayores la situacion es la siguiente:

Teorema 16.12 Sie > 3, entonces Uze = Co X Coe—2. Un generador del primer
factor es [—1] y un generador del sequndo es [5], es decir, todo elemento de Use
se expresa de forma tinica como %[5, donde j =0,...,2°72 — 1.

El orden de Use es 2°7!. Claramente [—1] tiene orden 2. Una simple in-
duccién muestra que para e > 3

5270 = (1429 =142 (mod 29,
de donde [5]2°° # [1], mientras que
527 =(1+2°)2=1 (mod 29),

luego el orden de [5] es 2¢72.
Por otra parte [—1] no es una potencia de [5], ya que si se cumpliera 2¢ | 5" +1
para algin r, entonces 4 | 5" + 1, pero médulo 4 es [5]" = [1]" = [1] # [-1].

De este modo, los subgrupos ([—1]) y ([5]) tienen interseccién trivial, luego

su suma es directa. Asi pues, ([~1]) x ([5]) tiene 2°~! elementos y por consi-
guiente es todo el grupo Use. ]

Para completar la clasificacion de los grupos de unidades recordamos un
hecho que ya usamos en el capitulo V para probar que la funcién de Euler es
multiplicativa (y que es consecuencia inmediata del teorema 5.10):

Teorema 16.13 Sim y n son primos entre si, entonces Uy = Uy, X Uy,

Con esto conocemos la estructura de todos los grupos de unidades. Por
ejemplo
U300 = U4 X U3 X U25 = CQ X CQ X 020.

Como aplicacién vamos a usar esta informacién para determinar los restos
cuadraticos médulo enteros arbitrarios, no necesariamente primos.
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Teorema 16.14 Sea p un primo impar y e > 2. FEntonces un entero m es un
resto cuadrdtico médulo p® si y solo si es un resto cuadrdtico moédulo p.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Supongamos que m es un resto
cuadratico médulo p. Por definiciéon m es una unidad moédulo p®, luego por el
teorema 16.11 se cumple que m = (1 + p)* (méd p¢), donde r es una cierta
raiz primitiva médulo p.

Tomando clases médulo p queda [m] = [r]?. Como [m] es un resto cuadratico
médulo p existe un entero s tal que [r] = [s]2. Como r es una rafz primitiva,
existe un entero j tal que [s] = [r]’, luego [r]' = [r]?’, de donde resulta que

1 =2j (m6d p — 1), por lo que i es par, i = 2k.
Ast m = r?(1 +p)?* = (r*(1 + p)*)? (méd p©), es decir, m es un resto
cuadratico médulo p°. ]

La situacién para p = 2 es, como siempre, distinta.

Teorema 16.15 Un entero impar m es un resto cuadrdtico modulo 4 si y solo
sim = 1(méd 4), y es un resto cuadrdtico médulo 2° con e > 3 si y sdlo si
m =1 (méd 8).

DEMOSTRACION: El caso e = 2 es claro. Si e > 3, entonces por el teorema
16.12, m = £5' (méd 2¢).

Si m es un resto cuadratico, entonces m = r? (méd 2¢) para cierto entero r,
que también serd de la forma r = +5/ (méd 2¢), luego 72 = 5% (méd 2¢), y por
lo tanto £5° = 5%/ (méd 2°).

La unicidad de la expresién exige que el signo sea positivo y que i = 25 (si
tomamos los exponentes reducidos médulo 2¢72).

Por lo tanto m = 5% (méd 2¢) = 25 (méd 8) =1 (méd 8).

Reciprocamente, si m = 1 (méd 8), entonces +£5° = 1 (méd 8), y como se
cumple que 52 = 1 (méd 8), las potencias de 5 sélo son congruentes con 1 y con
5 moédulo 8, luego el signo ha de ser positivo e ¢ ha de ser par, ¢« = 2j. Entonces
m = (57)? (méd 2¢), luego es un resto cuadratico. n

El resultado siguiente es consecuencia inmediata del isomorfismo definido en
el teorema 5.10 y de los teoremas anteriores.

Teorema 16.16 Sea m = p{'---p¢, donde p1,...,p, son primos distintos.
Entonces un entero n es un resto cuadrdtico mdédulo m si y solo si es un resto
cuadrdtico médulo p;* para i = 1,...,r. Sim es impar esto equivale a que n
sea un resto cuadrdtico modulo p; para i =1,...,7.

Ahora queda claro lo que dijimos en el capitulo XIV sobre que el hecho de que
un simbolo de Jacobi (m/n) valga 1 no implica que m sea un resto cuadratico
mdédulo n, pues (2/15) = (2/3)(2/5) = (—1)(—1) = 1, pero precisamente porque
(2/3) = (2/5) = —1, tenemos que 2 no es un resto cuadrdtico médulo 15.






Capitulo XVII

Resolucion de ecuaciones
por radicales

En el capitulo V (teorema 5.20) vimos que las soluciones de una ecuacién
de segundo grado ax? + bz + ¢ = 0 con coeficientes a, b y ¢ en un cuerpo de
caracteristica distinta de 2 pueden obtenerse mediante la férmula

_ —bx Vb —4dac

2a

T

donde v/b2 — 4ac representa a una rafz cuadrada del elemento b — 4ac, es decir,
un elemento cuyo cuadrado es b? — 4ac.

Esta férmula es conocida desde la antigiiedad, mientras que una férmula
similar que permita resolver ecuaciones polinémicas de tercer grado no fue ha-
llada hasta el siglo XVI, por el matemdtico Cardano (si bien Tartaglia afirmaba
que fue él quien la encontré y se la comunicé a Cardano bajo palabra de no
revelarla). La férmula de Cardano es demasiado complicada para que resulte de
utilidad practica, por lo que no vamos a demostrarla. No obstante es instructivo
conocer su aspecto:

Dada una ecuacién ctbica

az® +bax* +cx+d =0,

con a # 0, una de sus raices tiene la forma x = u + v, donde

2 3
uzi/—g—i—\/%—i—% y U:—g% (en el supuesto de que u # 0.)

a su vez

_ 3ac— b2 _ 263 — 9abc + 27a2%d
P= 30 o 1= 2743
Las dos soluciones restantes se obtienen cambiando la elecciéon de la raiz
cubica que define a w. En caso de que u = 0, los valores de v se obtienen
mediante otra expresién del mismo estilo.

293
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Vemos, pues, que las soluciones de la ecuacién az3 +bz? +cx+d = 0 pueden
obtenerse a partir de los coeficientes a, b, ¢ y d mediante féormulas consistentes
en sumas, restas, productos, cocientes y extraccién de raices.

Posteriormente el matemdtico Ferrari obtuvo la solucién (todavia més com-
pleja) de las ecuaciones polinémicas de grado 4, o sea, obtuvo una expresién
similar de las raices de una ecuacién polindémica de grado 4 en funcién de sus
coeficientes.

Con esto quedaba planteado el problema de resolver la ecuacién general de
grado n, es decir, la ecuacion

Anx™ + ap_12" P+ -+ a1z +ap = 0.

Se entiende que resolver la ecuacion de grado m significa encontrar una
férmula que exprese sus raices en términos de sumas, restas, productos, cocien-
tes y extraccién de raices a partir de sus coeficientes ag, . . ., a,. Sin embargo en
este capitulo probaremos que el teorema de Ferrari es el mejor resultado posible
en este terreno, que no existe tal férmula para polinomios de grado > 5.

17.1 Extensiones radicales

El primer paso en el problema que hemos planteado es dar una definicién
algebraica precisa del concepto de ‘expresabilidad mediante raices’.

Definicién 17.1 Una extensién de cuerpos K/k es radical si existen elemen-
tos ai,...,a, en K tales que K = k(aq,...,a,) y existen naturales no nulos
r1,...,7, de manera que a;* € ky a;’ € k(a1,...,a;—1), parai=2,...,n.

Asi, los elementos de k(aq) son polinomios en a; con coeficientes en k y
a; es una raiz ri-ésima de un elemento de k, los elementos de k(aq,as) son
polinomios en as con coeficientes en k(a;) y as es una raiz ro-ésima de un
elemento de k(a1). En general todos los elementos de K se pueden obtener a
partir de los de k£ mediante sumas, productos, cocientes y extraccion de raices.

Reciprocamente, si un elemento a admite una expresién de este tipo a partir
de ciertos elementos de k, es claro que a esta contenido en una extension radical
de k.

Por lo tanto, si p(z) es un polinomio no constante con coeficientes en un
cuerpo k, diremos que la ecuacién p(z) = 0 es resoluble por radicales si existe
una extensién radical K/k tal que p(x) se escinde en K.

Esto equivale a que las raices de p(z) se puedan expresar mediante sumas,
productos, cocientes y raices a partir de los elementos de k.

Ejemplo Consideremos la ecuacién z19 —52° +5 = 0. Sus diez raices cumplen

s 5+456
rT=——

5/5++5
5 =

1 =
, uego 5
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Esta férmula prueba que la ecuacion es resoluble por radicales. Para expre-
sarlo en términos de la definicién que hemos dado consideramos los cuerpos

QcQ(V5) c Q(v5,w) c Q(VEw,a) C Q(V5,w,a,8) = K,

donde w es una raiz quinta primitiva de la unidad, y a, § son

55—|—\/g 55—\/5
=\"z - P\

(las raices quintas se eligen arbitrariamente).

En estos términos, las raices de la ecuacion son w'a y w*f, parai=1,...,5,
luego todas ellas estdn en K, y también es claro que K/Q es una extensién
radical. [

El teorema siguiente justifica que podemos limitarnos a trabajar con exten-
siones radicales de Galois. Ante todo, notar que ciertamente toda extensién
radical es finita.

Teorema 17.2 Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y K/k una extension ra-
dical. Sea N la clausura normal de K sobre k. Entonces la extension N/k es
radical (y de Galois).

DEMOSTRACION: Sea K = k(ay,...,a,) segin la definicién 17.1. Llamemos
pi(z) = polmin(a;, k). Los polinomios p;(x) se escinden en N y N es la ad-
juncién a k de sus raices (pues esta extension es normal y contiene a K,y N es
la minima extensién que cumple esto). Si v es una raiz en N de p;(z), entonces
a; y v son conjugados, luego existe un o € G(N/k) tal que o(a;) = v. Entonces
o[K] es un cuerpo k-isomorfo a K que contiene a v. De aqui se sigue que existen
cuerpos K1, ..., K, todos ellos k-isomorfos a K y tales que N = K; --- K.

Es obvio que las extensiones K;/k son todas radicales, luego existen elemen-

tos a;1, . .., a;, de manera que K; = k(a;1,...,a;,) y se cumpla la definicién de
extension radical. Es facil ver que tomando N = k(a11, ..., Q1ny .-y Gr1y - vy Qrp)
se cumple la definicién de extension radical. m

Por lo tanto una ecuacion es resoluble por radicales si y s6lo si su cuerpo de
escision esta contenido en una extension radical de Galois.

Si K = k(aq,...,ay,) es una extensién radical, podemos considerar la cadena
de cuerpos intermedios K; = k(ay,...,a;), de manera que

k=kyCkiCkyC---Ck, =K,
y cada extensién intermedia es de la forma
K; = K;_1(a;), cona;’ € K;_1. (17.1)

Si ademads la extensién es de Galois podemos considerar los grupos asociados
G; = G(K/K;), que forman una cadena

1=Gy <Gy <+ <Gy < G(K/K). (17.2)
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Ahora la clave es que vamos a probar que, salvo una restriccién técnica, la
condicién (17.1) equivale a que

G; <G4 y  Gi—1/G; es ciclico. (17.3)

De este modo, tendremos que una extensién finita de Galois K /k es radical si
y sélo si el grupo G(K/k) tiene una sucesién de subgrupos (17.2) que cumplan
(17.3). Esta caracterizacién algebraica es ficil de comprobar si se conoce el
grupo de Galois y, como veremos, nos permitird resolver el problema que nos
hemos planteado.

Teorema 17.3 Sea K/k una extensidn de cuerpos, n un nimero natural no
nulo yw € k una raiz n-sima primitiva de la unidad. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. K/k es una extensidn ciclica de grado d | n.

2. K es el cuerpo de escision sobre k de un polinomio de la forma x¢ — a

irreducible en k[z], y si u es una raiz en K de dicho polinomio, entonces
K = k(u).

3. K = k(u) para un cierto u tal que u™ € k.

DEMOSTRACION: 1) — 2) Sea G(K/k) = (o) y n = w™? € k, raiz d-ésima
primitiva de la unidad. Por el teorema 15.2 existe un w € K tal que

d—1
v= Zniai(w) #0.
i=0

Entonces no(v) = 134 niott(w) = Y0 nitlo?* ! (w) = v. Llamando

1=
u = v~! tenemos que o(u) = nu.

En general, o%(u) = n'u, luego los elementos nu para i = 0,...,d — 1 son
k-conjugados. Ademéds o(u?) = o(u)? = nu? = u?, luego a = u? es fijado por el
grupo de Galois y est4, por consiguiente, en k. El polinomio ¢ — a € k[x] tiene
por raices a todos los n'u para i = 1,...,d — 1, luego son todas sus raices, es
decir, se escinde en K[z]. Ademds, como son k-conjugadas, % —a es irreducible
en k[z]. Si adjuntamos a k cualquiera de las raices de #% — a obtenemos una
extensién de grado d, pero |K : k| = d, luego obtenemos K.

2) — 3) Sea u una raiz de % — a en K. Por hipétesis K = k(u). Ademis
u? = (ud)n/d _ an/d ck.

3) — 1) Sea b = u™. Es claro que el polinomio p(x) = 2™ — b € k[z] tiene
n rafces distintas en K, a saber: w'u, para i = 1,...,n. Por lo tanto p(z) se
escinde en K y sus raices son separables. Concluimos que K/k es una extensién
finita de Galois.

Para cada o € G(K/k), el elemento o(u) ha de ser otra raiz de p(x), luego
existe un entero i determinado médulo n tal que o(u) = w'u. Consideremos la
aplicacién f : G(K/k) — Z/nZ dada por f(o) = [i].
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Se trata de un homomorfismo de grupos, pues si o(u) = wiv y 7(u) = wiv,
entonces 7(o(u)) = w/w(u), luego f(o7) = f(0) + f(7).

También es facil ver que se trata de un monomorfismo, luego G(K/k) es
isomorfo a un subgrupo de Z/nZ, luego ciclico de orden divisor de n. L]

Observemos que si en 2) queremos obtener el elemento u que cumple a =
u? € k'y K = k(u), simplemente hemos de buscar un u que cumpla o (u) = nu,
donde ¢ es un generador del grupo de Galois y 1 una raiz d-ésima primitiva de
la unidad en k.

Ahora vemos la restriccién técnica de la que habldbamos antes y que nos
impide pasar directamente de (17.1) a (17.3) y viceversa. Para sortear este
obstéculo necesitaremos algo de teoria de grupos.

17.2 Grupos resolubles

Las consideraciones de la seccién anterior llevan de forma natural a la defi-
nicién siguiente:

Definicién 17.4 Un grupo finito G es resoluble si existe una sucesién de sub-
grupos de G
1=Gp1G14--- 4G, =G (17.4)

tal que cada cociente G,4+1/G; sea un grupo abeliano.

En general, una sucesién de subgrupos (17.4) se llama una serie de G. Los
subgrupos G; se llaman términos de la serie y los cocientes G;4+1/G; se llaman
factores de la serie. Una serie es abeliana, ciclica, etc. si todos sus factores son
grupos abelianos, ciclicos, etc. En estos términos, un grupo es resoluble si tiene
una serie abeliana.

El nombre de ‘resoluble’ se debe a que, segin veremos, un polinomio es
resoluble por radicales si y sélo si su grupo de Galois es resoluble. Segun lo dicho
en la seccion anterior, quiza el lector piense que deberiamos haber definido un
grupo resoluble como un grupo con una serie ciclica. Sucede que es equivalente
—después lo probaremos—, pero la definicién que hemos dado resulta ser maés
manejable.

Ejercicio: Admitiendo que un grupo es resoluble si y sélo si tiene una serie ciclica,
probar que si K/k es una extensién de Galois de grado n y k contiene una rafz n-sima
primitiva de la unidad, entonces K/k es radical si y s6lo si G(K/k) es resoluble.

Es inmediato que todo grupo abeliano G es resoluble, pues 1 < G es ya una
serie abeliana de G.

Sin embargo hay grupos resolubles que no son abelianos. Por ejemplo una
serie abeliana de X3 viene dada por 1 < A3 < 3. Los factores son As/1 = C3
y 23/A3 = 02.

Una serie abeliana de ¥4 es 1 <9 V; < Ay < Sy4. Ahora Vy/1 = Cy x C2,
Ay/Vy = Csy ¥4/As = Cy (téngase en cuenta que un grupo de orden primo ha
de ser ciclico).
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Mas adelante veremos ejemplos de grupos no resolubles. Informalmente
podemos decir que la mayoria de los grupos finitos son resolubles. El menor
grupo no resoluble tiene 60 elementos y es el tinico grupo no resoluble de orden
menor que 120.

Una de las razones por las que la mayoria de los grupos son resolubles es
que la resolubilidad se conserva por la mayoria de las operaciones que pueden
realizarse con grupos. El teorema siguiente da cuenta de ello. Al mismo tiempo,
las propiedades que vamos a ver son las que nos permitiran esquivar las raices
de la unidad en la caracterizaciéon de las extensiones radicales.

Teorema 17.5 Se cumple:
1. Si G es un grupo resoluble y H < G, entonces H es resoluble.
2. Si G es un grupo resoluble y N < G, entonces G/N es resoluble.

3. Si G es un grupo y N es un subgrupo normal de G tal que N y G/N son
resolubles, entonces G es resoluble.

4. Si H y K son subgrupos resolubles de un grupo G y H < G, entonces
HK es resoluble. En particular el producto directo de grupos resolubles es
resoluble.

DEMOSTRACION: 1) Sea 1 = Gy < G; < -+ < G,, = G una serie abeliana
de G. Entonces

1=GoNnHLG NHL---<4G,N"NH=H
es una serie abeliana de H, pues, por el segundo teorema de isomorfia,
(Gi1 N H) / (G;NH) = (GiprNH) / (Gi N (Giyr N H))
2 Gi(Giq N H)/Gi < Giy1/Gi,

y como el ultimo grupo es abeliano, el primero también lo es. Por lo tanto H
es resoluble.

2)Sil=Gy <Gy <+ 4G, = G es una serie abeliana de G entonces
1=GyN/N14G;N/N<---<4G,N/N =G/N

es una serie abeliana de G/N, pues por los teoremas de isomorfia

(Gi41N/N) /(GiN/N) ~ @GN /GiN:GiH(GiN) /GiN

Git1/(Giy1 NGiN)

(Gi+1/Gi)/(<Gi+1 NGiN)/G;),
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y el dltimo grupo es un cociente del grupo abeliano G;+1/G;. Por lo tanto G/N
es resoluble.

3) Sean
1=N,dN; <---<dN, =N

1=H,/N<H/N<---<H,/N=G/N

series abelianas de N y G/N respectivamente. Entonces una serie abeliana de
G es claramente

1=No<dNy<9---dN,=Hy<dH; <---<H,, =G.

4) Por el teorema de isomorfia, HK/H = K/(H N K), que es resoluble por
ser cociente de K. Como H también es resoluble, por el apartado anterior HK
también lo es. n

Ahora ya podemos probar que, como anticipdbamos, los grupos resolubles
tienen series ciclicas. La idea es tomar series lo mas largas posibles.

Diremos que una serie de un grupo es estricta si cada término es un subgrupo
estricto del siguiente, es decir, si ningun factor es trivial.

Dado un grupo no trivial G, la serie estricta 1 <« G puede extenderse hasta
llegar a una serie estricta 1 = Go <« G1 < -+ <1 G, = G en la que ya no sea
posible insertar mas términos. No es posible insertar términos indefinidamente
porque el producto de los 6rdenes de los factores de una serie es igual al orden
de G, luego el niimero de factores nunca puede superar el orden de G.

El hecho de que entre dos términos G; <1 G;+1 no sea posible insertar ningin
subgrupo, o sea, que no haya subgrupos H tales que G; << H <1 G;41, equivale,
segtn el teorema 9.27, a que ningin factor G;11/G; posea subgrupos normales
1« H/G, < Gi+1/Gi.

Un grupo no trivial G que no posea subgrupos normales propios es un grupo
simple. Acabamos de probar que todo grupo no trivial posee una serie estricta
cuyos factores son simples.

Por el tercer teorema de isomorfia cualquier factor de cualquier serie de un
grupo resoluble es resoluble, luego un grupo resoluble tiene una serie estricta
formada por grupos simples y resolubles a la vez. Ahora bien:

Teorema 17.6 Un grupo finito es simple y resoluble si y sélo si es ciclico de
orden primo.

DEMOSTRACION: Un grupo ciclico de orden primo no tiene subgrupos pro-
pios, luego es simple, y es abeliano, luego es resoluble.

Si un grupo G es simple y resoluble su tnica serie es 1 < G, luego ha de
ser una serie abeliana, pero entonces G es abeliano. Como todos los subgrupos
de un grupo abeliano son normales s6lo puede ser simple si no tiene subgrupos.
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Por definicién de grupo simple G no es trivial, luego existe un g € G no trivial.
Entonces (g) # 1, y como G no tiene subgrupos propios, G = (g), o sea, G es
ciclico. Pero un grupo ciclico posee subgrupos para todos los divisores del orden
del grupo, luego el orden de G ha de ser un niimero primo. L]

Consecuentemente hemos probado:

Teorema 17.7 Si G es un grupo resoluble, entonces G tiene una serie cuyos
factores son grupos ciclicos de orden primo.

Con esto ya podemos caracterizar las extensiones radicales, pero todavia
necesitaremos un hecho mas para demostrar que la ecuacién general de grado n
no es resoluble por radicales cuando n > 5. La causa reside fundamentalmente
en el teorema que probamos a continuacion:

Teorema 17.8 Sin > 5 entonces el grupo alternado A,, es un grupo simple y
no abeliano. En particular A, y 3, no son resolubles.

DEMOSTRACION: Dividimos la prueba en varios pasos:
1) A, estd generado por los ciclos de longitud 3.

Consideremos un producto de dos trasposiciones. Ha de ser de la forma
(a,b)(c, d) o bien de la forma (a,b)(a, ).

En el primer caso (a,b)(c,d) = (a,b,c)(c, a,d).

En el segundo (a,b)(a,c) = (a,b, ).

Todo elemento de A,, se puede expresar como producto de un nimero par de
trasposiciones, y cada par de trasposiciones se puede sustituir por un producto
de ciclos de longitud 3, luego toda permutacién de A,, se expresa como producto
de ciclos de longitud 3.

2) Si un subgrupo N < A,, contiene un ciclo de longitud 3, entonces N = A,,.

En efecto, sea (a,b,c) € N. Si o es cualquier otro ciclo de longitud 3, por el
teorema 9.18 existe una permutacién 7 € ¥, tal que (a,b,c)” = o.

Si T € A, entonces o = (a,b,c)” € N" = N.

Si 7 es impar, (a,b,¢) = (¢,b,a)~" = (¢,b,a)@9), y o = (¢,b,a)(*)7, donde
ahora la permutacion (a, ¢)7 es par y, como (¢, b,a) = (a,b,c)~* € N, concluimos
igualmente que o € N.

Por lo tanto N contiene a todos los ciclos de longitud 3, que generan A,
luego N = A,,.

3) As es simple.

Si N 94 A5y N # 1, un elemento de N ha de ser de la forma (a,b,c),
(a,b,c,d,e) o bien (a,b)(c,d).

Si N contiene un elemento de la forma (a, b, ¢) ya hemos visto que N = As.

Si N contiene un elemento de la forma (a, b, ¢, d, e), entonces

(a,b,c,d,e)(a,b,c,d, e)(“’b)(d’e) = (a,b,c,d,e)(b,a,c,e,d) = (b,e,c) € N,
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luego también N = As.
Si N contiene un elemento de la forma (a,b)(c, d), sea e distinto de a, b, ¢, d.
Entonces

(a,b)(c,d)((a,b)(c,d))

luego también N = As. Por lo tanto As es simple.

0 = (a,b)(c,d)(b,€) (¢, d) = (a,e,b) € N,

4) Finalmente probamos que A, 11 es simple suponiendo que lo es A,,.

Sea N < A, 41y N # 1. Notemos que una permutacién como (1,2, 3) puede
considerarse como permutacién de Az o de A4, etc. Con precisién, podemos
identificar A,, con el conjunto de las permutaciones de A,; que dejan fijo a
n+1. Asi A, < Ap41.

Tenemos que N N A, < A,, y por hipdtesis de induccién es simple, luego
NNA,=1o0bien NNA, = A,. Sise da el segundo caso, entonces N contiene
todos los ciclos de longitud 3 de A,,, luego N = A, ;1.

Veamos que no puede ocurrir N N A,, = 1. En tal caso sea 0 € N, o #£ 1.

Sea j = o(n+1) #n+ 1. La permutacién o no puede ser una trasposicién
porque seria impar. Tampoco puede ser un ciclo de longitud 3 porque entonces
N = A,4+1. En consecuencia podemos encontrar indices k # [ distintos de j
y de n 4+ 1 tales que o(k) = [ (en la expresién de o como producto de ciclos
disjuntos apareceran al menos 4 indices).

Sea 1 = g1 (kLuv)  donde u y v son elementos distintos de los anteriores
(estamos en el caso en que n > 6). Como hemos conjugado por una permutacién
par, tenemos que o7 € N.

Como o(n + 1) = j, se cumple que 7(j) = n+ 1 y como o(k) = [, también
7(l) = u. Por lo tanto (67)(n + 1) = n + 1, mientras que (o7)(k) = u, luego
ot # 1, pero ot € N N A,,, contradiccion.

El hecho de que A,, es no abeliano para n > 5 es consecuencia inmediata de
que A,, contiene a A4, que es un grupo no abeliano:

(1,2,3)(1,2) = (2,3), (1,2)(1,2,3) = (1,3).

Puede probarse que As es el menor grupo simple no abeliano y también el
menor grupo no resoluble. También hemos visto que X, es resoluble paran < 4.

La teoria de grupos resolubles va mucho més alla del alcance de este libro.
Aunque no nos va a hacer falta mas adelante demostraremos un 1iltimo resultado
sobre estos grupos porque involucra un concepto béasico de la teoria general de
grupos que es conveniente conocer. La serie descrita en el teorema 17.7 tiene la
mayor longitud posible. Tiene tantos factores como primos aparecen en el orden
de G. Su interés reside en que sus factores son los més sencillos posibles, pero
a veces interesa todo lo contrario, es decir, trabajar con una serie abeliana de
longitud minima. Para construirla partiremos de G y en cada paso tomaremos
el menor subgrupo que podamos sin que el cociente deje de ser abeliano.
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Definicion 17.9 Sea G un grupo. Llamaremos subgrupo derivado de G al sub-
grupo G’ generado por los elementos de la forma [z, y] = 2~ 'y~ xy, para todos
los z, y € G.

El elemento [z,y] se llama conmutador de x, y. Su nombre se debe a que
obviamente zy = yx[z,y]. En particular [x,y] = 1 si y sblo si zy = yx, es decir,
siy sélo si x e y conmutan.

El teorema siguiente afirma que G’ es el menor subgrupo normal de G cuyo
cociente es abeliano.

Teorema 17.10 Sea G un grupo. Entonces
1. G <G y G/G' es un grupo abeliano.
2. Si N 4G, entonces G/N es abeliano si y sdlo si G' < N.

DEMOSTRACION: 1) Es inmediato que si z, y, g € G entonces [z,y]Y =
[29,99]. Los elementos de G’ son productos de conmutadores, luego sus conju-
gados también, es decir, G'9 < G’, lo que prueba que G’ es normal.

Claramente el cociente G/G’ es abeliano, pues si 2G’, yG’ son dos de sus
elementos, tenemos que z~ 'y~ lzy € G’, luego (zG")(yG') = (yG')(xG").

2) Si G’ < N, entonces G/N = (G/G’)/(N/G'), que es un grupo abeliano
por ser un cociente de un grupo abeliano.

Si G/N es abeliano entonces para todo z, y € G se cumple (zN)(yN) =
(yN)(xN), luego [x,y] = 2 'y~ lay € N y, como los conmutadores generan G,
concluimos que G’ < N. "

En particular un grupo G es abeliano si y sélo si G’ = 1. Un grupo simple no
abeliano ha de cumplir G’ = G, pues ha de ser G’ # 1 y no hay mds subgrupos
normales. Otra propiedad evidente es que si H < G, entonces H' < G’.

Definimos el derivado n-simo G™ de un grupo G mediante

GO) — G, Gn+1) _ (Gn)>/ .
Claramente se cumple
Gt g g g ... a4 GY 4 @Y = G
Si existe un niimero n tal que G™ = 1 entonces la serie derivada
1=@gm < < Qv 4 G2 = qG.
es abeliana, luego G es resoluble. Reciprocamente, si G es resoluble y

l=H, 9 - < H < Hy=G

es una serie abeliana de G, aplicando repetidamente el teorema anterior obte-
nemos que G < H; para i = 1,...,n. En efecto, si vale para 4, como H;/H;1
es abeliano tenemos que G't1) = (Gi))/ < H!< H;y.

Asi concluimos que G™ =1 y que la longitud de la serie derivada es menor
o igual que la longitud de la serie dada. La serie derivada es, pues, la menor
serie abeliana de un grupo resoluble.
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17.3 Caracterizacion de las extensiones
radicales

Por fin estamos en condiciones de probar el teorema (debido a Galois) que
caracteriza las extensiones radicales en términos de su grupo de automorfismos.
Recordemos que el tnico problema era que hasta ahora tenfamos que suponer
que el cuerpo base contenia una raiz de la unidad adecuada. Aunque es posible
dar resultados més finos, para no tener problemas con la existencia de raices
primitivas, trabajaremos con cuerpos de caracteristica cero.

Teorema 17.11 Sea k un cuerpo de caracteristica 0, sea K/k una extension
radical y L un cuerpo tal que k C L C K con L/k de Galois. Entonces G(L/k)
es resoluble.

DEMOSTRACION: Por el teorema 17.2 podemos suponer que K/k es de Ga-
lois. Por el teorema de Galois, G(L/k) = G(K/k)/G(K/L), luego basta probar
que G(K/k) es resoluble.

Sean K = k(a1,...,an) y 71,...,7n segin la definicién 17.1.

Sea Ko = k y paracadai =0,...,n—1, sea K;11 = K;(a;+1). De este
modo tenemos

k=KoCcK,C---CK, =K.

Sea m = ry---r, y sea w una raiz m-sima primitiva de la unidad en una
extensién de K. Sea L; = K;(w). Entonces

k(wy=LyCLiC---CL,=K(w)

y Liv1 = Li(ait1).

Ahora, L,/Ly = K(w)/k(w) = Kk(w)/k(w). Por el teorema 15.6 la ex-
tensiéon L,, /Ly es finita de Galois y G(L,,/Lg) = G(K/ (Kn k(w)))

Llamemos b; = a;* € K;_1. Por el teorema 17.3 la extensién L;/L;_; es finita
de Galois y el grupo G(L;/L;_1) es ciclico. Sea H; = G(L,,/L;). Entonces

l=H,<H, 1 <---<H QHy=G(L,/Lo).
y los factores
Hi/Hi-y = G(Ly /L) | G(Ln/Li-1) = G(Li/Li)

son ciclicos. Esto prueba que el grupo G(L,,/Lg) es resoluble y por consiguiente
G(K/(K Nk(w))) también lo es.

La situacién es k C K N k(w) C k(w). La extensién k(w)/k es ciclotémica,
luego abeliana, por lo que (K Nk(w))/k es una extensién finita de Galois abe-
liana. Ademds

G((K nk(w)) /k) = G(k(w)/k) [G(K/ (K Nk()))
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es un grupo abeliano, luego resoluble.
Finalmente consideramos k C K N k(w) C K. Se cumple que

G(K/k) [ G(K /(K Nk(w))) = G((K N kw)/k)

y tanto G(K/(K N k(a))) como G((K N k(w))/k) son resolubles, por lo que
G(K/k) es resoluble. u

Ahora vamos a probar el reciproco. Notemos que al igual que ocurre con el
teorema anterior, la prueba se complica por la necesidad de incorporar una raiz
primitiva.

Teorema 17.12 Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y K/k una extension finita
de Galois tal que G(K/k) sea resoluble. Entonces existe una extension radical
de k que contiene a K.

DEMOSTRACION: Sea n el grado de la extensién K /k y sea w una raiz n-sima
primitiva de la unidad en una extensién de K. Como en el teorema anterior se
prueba que la extensién K(w)/k(w) es finita de Galois y

G = G(K(w)/k(w))= G((K/(K N kW) )< GE/R)
es resoluble. En consecuencia existe una serie ciclica
1=Gn dGpn-1<---4G1 2Go =G.
Sea F; el cuerpo fijado por G;. Entonces G; = G(K(w)/Fi) y
kwy=FyCcF C---CF,=KWw).

Para cada i tenemos F;_; C F; C K(w), y como G;—1 < G;, también
F;/F;_1 es de Galois y G(F;/F;_1) =2 G;/G;_1 es ciclico. Sea

ri= |Fos Fioa] | [K(@) s b(w)] = [G(K @)/k(w)| [GUE/R)] = n.

Podemos aplicar el teorema 17.3, que nos da que F; = F;_1(a;), donde a; es una
raiz de un polinomio =" — b; € F;_1[x].
Asi
kECk(w)Ck(wya)C - Ck(w,aq,...,am) =KWw)

y claramente K (w)/k resulta ser una extensién radical que contiene a K. m
El teorema siguiente es consecuencia inmediata de los dos anteriores:
Teorema 17.13 (Galois): Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y p(z) un po-

linomio no constante con coeficientes en k. La ecuacidn p(x) = 0 es resoluble
por radicales si y sdlo si el grupo de Galois de p(z) sobre k es resoluble.
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Si p(z) es un polinomio de grado menor o igual que 4, su grupo de Galois es
isomorfo a un subgrupo del grupo de las permutaciones de sus raices, es decir,
de X, paran < 4, luego es un grupo resoluble. Por lo tanto todas las ecuaciones
de grado menor o igual que 4 son resolubles por radicales (y la forma concreta
de resolverlas nos la dan los teoremas de Cardano y Ferrari).

Es obvio que existen ecuaciones de grado superior a 4 resolubles por radicales.
Hemos visto un ejemplo tras la definicién 17.1. Sin embargo sucede que no
todas lo son. No es facil encontrar ejemplos concretos con los métodos de los
que disponemos. Aunque no vamos a demostrarlo, lo cierto es que la ecuacion
2% — 42 + 2 = 0 no es resoluble por radicales.

17.4 La ecuacién general de grado n

Como suele suceder en teoria de numeros, es mas facil obtener resultados
generales que estudiar casos particulares, y asi, mas facil que mostrar ejemplos
concretos de ecuaciones no resolubles por radicales es probar que la ecuacién
general de grado n no es resoluble por radicales cuando n > 5, es decir, que no
existen férmulas similares a las de Cardano y Ferrari que nos expresen las raices
de una ecuacién polinémica arbitraria a partir de sus coeficientes mediante una
expresion radical. Para plantear el problema con precisién necesitamos una
definicién algebraica de ‘ecuacion general’.

Definicién 17.14 Sea n > 1, k un cuerpo y K = k(aop,...,an—1) €l cuerpo
de las fracciones algebraicas en las indeterminadas aq,...,a,_1. Llamaremos
polinomio general de grado n sobre k al polinomio

po() = 2" +ap_ 12"+ -+ a1z + ap € K[z].
La ecuacién py,(x) = 0 se llama ecuacidn general de grado n.
De este modo transformamos el concepto légico de variables arbitrarias

ag, - .. ,a,_1 en el concepto algebraico de indeterminadas de un cuerpo de frac-
ciones algebraicas. A efectos practicos es equivalente. Por ejemplo, la férmula

_ —ar++/af —4ag
2

se interpreta ahora como la expresién de las raices de ps(x) en una extensién de
K. En general, una expresion para la solucién de la ecuacién general de grado n
sobre un cuerpo k es una féormula para resolver todas las ecuaciones particulares
de grado n con coeficientes en k (de aqui el nombre de ecuacién general).

Por lo tanto, si probamos que la ecuacion general de grado n no es resoluble
por radicales para n > 5, habremos probado que no existen teoremas similares
a los de Cardano y Ferrari para grados superiores a 4. Para ello es suficiente
demostrar que el grupo de Galois del polinomio general de grado n es X,,, pues
hemos visto que el grupo X,, no es resoluble para n > 5.
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Teorema 17.15 Sea k un cuerpo de caracteristica 0. FEntonces el grupo de
Galois del polinomio general de grado n sobre k es isomorfo a %,,.

DEMOSTRACION: Sean ag, . . . , G,_1 los coeficientes de p,, (z) y sean u, . .., uy,
las raices de p,(x) en una extensién de k(aog, ..., a,—1). Entonces,
F=Fk(ag, . ,Qn_1,U1,.-.,Up)
es un cuerpo de escisién de p,(z) sobre k(ag,...,an_1).

Tenemos que p,(z) = (x —uy) -+ (z — up), luego por el teorema 15.23 se
cumple que ay = (—1)""*e, _1(u1,...,u,) parak=0,...,n — 1.

Consideremos la aplicaciéon

¢: klag,...,an—1] — Kklel,... en)
h(ag,...,an-1) h((—l)”em . —el)
Claramente se trata de un epimorfismo de anillos.
Adem4s si (/)(h(ao, .. .,an,l)) = 0, entonces h((—l)"en, ol —61) =0yen
particular
h((—l)"en(ul, ceyUp)y ey —e1 (U, ,un)) =0,
o sea, h(ag,...,an—1) = 0, lo que prueba que se trata de un isomorfismo de
anillos, que se extiende a un isomorfismo entre los cuerpos k(ag,...,an—1) y
k(ei,...,en) y que, a su vez, se extiende a un isomorfismo entre sus respectivos

anillos de polinomios en la indeterminada z.
La imagen por este isomorfismo del polinomio general p, () es

2" —ex" M (=), = (x — 1) - (T — ).

Como F es el cuerpo de escisién sobre k(ag, . .., a,—1) de pp(x) y k(z1, ..., 25)
es el cuerpo de escisién sobre k(eq,...,e,) de (x —21) -+ (x — ), es claro que
los respectivos grupos de Galois deben ser isomorfos, es decir,

G(F/k(ao, ... an-1)) = G(k(z1,...,2,)/k(e1,... en)).

El primero es el grupo de Galois de p,(z) y el segundo es isomorfo a ¥,, por
el teorema 15.25. n

Como consecuencia inmediata tenemos:

Teorema 17.16 (Abel) La ecuacién general de grado no es resoluble por radi-
cales para n > 5.



Apéndice A

El teorema de la base
normal

En este apéndice demostraremos un teorema de cierta importancia en la
teorfa de Galois (especialmente en relacién con la cohomologia de grupos). Su
enunciado es muy sencillo: si K/k es una extensién de cuerpos, una base normal
de K sobre k es una base cuyos elementos forman una clase de conjugacion,
es decir, son todas las raices de un mismo polinomio irreducible de k[z]. El
teorema de la base normal afirma que toda extension finita de Galois tiene una
base normal.

Ejercicio: Probar que si una extensién finita tiene una base normal entonces es de
Galois.

Un enunciado alternativo del teorema de la base normal es que en toda
extension finita de Galois K /k existe un v € K tal que {o(v) | 0 € G(K/k)} es
una k-base de K.

Como primer paso de la demostracién probamos el resultado siguiente:

Teorema 1 Si K/k es una extension finita de Galois, el cuerpo k es infinito y
G(K/k) ={o1,...,0n}, entonces existe unv € K tal que la matriz (O’iU;l(U))ij
tiene determinante no nulo.

DEMOSTRACION: Sea n = |K : k|. Sea u un elemento primitivo, es decir,
K = k(u). Esto implica que polmin(u, k) tiene grado n, luego los conjuga-
dos o1(u),...,on(u) son distintos dos a dos. Sea g(x) € KJ[z] un polinomio
cuyas raices sean exactamente los conjugados de u distintos del propio u. Mul-
tiplicdndolo por la constante adecuada podemos exigir que g(u) = 1.
Claramente entonces g(o;o; ' (u)) = 6;;, donde

so_ 1 sii=]
TV 0 siiAj
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Al aplicar el automorfismo O’Z'O'j_l alaigualdad g(o;0; ' (u)) = 6;; obtenemos

((Uz'o’j_l)(g))(u) = dij,
donde (aiaj_l)(g) es el polinomio que resulta de sustituir los coeficientes de g
por sus imégenes por el automorfismo.
Consideremos ahora el polinomio p(x) = det((aiajfl)(g)(x)). Obviamente
es no nulo, pues p(u) = 1.
Como tiene un numero finito de raices y el cuerpo k es infinito, existe un
a € k tal que p(a) # 0. Como (aicrj_l)(a) = a, es claro que

(i3 1) (9)) (@) = (0505 ) (9(a)),
luego si llamamos v = g(a) se cumple p(a) = det((aicrj_l)(v)) # 0. "

Con esto ya podemos probar:

Teorema 2 Si K/k es una extensidn finita de Galois y el cuerpo k es infinito
entonces K/k tiene una base normal.

DEMOSTRACION: Sea G(K/k) = {o1,...,0,} y sea v segin el teorema
anterior. Basta probar que los conjugados o1 (v),..., 0, (v) forman una k-base
de K. De hecho basta ver que son linealmente independientes. Supongamos
que existen elementos aq,...,a, € k tales que

a101(v) + -+ + apop(v) = 0.

Aplicamos aj_l para j = 1,...,n y obtenemos un sistema de ecuaciones de la
forma

n
Zai(aiaj_l)(v):O, ji=1...,n.
i=1

El hecho de que la matriz (aiaj_

que sus columnas son linealmente independientes, luegoa; =---=a, =0. =

(v))ij tenga determinante no nulo significa

Nos falta demostrar que las extensiones finitas de cuerpos finitos tienen bases
normales. Segin hemos visto en el capitulo XV, estas extensiones son ciclicas,
luego el caso restante estd incluido en el teorema préximo, con el que concluye
la prueba.

Teorema 3 Toda extension ciclica tiene una base normal.

DEMOSTRACION: Sea G(K/k) = (o). Vamos a dotar a K de estructura de
modulo sobre el anillo k[z]. Para ello definimos

(amz™ 4 -+ a1z + ag) = ap o™ () + - - + a10(a) + apa.

Es f4cil ver que con este producto (y su suma) K es ciertamente un k[z]-médulo.
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Mas atn, es un moédulo finitamente generado, pues una k-base de K es
también un generador de K como k[z]-médulo (notar que el producto por ele-
mentos de k como subconjunto de k[z] coincide con el producto como k-espacio
vectorial).

Como k[x] es un dominio de ideales principales podemos usar los teoremas
de estructura vistos en el capitulo XVI.

Sin = |K : k| tenemos que o™ = 1, es decir, 0" (o) — a = 0, o equivalente-
mente, (z™ — 1)a = 0 para todo a € K. Esto significa que todos los elementos
de K son de torsion, luego el teorema 16.9 nos da la descomposicién

K=)® - ®(Ym),

donde, si llamamos p;(x) = o(y;), los p; son polinomios no constantes y cumplen
pi | piv1. Es obvio entonces que el polinomio p,, anula a todos los elementos
de K. Su grado no puede ser menor que n, pues en tal caso, si p,(z) =
An_12" ' 4+ -+ a12 + ag, tendriamos que

an10" " Ha)+ -+ ajo(a) +apa =0  paratodo a € K,

en contradiccién con el teorema 15.2 (es facil ver que de hecho p,,(z) = 2™ —1).
Ahora podemos probar que los conjugados de ¥, forman una base normal,
es decir, son linealmente independientes. Si se cumpliera que

an—lan_l(ym) +ee ala(ym) + aoym = 0,
para ciertos elementos a; € k, entonces tendriamos

(an—lxnil +---taxr+ aO)ym, = 07

es decir, q(z)y, = 0 para un cierto polinomio g(x) de grado menor que n.
Entonces o(y.,) | q(x), y comparando los grados ha de ser g(x) = 0, o sea,
an71:~-~:aozo. u

El lector con conocimientos adicionales de algebra lineal se habra dado
cuenta de que la prueba se reduce a demostrar que el polinomio minimo de
o es " — 1, con lo que el submédulo generado por y,, tiene dimensiéon n y es,
por lo tanto, todo K, y por otra parte es sabido que una base de dicho médulo
es la formada por ¥, 0(Ym), -+, 0" (Ym).






Apéndice B
Extensiones inseparables

Practicamente todas las extensiones de cuerpos que hemos manejado en este
libro han sido de caracteristica 0 y por tanto separables. Aqui describiremos el
comportamiento béasico de las extensiones no separables. El lector debe tener
presente que es posible adentrarse bastante en la teoria de niimeros sin encon-
trarse nunca con extensiones no separables, por lo que quizd nunca necesite
conocer los resultados de este apéndice. No obstante, cuando se trabaja con
extensiones de cuerpos infinitos de caracteristica prima (aunque sean separa-
bles) es 1til conocer el comportamiento de las extensiones no separables para
justificar que las extensiones que interesan son realmente separables.

Puesto que todas las extensiones de caracteristica 0 son separables, en todo
este apéndice supondremos que todos los cuerpos son de caracteristica prima p.
En primer lugar veremos cémo factorizan los polinomios en el caso general.

Definicién 1 Sea k un cuerpo y f(z) € k[x] un polinomio no constante. Se
llama grado de inseparabilidad de f(x) a la mayor potencia p™ tal que f(x) =
g(xP"), para cierto g(x) € k[z].

Obviamente g(x) no puede ser constante, y grad f(z) = gradg(z?") =
p" grad g(z), luego ciertamente hay un maximo n que cumple f(z) = g(zP"
para cierto g. El interés de este concepto lo muestra el teorema siguiente:

Teorema 2 Sea k un cuerpo y f(x) € klx] un polinomio irreducible con grado
de inseparabilidad p™. Entonces la factorizacion de f(x) en su cuerpo de escision
es

n

f@) =ao(w —ar)?" - (& —a,)"",
donde aq,...,a, son distintos dos a dos.

DEMOSTRACION: Tenemos que f(z) = g(zP") y el polinomio g(z) no puede
expresarse en la forma g(z) = h(z?), o de lo contrario f(z) = h(z?" ), en
contra de la definicién del grado de inseparabilidad. El teorema 8.33 nos da
entonces que ¢g'(z) # 0.
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Por otra parte g(x) es irreducible, ya que si g(x) = wu(z)v(z) entonces
también f(z) = u(zP" )v(zP"), luego uno de los factores, digamos u(zP"), es
constante, y u(x) también.

Segun el teorema 8.32, las raices de g(x) son simples, luego su factorizacién
en una clausura algebraica de k es de la forma

g(x) = ag(z —b1) -+ (z = by),

donde by, ...,b, son distintos dos a dos.
Sea ahora a; una raiz de zP" — b;. Entonces
f@) =g(@") = ag(a”” —al ). (@ —al") = ao(w —ar)?" - (v —a,)"".

Asi pues, todas las raices de un mismo polinomio irreducible tienen la misma
multiplicidad y ésta es potencia de p. El concepto clave en el estudio de las
extensiones no separables es el de la inseparabilidad pura, que en cierto sentido
es el complementario de la separabilidad.

Definiciéon 3 Un elemento algebraico sobre un cuerpo k es puramente insepa-
rable si es la tnica raiz de su polinomio minimo sobre k. Una extensién K/k es
puramente inseparable si y sélo si todo elemento de K es puramente inseparable
sobre k.

Obviamente un elemento a es a la vez separable y puramente inseparable
sobre k si y sélo si polmin(a, k) =z — a, si y sélo si a € k.

Mas en general, segiin el teorema anterior, un elemento a es puramente
inseparable sobre k si y sélo si su polinomio minimo es

n n n

polmin(a, k) = (z —a)? =27 —aP .

Entonces a?” € k y, reciprocamente, si a?” € k para cierto n entonces a
es rafz del polinomio (z — a)?" € k[z], luego polmin(a, k) | (z — a)?", y a es
puramente inseparable sobre k. Es decir, hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 4 Un elemento a en una extension de un cuerpo k es puramente
. . , . . . n
inseparable sobre k si y solo si existe un numero natural n tal que aP € k.

De aqui se sigue facilmente que la adjuncién a un cuerpo de elementos pu-
ramente inseparables da lugar a extensiones puramente inseparables y que una
cadena de extensiones es puramente inseparable si y s6lo si lo son sus términos.

Definicién 5 Sea K/k una extensién de cuerpos. Definimos la clausura sepa-
rable de K sobre k como el conjunto K, de todos los elementos de K separables
sobre k, y la clausura puramente inseparable (o clausura perfecta) de K sobre
k como el conjunto K, de todos los elementos de K puramente inseparables
sobre k.
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Del teorema 8.40 se sigue facilmente que K, es un cuerpo, y el teorema 4
implica que K, también lo es.

Definimos el grado de separabilidad y el grado de inseparabilidad de una
extensiéon K/k como los grados, respectivamente, |K, : k| y | K, : k|.

Si la extensién K, /k es finita su grado es potencia de p (por transitividad
de grados se reduce al caso de una extension simple y éste es evidente porque
los polinomios minimos de los elementos puramente inseparables tienen grado
potencia de p).

El teorema siguiente nos da un gran control sobre las extensiones de ca-
racteristica prima, pues las reduce a una extensién separable y una puramente
inseparable:

Teorema 6 Sea K/k una extension algebraica. Entonces la extension K/K
es puramente inseparable y K/K, es separable.

DEMOSTRACION: Sea a € K. Sea p(x) = polmin(a, k). Sea p™ su grado de
inseparabilidad. Entonces f(z) = g(zP"), con g(x) € k[z]. Entonces g(a?") =
f(a) = 0 e igual que en la prueba del teorema 2 vemos que g(x) es irreducible
y ¢'(x) # 0. Por lo tanto a?” es raiz simple de g(x), y en consecuencia a?” es
separable sobre k, o sea, a?" € K,. Segin el teorema 4 tenemos que K /K es
puramente inseparable.

Por otra parte, sea L la clausura normal de K sobre k. Entonces K, es el
cuerpo fijado de la extensién L/k. En efecto, un elemento de L estd en el cuerpo
fijado de L/k si y s6lo si él es su tnico k-conjugado, si y sélo si es la dnica rafz
de su polinomio minimo sobre k, si y sélo si estd en K,. Obviamente K, es
también el cuerpo fijado de L/K, y por el teorema 8.37 L/K,, es separable, y
K /K, también. "

Asi pues, tenemos las cadenas

kCK;CK y kC K, CK.

La primera tiene el primer tramo separable y el segundo puramente insepa-
rable, y la segunda tiene el primer tramo puramente inseparable y el segundo
separable. Veamos ahora el comportamiento de los monomorfismo con relacion
a estas descomposiciones. Nos basamos en el teorema siguiente:

Teorema 7 Sea K/k una extensién puramente inseparable y o : k — C un
monomorfismo de k en una clausura algebraica de K. Entonces o admite una
Unica extensién a K.

DEMOSTRACION: Por el teorema 8.19 sabemos que o admite al menos una
extensién o*. Esta es tinica, pues si @ € K entonces existe un n tal que a?" € k,
luego *(a)?" = o(a?"), con lo que o*(a) es necesariamente la tinica rafz del
polinomio 27" — o(a?") en C. n
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Teorema 8 Sea K/k una extension algebraica. Entonces
K =K,K, Y k=K,NKp.

St ademds es finita de grado n, su grado de separabilidad es ns y su grado de
inseparabilidad es n, entonces

n=nsn,, |K:K,|=n;g Y |K : K| = nyp.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que k = K, N K,. La extensién K/K K, es
separable y puramente inseparable, luego K = K K.

El grado de separabilidad de K /k es el nimero de k-monomorfismos de K y
por el teorema anterior cada uno de ellos se extiende a un 1inico k-monomorfismo
de de K.

Por otra parte es obvio que todo k-monomorfismo de K es un K,-monomor-
fismo de K (un k-monomorfismo de K envia un elemento puramente inseparable
de K a un k-conjugado, o sea, a s{ mismo). Asi pues n, es el nimero de K-
monomorfismos de K, y como K/K,, es separable esto es el grado |K : K,|. La
cadena k C K, C K nos da ahora la igualdad n = nsn, y lacadena k C K; C K
nos da |K : K| = n,. "

Conviene destacar que en la prueba anterior hemos visto que en general
el nimero de k-monomorfismos de una extensién finita K/k es el grado de
separabilidad de la extensién.

Terminamos con algunas observaciones sencillas: toda extensién puramente
inseparable es normal, y si K/k es una extensién normal entonces

G(K/k) = G(K/K,) = G(K,/k), G(K,/k) = 1.



Apéndice C
La resultante

Dedicamos este apéndice a estudiar los conceptos de resultante y discrimi-
nante, que son ttiles al profundizar en el estudio de los polinomios.

Definicién 1 Consideremos un anillo conmutativo y unitario A y dos polino-
mios

f(@) = ape” + arz" '+ an,  g(x) =bor™ +bia™ T 4o 4 by,

donde apbg # 0. Definimos la resultante de f(x) y g(x) como el determinante

a(_) al ... P an
aO al PR DY a/n
. ap a QA
R(f,9) = bo by -+ -+ by,
bo by - - by
bo by -+ - by

donde los coeficientes de f aparecen en m filas y los de g en n filas (y donde se
entiende que los huecos corresponden a coeficientes nulos).

En particular, si en el anillo de polinomios A = Zlug, ..., Un, Vo, - - -, V)
consideramos los polinomios

f(@) =upz” +ua™ 4, g(@) = ver™ + 1™+ U,
tenemos la resultante general R € Z[ug, . .., Un, Vo, - . . , U] de grados n y m, que
es un polinomio que se particuliza a la resultante de cualquier par de polinomios

fy g de grados n y m en cualquier anillo A, cuando sus variables se sustituyen
por los coeficientes de f y g.

315
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De la propia definicién de determinante se sigue inmediatamente que la resul-
tante general R(ug,...,Un,Vo,...,Vy) €S un polinomio cuyos monomios tienen
todos m variables u; y n variables v;. El monomio uf'v), (la diagonal del de-
terminante) aparece con coeficiente 1. En particular tenemos que R # 0.

Tenemos las relaciones siguientes en Z[ug, . . ., Un, V0, - - - , U, T]:
apx™t M1y gragntm—24 = xmilf(x)
agztm—24 +anpz™ 2 =a™m 2 f(x)
a0$n+alzn71 e an = f(;z)
bol‘n+m_l+ b11‘n+m_2+ .. +bmx"7‘_1 = mn—lg(m)
b0$n+7n72+ .. = xn72g(x)
boétn +b1xn71 bm = g(x)

Esto se interpreta como que el sistema de ecuaciones lineales que tiene por
matriz la que define a R y con términos independientes los de los miembros de-
rechos, tiene por solucién (z"+tm=1 gntm=2 'z 1). Como R # 0, podemos
resolver este sistema por la regla de Cramer y, concretamente, la dltima com-
ponente (igual a 1) se obtiene como cociente de dos determinantes, uno de ellos
es R y el otro es el determinante que resulta de sustituir la dltima columna de
la matriz que define a R por el vector de términos independientes. Concluimos
que R es igual a este ultimo determinante y, como los términos independientes
son multiplos de f(z) o de g(x), concluimos que

R=Ff+Gg,

para ciertos polinomios f, g € Z[ug,...,Un, V0, ..,Vm,2]. Sustituyendo las
indeterminadas u;, v; por elementos de un anillo A, obtenemos que, para todo
par de polinomios f(x), g(z) € A[z], existen polinomios F'(z), G(z) € A[z] tales
que

R(f,g) = F(z)f(x) + G(x)g(x).

En particular, vemos que si f(z) y g(x) tienen una raiz comun (en A o en
cualquier extension), entonces R(f,g) = 0. El resultado principal que queremos
probar es el reciproco.

Para ello consideramos el anillo B = Z[ug, vo, $1, -, Sn,t1,---,tm], y €en
Blz] los polinomios

F(z)=ug(x —s1) - (x —sn), Gx)=vo(x —t1) (T —tm).

Llamemos u;,v; € B a los coeficientes de F' y G respectivamente, y vamos
a calcular R(F,G). Observemos que u; = ugu;, donde u} es el coeficiente -
ésimo de F'/ug, e igualmente v; = vov,. Como cada monomio de R contiene m
variables u; y n variables v;, es claro que

R(F,G) = ug'vyh,
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para cierto h € C = Z[s1,...,58p,t1,...,tn]. Sien R sustituimos un ¢; por un
si, obtenemos la resultante de dos polinomios con una raiz en comtn, luego se
anula (y h también). Si vemos a h como polinomio en

Z[s1,. . 8pyt1, .. tiy oot [ti]

(donde el circunflejo significa que quitamos ¢;), tenemos que s; es raiz de h,
luego h es divisible entre s; — t;, para todo ¢ y todo j. Como estos polinomios
son primos entre si dos a dos, concluimos que

R(F,G) = ug'vg[1(si — t;)h,

,J
para cierto b’ € C.
Ahora bien, cada u; (para ¢ > 1) es un polinomio de grado n en s1,..., s,
y cada u; (para j > 1) es un polinomio de grado m en t¢1,...,%¢,. Por otra

parte, en cada monomio de R(F,G) aparecen m variables u; y n variables v;,
luego R(f, g) tiene grado mn en cada una de las variables s;, t;. Como lo mismo
es cierto para el producto que aparece en la igualdad anterior, concluimos que
h' € Z[ug,v]. Ahora bien, podemos expresar

R(F,G) = u'l [ G(s0),
=1

de donde se sigue que el miembro derecho (sin contar h’) contiene el monomio

ugop, = (=1)™uf 'ty ---t7, al igual que el miembro derecho, luego ha de ser
' =1.

En definitiva, hemos probado que

R(F.G) = g T(s: — 1)) = ug’ [T Gs1).
i, =

(3

Consideremos ahora un cuerpo k y dos polinomios f, g no constantes que se
escindan en k, es decir, que se descompongan como

f=ao(z—a1)--(x—an), g="bo(x—"b1) - (x—bp)
El homomorfismo Z[ug, vo, $1,- -, Sn, t1, ..., tm] — k dado por
ug = ag, vo — bo, s; > a;, tir by

transforma los w; y los v; en los coeficientes de f y g, luego transforma R(F,G)
en R(f,g), lo que nos da la relacién

R(f,9) = agbyTT(a; — by) = af’ _ﬁlgmi).
1,9 =

Ahora es inmediato el teorema siguiente:
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Teorema 2 Sean f y g dos polinomios no constantes con coeficientes en un
cuerpo k que se escindan en k[z]. Entonces R(f,g) =0 si y sdlo si f y g tienen
una raiz en comun.

Un caso de particular interés se da cuando g es la derivada de f, pues una
rafz comun entre f y f’ es una rafz multiple de f. Si

n

f(@)=ao[1 (@ — ar),

entonces

7@ = a3 [l @—a).

y, segun hemos visto,

n

R(fa f/) - agn—l 1;[1 f/(azi) = Clgn_l g[(az — CLj)
_ (*1)’”(”71)/2(1(2)"_11—1(&2' N aj)Q

1<j

Notemos que el coeficiente director de f’ es nag, luego la definicién de re-
sultante muestra que R(f, f’)/ao depende polinémicamente —con coeficientes
enteros— de los coeficientes de f (porque podemos sacar ap de la primera co-
lumna del determinante).

Definicién 3 Si f(z) es un polinomio de grado n con coeficientes en un cuerpo
k, definimos su discriminante como

A(f) = ()" DR(f, ') ag = ag" * ] (ai — a;)?,

i<j

donde aq, .. ., a, son las raices de f(x) en una clausura algebraica de k (repetidas
segin su multiplicidad).

Hemos probado que A(f) depende polinémicamente —con coeficientes en-
teros— de los coeficientes de f. El teorema siguiente es inmediato:

Teorema 4 Un polinomio f(x) con coeficientes en un cuerpo tiene una raiz
maltiple (en una extension algebraica) si y sélo si su discriminante es cero.

Ejemplo Si f(z) = ax® + bx + ¢, entonces su discriminante es

1l @ b ¢
A(fy===]2a b 0 |=0b*>—4ac
“10 2a b
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resultante, 315

separable, 125
serie, 297
signatura, 154, 255
signo, 10
simétrica
forma bilineal, 174
matriz, 158
simétrico
elemento, 4
grupo, 139
polinomio, 277
similitud (de ideales), 227
simple
extensién, 108
grupo, 299
singular (matriz), 161

sistema de coordenadas, 159

subanillo, 9
subgrupo, 137
derivado, 302
generado, 144
impropio, 138
normal, 148
trivial, 138
submodulo, 89
de torsién, 284
generado, 90
impropio, 89
trivial, 89
suma
de médulos, 92
directa, 92, 94



Tartaglia (tridngulo), 11
Teorema
chino del resto, 55
de Dedekind, 212, 260
de Fermat, 49, 80
de Galois, 304
de isomorfia, 59, 91, 152, 153
del elemento primitivo, 129
del resto, 42
terna pitagdrica, 65
torsion, 284
transitividad
de grados, 105
de normas, 132
trascendente, 106
trasposicion, 146
traspuesta (matriz), 158
traza, 131
trivial
subgrupo, 138
submodulo, 89

Ultimo Teorema de Fermat, 80
unidad, 6

fundamental, 239
unitario (anillo), 4

valor absoluto, 9
Vandermonde, 169
vector
columna, 158
fila, 157

Zorn (lema de), xvi



