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APROXIMACION A LA MATEMATICA

EL ROL DE LA MATEMATICA EN LA FORMACION UNIVERSITARIA

Desde el simple acto de contar hasta la resoluciéon de problemas complejos, la matematica nos
acompafia en cada paso que damos.

Su importancia radica en su capacidad para desarrollar nuestra habilidad de razonamiento ldgico,
mejorar nuestras capacidades de resolucion de problemas y proporcionar herramientas fundamentales
para comprender el mundo que nos rodea. En este sentido, se convierte en una herramienta esencial
para el desarrollo personal y profesional de cada individuo. A través de sus métodos y conceptos,
podemos analizar y resolver problemas en una amplia gama de campos.

La matematica es un lenguaje universal que trasciende las barreras culturales y lingUisticas. El
lenguaje matematico se basa en simbolos y notaciones que representan conceptos abstractos. Estos
simbolos tienen significados especificos y estan conectados por relaciones y operaciones matematicas.
A través de esta estructura, podemos expresar ideas complejas de manera concisa y precisa.

La matematica desempefia un papel fundamental en el ambito econémico y financiero. Las
empresas utilizan modelos matematicos para tomar decisiones estratégicas, predecir la demanda de
productos y optimizar sus operaciones. Los bancos y las entidades financieras utilizan complejas
férmulas matematicas para evaluar riesgos, calcular tasas de interés y determinar el valor de los activos.

APROXIMACION A LA MATEMATICA: NUESTRA PROPUESTA DE TRABAJO

En este modulo compartimos una serie de ejercicios y problemas que consideramos introductorios
para acercarte a los contenidos matematicos que se incluyen en las distintas carreras de la Facultad.

Te proponemos que intentes resolverlos y, ademas, te ofrecemos las respuestas de ellos y un
marco conceptual o tedrico con ejemplos desarrollados para que encuentres herramientas para abordar

cada tema.

Te damos la bienvenida y te invitamos a vivenciar los encuentros tutoriales como una oportunidad
para aproximarte a la vida universitaria.

Equipo docente de Aproximacion a la Matematica



APROXIMACION A LA MATEMATICA

PRIMERA PARTE

CONTENIDOS:

Conjuntos numéricos. Propiedades en Reales. Radicales. Porcentaje. Logaritmos y propiedades.
Ecuaciones lineales, con modulo y cuadraticas. Inecuaciones lineales y cuadraticas. - Sistemas de
ecuaciones lineales y mixtos. Expresiones algebraicas enteras. Operaciones con polinomios.
Factorizacion. Expresiones algebraicas racionales. Ecuaciones racionales.

Ejercicio 1: Analiza si las siguientes afirmaciones son Verdaderas (V) o Falsas (F). Justifica tu respuesta.

a) -32eQ 3] 8

o d) FSEQ
Py =5 ¢! —¥=27 ¢l
o) Y20 eQ

e)
f) \[E—EEZ

Ejercicio 2: Indica si las siguientes afirmaciones son Verdaderas (V) o Falsas (F). Justifica tu respuesta.

a) La suma de dos numeros racionales es siempre otro nUmero racional.

b) El producto de dos nimeros irracionales es siempre otro nimero irracional.

¢) La suma de un ndmero racional con un irracional es siempre un nimero racional
d) La raiz cuadrada de un nimero racional es siempre un nimero irracional.

e) El producto de dos niumeros reales es siempre otro nimero real.

Ejercicio 3: Resuelve cada expresion.

-32 = 1\ 2
Z)) (—33)2 = ) (1)2 -:3
0 () - i
d) 5%.572 = ) S5 =
W ) (=32 =
f ==
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Ejercicio 4: Resuelve las siguientes operaciones.

3 4 2
UTIPT g §-4=
1 1 3
b) Z + E = 1
2 3 h) #% =
)3-5= 5 o
5 1 3
d1+5-5= ) =
€) 0,25 - (§+ %) - 22 31
N 52
0 (3+)(-9)= ) 5
Ejercicio 5: Desarrolla y escribe la minima expresion.
a) 3(x+y) g 8(@2x+5-7x-9)
b) (@-b).8 h) 53t—4)-(t?+2)-2t(t-3)
0) j-(Zm) ) (4a-1)(2a +5)
d) 3 (-6y) )+ 3y) @x-y)
e) —% (2x — 4y) k) (3x—4)(3x +4)
f) 3a(3 +c-2a) ) (3x + 4)?
m) (1 -2y)?

Ejercicio 6: Simplifica cada expresion aplicando propiedades.
d) wZw*. wb

a) xX8. x°
b) 3y2 4y5 e) (222)—5 . 210
0 2 ;(—6 f 8a3b~*

. 2a~-5p5

Ejercicio 7: Sean a, b y c nUmeros reales cona > 0, b < 0y c > 0. Determina el signo de cada expresion.

a) b° d) (b-a)’
b) b e) (b-a)
c) ab’*c® f) %

Ejercicio 8: EvalUa cada expresion parax =3,y=4y z = -1
2 2 2
a) yx*+ y? Q) (95 + (2y)s + 23
b) 3/x3 + 14y + 2z d) (xy)%*
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Ejercicio 9: Completa:

Expresion 1 3[72 EE
radical V5
Expresion 4§ 11_% 2-15 a%
exponencial
Ejercicio 10: Extrae factores del radical.
a) V8 = o ‘72 -
b) 2TE = 512
f) 4v8b3a’ =
27 _
@ 7 9) By =
d) V=125 =
Ejercicio 11: Introduce factores en el radical.
Z) 2)3\(/\/}: f) 3mx? me =
) 3V3 =
2375 _ 23)9a _
%) 3 V9 = 9) a \/1:6 -
3 [2 3 _

4 [o
e) - [=xy =
34/4

Ejercicio 12: Resuelve las siguientes operaciones aplicando propiedad distributiva.
a) (7-2V3) V3 +7) A (5+V7)B++7)
b) 2 +v3) 2-3) d) v2 (3V6 - 5V5)

Ejercicio 13: Resuelve y expresa la respuesta sin radicales en el denominador.

a)i 2 e) 4
V3 Q |z x#0 V3+15
X 2

b) |3 d 5
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Ejercicio 14: Indica verdadero (V) o falso (F). Justifica tu respuesta presentando el desarrollo
correspondiente.
a) Sia, b eR entoncesa.¥b= Va3b .. d (VZ-v8)* € Q

b) Sia >0, entonces a2 = \/:% e) (3_\/7)3=27_\/§
Q) at = V@ N (a—+3).(a+V3) = a>—3

Ejercicio 15: Indica cuales de las siguientes expresiones u operaciones con numeros racionales
representan.

a) el 30% de 16

30 30 30 03.16 4.8
100 T 1° 100 ° 100 1°

b) el 12% de 25
12 0,12.25 12 3 12
—:2 e —2 n 2
100° 2 100 2 100 T %

Ejercicio 16: Resuelve las siguientes situaciones.

a) Una empresa tiene 180 empleados, de los cuales el 35% trabaja en el turno de noche. ;Cuantos
empleados hay en el turno de noche?

b) Un pasaje de avion a Paris costaba el verano pasado € 460. Si este afo ha subido un 20 %, jcuanto
cuesta ahora?

¢) Un pueblo tenia el afio pasado 30000 habitantes y este afio tiene 31500. ;Qué porcentaje ha
aumentado la poblacion?

d) Un reloj valia $ 64000 pero obtuve una rebaja y he pagado, finalmente, $57 600. ;Qué porcentaje
me han rebajado?

Ejercicio 17: Calcula los siguientes logaritmos aplicando la definicion.

a) log.64 = e) logs1=
b) logio 100 = f) logi 0,01 =
¢ loge9 = g) logs3?=
d) log.v2 = h) log, 2=

2

Ejercicio 18: Silogom =16 y logp p =9 con be R*™-= {1}y p € R", entonces:

a) logs (m.p) = d) logy m® =
b) logs (M:p) = e) logy ¥Ym =
c) logs(m.b) = f) Iogb% =
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Ejercicio 19: Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) -7x=15-2x e) 6x(x—-1)=21-x
b)2(1-x)=3(1+2x)+5 f) (Bx+2?%=1

C) (x—4)?=(x+4)*+ 32 g X(x-8)+3x*=2(x-2)(2x + 1)
d) 3x*-27=0 hy (x=1)°=x*(x-3) +x

Ejercicio 20: Plantea y resuelve aplicando ecuaciones.
a) ;Cudl es el nUumero que sumado a su doble da 277
b) En una clase de matematica hay 52 estudiantes. Si el niUmero de chicos es 7 mas que el doble de
chicas, determina el nimero de chicas en la clase.
¢) Juan compra un electrodoméstico en efectivo, le hacen un descuento del 9% y paga $12 750. ;Cual
era el precio del mismo?
d) Durante una venta de liquidacién un articulo tiene marcada una rebaja de 20%. Si su precio de
liquidacién es $ 2000, ;cual era su precio original?
e) Un comerciante ofrece 30% de descuento sobre el precio marcado de un articulo, y aun asi obtiene
una ganancia del 10%. Si al comerciante le cuesta $ 350 el articulo, jcual debe ser el precio marcado?

Ejercicio 21: Resuelve las siguientes inecuaciones. Expresa la solucion mediante intervalos.

a) 6-x>2x+9 d) -2<8-2x<-1
b) 4-3x < -(1+ 8x) e) (x+2)(x-3)<0
c) 5<3x-4<14 ) x@x+7)20

Ejercicio 22: Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) |3-4x]| =1 o |-3x|+|x|=4
b) | x+4|=0 d |4x+8| -2|x+2|=8

Ejercicio 23: Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas mediante los
métodos de igualacidn (a y b), sustitucion (c y d) y reduccion por sumas y/o restas (e y f):

a) Ely+1=%X C)-X+y:'] e)_-ZX—yZO
y=3x-2 13@x-y)=x+1 4x =2 +2y

b) |3x+y-2=9 d)_-2x—2y=4 f)_-2x+y:x
X-y+1= 2x-y=0 _y—X:2y
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Ejercicio 24: Resuelve analiticamente los siguientes sistemas.
a) [y=x° o [x¥+y=9
y=x+12 x-y+3=0
b) [ x*+y*= dy [ x+y*=
X+y= O 2X + 5y =75

Ejercicio 25: Determina el/los valor/es de "k para que cada sistema sea: compatible determinado,
compatible indeterminado o incompatible.
a) {kzx—y:k b) {y:kzx—k2+1

3x—§:1 y = 2kx —x

Ejercicio 26: Dada la expresion P(x) = 4x* =x® —4x + 7 + x> =4 + 2x + 6x° - 5x°
a) Escribe el polinomio reducido correspondiente.
b) Indica: el grado de P(x), el coeficiente principal y el término independiente.

Ejercicio 27: Determina los valores reales a, b y ¢ para que se verifique P(x) = Q(x).

a) P)=x>+5x -1y Qx) =(a+1)x+bx*+c

b) PX)=-x+2-xy Qx)=-(@+b)x +2x +bx*-x+c
Aclaracion: dos polinomios de igual grado son iguales si los coeficientes de los términos del mismo grado
son iguales

Ejercicio 28: Dados P(x) = 2x* + x—5; Q(x) = 4x* + 3x—x* + 4 + 2x% R(X) = x* —xy S(X) = -x — 2x> +8 — X%,

halla:
a) P(x) + Q(x) + R(x)
b) 2 P(x) — 3 R(x) e) R(x).S(x)
0 Q(x) -x.R(x) f) [3RX)]?
d) S() . P(x) 9) R()?

Ejercicio 29: Resuelve aplicando la regla de Ruffini. Indica cociente y resto.
a) ¢=x>—17x-8): (x-5) Q) (x+3+2):(x+1)
b) (®*—2x*+ 14 —x): (x—2) d) (x*—25x + x%) : (x - 3)

Ejercicio 30: Halla el valor numérico de P(x) = x*— 7x + 10 para x= 1,2, 3y 5. ;Para cudles de estos

valores se anula? ;Como se llama a esos valores?
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Ejercicio 31: Factoriza los siguientes polinomios aplicando lo indicado en cada caso.
a) Extraccion del factor comun.

a.1l)P(x) =-2x+ 6 a.2) P(x) = 2x* + 2x° a.3) P(x) = 3x® - 6x —3x°
b) Diferencia de cuadrados.

b.1) P(x) = x* -9 b.2) P(x) = 4x%> - 1 b.3) P(x) = x* - 16
¢) Férmula resolvente (BHASKARA)

1) P(x) = 2x% + 2x - 12 c.2) P(x) = -3x* + 9x - 6 c.3) P(x) = 4x® + 16x + 16
d) Combinando los métodos que creas convenientes.

d.1) P(x) = 2x3 — 4x% — 6x d.2) P(x) = 3x* - 12x° d.3) P(x) = -2x* — 4% + 6x°

Ejercicio 32: Simplifica, si es posible, cada fraccion algebraica e indica todos los valores reales de la
variable para los cuales la simplificacion es valida.

x*—16 x2—1
V2 V33 1322
b x% —3x q xZ —x
)x2—6x+9 )x4—2x3+x2

Ejercicio 33: Realiza las siguientes operaciones, simplifica los resultados cuando sea posible.

4x 3x X+5 2x+4
a) > — = d) > —= —
x“—1 1-x X4+3x—-10 X4 —4
1 1 2 1 1 4
b) T2 = e) - . =
x+1 x—-1 X4-1 X+2 xX—2 X2 —4
9 24 L _>2_ 6x2  2x2-2x-12 _
2x—2 x—1 X f) x2—9 3x2 -

Ejercicio 34: Resuelve las siguientes ecuaciones teniendo en cuenta los valores que no anulan el
denominador.

X+2 5 5 2X
22 2 2 =2
a) X 3 d) 2X x+1
6 X+4 X—6 X+1
b) x—==-5 e) — =
X 3X—6 4x—-8 X—2
1 1 15 X+1 X+2 3
C) =Ti % f) x-2  x-1  x2-3x+2

10
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SEGUNDA PARTE

CONTENIDOS:

Funciones. Funciones lineales, cuadraticas, polinémicas, racionales, irracionales, por tramos, exponenciales
y logaritmicas. Método grdfico para la resolucién de sistemas de ecuaciones e inecuaciones lineales y
mixtos. Sistemas de mediciones angulares. Funciones trigonométricas. Identidades trigonométricas.

Ejercicio 1: Dada f(x) = 2x + 1, halla:

a) f(1) d) f(a)
b) f(- -
) f(12) e) f(-a)
A f() f) f(a+b)

Ejercicio 2: Dadas las siguientes funciones, evalla las expresiones indicadas.
a) f(x) =x*+ 1, halla fx)+fQ2)y f(x+2)
b) f(x) =3x-1; halla f(2x) y 2 f(x)
o fx)=x+4; halla fx3 y [f()]?

Ejercicio 3: Dadas las siguientes funciones, encuentra f(a), f(a+h) y f(a+h) —f(a).
a) f(x)=3x+2 o f(x)=x*-1
by f(x) =5 d) f(x) =3 -5x + 4x°

AR

Ejercicio 4: Dado el grafico de la funcidn g(x) halla:
a) 9(-2), 90y g(7).
b) El dominioy la imagen de g.
c) Losvalores de x para los cuales g(x)=
d) Los valores de x para los cuales g(x) >

4.
4.

Ejercicio 5: Dado el grafico de la funcion g(x) halla: L

a) 9(-4), 9(-2), 9(0), 9(2) y g(4).
b) El dominioy laimagen de g.

11
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Ejercicio 6: Se dan las gréficas de las funciones f(x) y g(x). 7t
a) ¢Cual es mayor, f (0) o g(0)? Pl i
b) ;Cual es mayor, f (-3) 0 g(-3)? | LA
c) ¢Para qué valores de x es f (x) = g(x)? - |
-2 |0 2 X
LA 1 s

Ejercicio 7: Indica si los siguientes graficos corresponden a funciones de R en R. Justifica la respuesta.

a)
b)
£\ | :
E \ | \\Z I

-2 a
2

d)
3
e)
4
2
; 2
e
I 2 i \
1 —2
-2 4
g) h) i)
8
8t 6
L]
&
4
2 2
G R
ﬁm.\ 2 4 o 8 = z
4
6

12
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Ejercicio 8: Dados los graficos de las siguientes funciones, halla:

Los valores maximos y minimos relativos y el valor de x en el que ocurre cada uno.

Los intervalos en los que la funcion es creciente y en los que la funcion es decreciente.
b)

a)

Q

Ejercicio 9: Observa el grafico de la funcion fy responde:

a)
b)
o)
d)
e)
f)
)

f-1,5) = ... f() = ..y f2) = ...
;Para qué valores de x, f(x)= 17

Las raices SoN .......ccoceevvveveienennne

f(x) es creciente en .....c.cceeveeeeennn.
f(x) es decreciente en .......................
f(x) es constante en .......cccceceeeeeeennn.

Ejercicio 10: Para cada ecuacion, analiza si corresponde o no a funciones lineales. Para las que sean:
Halla la ecuacion explicita de la recta, la pendiente y la ordenada al origen.

Grafica en un sistema de ejes cartesianos.
Determina el dominio y la imagen.

a) 2x-y+1=4 d) —§—§=1
b) x-5y =20 o) ¥ 1_oy+1
— 2
 x+2=0 f) 1+2y+x) =2x=1)—1

Ejercicio 11: Observa los siguientes graficos de rectas y determina en cada uno de ellos.

e La ecuacion explicita correspondiente.

e Llaraiz gréfica y analiticamente.

e Los conjuntos de positividad y negatividad.

e Los intervalos de crecimiento o de decrecimiento.

13
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a) - b)

Ejercicio 12: Determina la ecuacion de la recta que:
a) tiene pendiente - % y pasa por el origen de coordenadas.
b) es una recta constante y pasa por (3,-2).
. 1 1
¢) su pendiente es > Y pasa por (;,—1)
d) pasa por los puntos (1,-2) y (-3,1)
e) corta al eje xen “2" y al ejey en -1

Ejercicio 13: Indica verdadero o falso y justifica tu respuesta.

a) el punto (0,3) pertenece a la recta de ecuaciony —2x-3 =0

b) el punto (1,3) no esta en la recta y= %x

c) si k= -2 entonces (%, 0) pertenece a la recta 3y+ kx + 7=0

Ejercicio 14: Relaciona cada recta con la pendiente correspondiente.

a) 3x—-6y=5 J
b) Pasapor(-3,1)y(2,-2) .
¢) Perpendiculara3y + 5x = 4 °
d) Paralelaa4x +2y=0 .
e) Perpendicularax =1 J

4
0,5
-0,6
0

-2
0,6

14
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Ejercicio 15: Dada la funcidn polindmica de segundo grado y = -x* - 2x + 15, completa:

a)
b)
o)
d)
e)
f)

g)

Los coeficientes de los términos de la funciénson: a= .. ,b= .. yc= ..
El vértice de la parabola es .................

El eje de simetria de la parabola es la recta ...................

La ordenada al origen es ...

Las raices de la funcion son: x1 = ... yx2 = ...

El dominio de la funcién es ................

La imagen de la funcién es .................

Ejercicio 16: Escribe las siguientes funciones en la forma méas conveniente de acuerdo con los datos

dados. Graficalas y para cada una de ellas encuentra: dominio e imagen, conjuntos de ceros, de

positividad y de negatividad, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, maximos o minimos.

a)
b)
Q

El vértice es (-3 ; -2) y el coeficiente principal es —1.
Las raices son -4y 2 y el coeficiente principal es 2.
Una raiz es 4 y la otra es 0; el vértice es (2 ; 4).

Ejercicio 17: Analiza y resuelve las siguientes situaciones.

a) El ingreso mensual por concepto de la venta de x unidades de cierto articulo esta dado por

R(x) = 12x — 0,01x* déblares. Determina el nimero de unidades que deben venderse cada mes
con el proposito de maximizar el ingreso. ;Cual es el correspondiente ingreso maximo?

b) El costo promedio por unidad (en dolares) al producir x unidades de cierto articulo es

C(x) = 20 - 0,06x + 0,0002x*>. ;Qué numero de unidades producidas minimizarian el costo
promedio? ;Cual es el correspondiente costo minimo por unidad?

Ejercicio 18: Resuelve graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

a) %y+1=%x Q)] 2x-y =0
y:3x_2 _4X:2+2y
b)| 3x+y-2=9 d)| 2x +y =X
X-y+1= _y—x=2y

15
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Ejercicio 19: Describe mediante desigualdades las regiones sombreadas en cada figura.

a) b)
| 3
‘\
.~ 4 /
-
-~
-
"
-
xS
-
B
> 1
"
2 "y
~
o
‘\
; e V_r; 4 B ] 1
~
~
.
.
-
2 -1 i 1 2 3 4~ £
~
bl
‘.

Ejercicio 20: Representa la zona dada por las siguientes desigualdades.
a) ys;+3ey2x-1 b)y<-x+2,x>0 e y>0

Ejercicio 21: Determina graficamente la solucion de los sistemas.

a) [y>x—-2x+1 b) [y<s-x-1?%+3
y-x<1 y 2 x2=2x+2

Ejercicio 22: Observa la grafica de la funcion f(x) y
completa. £

a) Lainterseccion con el gje y es el punto ..............
b) Co= s
c) La multiplicidad de cada una de las raices es

impar para ................ y par para .................
d) Ci= i Y Co= e
e) Sielgrado de lafuncion es 6, f(x) = ...ccooviienees
) IMEX) = o,

16
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Ejercicio 23: Observa la grafica de la funcidn g(x) y completa.

a)
b)
0

d)
e)

Ejercicio 24: Grafica aproximadamente las siguientes funciones polinémicas determinando
previamente: raices, multiplicidad, C. y C- e intersecciones con los ejes coordenados.

o fx)=x=-2)(x*-1)
d) f(x) = x (x—="1(x + 2)?

a)
b)

La interseccién con el eje y es el punto ..............
Co= e

La multiplicidad de cada una de las raices es impar 7

fx) = (x=1Kx + 2)?
fx) = (x=3)>(x=1)

-2

-9

na

Ejercicio 25: Representa graficamente las siguientes funciones, determinando previamente su dominio,

ordenada al origen, raices y asintotas.

a)

b)

fx) = -2 O ) =5 &) f(x) =
f(x) = — d) =221

X+2
x2—4

Luego, para cada una, determina: Im f, Co, C., C., Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Ejercicio 26: Dadas las siguientes graficas de funciones, determina el dominio, las intersecciones con el

eje x y el eje y, las asintotas verticales y horizontales y la Imagen.

Q) .
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Ejercicio 27: Encuentra analiticamente el dominio de cada una de las siguientes funciones.

a)f(x) = V—x+2
b) f(x) = —Vx +2
) f(x) =V1—x2
d) f(x) = ¥—x

Ejercicio 28: Grafica las siguientes funciones en R.

3 six<?2
a) f(x) =1
[2x—3 six>2
[ x+1 six<-1
b) f(x) = 1 X si-1<x<1
-1 six>1

Ejercicio 29: Sombrea la region determinada por:

a)[ysx+1
1
y<x—1

x> 1

Ly 20

e) f(x) =v1—2x
f) f(x) = VxZ — 4

9)fx) =Vx?+x—6
h) f(x) = V6 — 2x? — 4x

o) f(x) =4

d) f(x) =

b) [y < Vx
y<-x+6
y20

2 i <1
—) si X
—x+1 si 1<x<3
-2 si x=>3
—V3—-x si x<3

—x24+6x—9 six>3

Ejercicio 30: Indica V(verdadero) o F (falso). Justifica tu respuesta. Dada f(x) = 4*

a) el punto (1; 0) pertenece a la grafica.

b) el valor de k para que (-2 ; k) pertenezca a la grafica es %.

c) el punto (-1; -4) pertenece a la grafica.

d) el valor de k para que (k ; 2) pertenece a la grafica es 16.

18
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Ejercicio 31: Encuentra la férmula de la funcién exponencial f(x) = k . @, que cumpla con las
condiciones enunciadas en cada caso.

a) k =3y pasaporelpunto (2; 12)

b) pasa por los puntos (0; -3) y (-1; -12)

c) corta al eje de las ordenadas en 'y = -5y pasa por el punto (-1 ; -50)

d) pasa porlos puntos (6;-1)y (3 ; -8)

Ejercicio 32: Determina el dominio de f(x).

a) f(x) =log (3 -x) d) f(x) =logs (X*—4)
b) f(x) =In (2x-3) e) f(x) =logs (x* + 5x + 6)
o) f(x) = logx-4(x*+16) f) f(x) = logx1 (1 =x)

Ejercicio 33: Resuelve las siguientes ecuaciones y escribe el conjunto solucién.
a) logz 7=2

b) logax + 3 logax +2 =0
c) logx(3x+ 10) =2
d) logx+18 + l0gxs16 =1

Ejercicio 34: Convierte en radianes las siguientes medidas dadas en el sistema sexagesimal.

a) 60° b) 210° c) 135°

Ejercicio 35: Convierte al sistema sexagesimal las siguientes medidas dadas en el sistema circular.

9 Zn e) 28

d) ELP f) 07

6

a)
b)

©olaolA

Ejercicio 36: Usa la calculadora para encontrar el valor aproximado de cada expresion. Redondea la
respuesta a dos decimales.

a) sen 28° d) cotg 70° g) sen %
b) cos 14° e) cosec 55° h) cos g
c) tg21° f) sec 41° i) cotg 118
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Ejercicio 37: Analiza la grafica de la funcion seno y responde.

a) ¢Cual es la interseccion con el eje y de la funcidny = sen x?

b) ;Para qué nimeros x, -n < x < 7, la grafica de y = sen x es creciente?

c) ¢Para qué numeros x, -n £ x <, la gréafica de y = sen x es decreciente?
d) ¢Cual es el valor maximo de y = sen x?

e) ¢Para qué numeros x, 0 < x < 2x, ocurre que sen x = 07?

f) ;Para qué niumeros x, -2 < x < 27, ocurre que sen x = 1? ;Y sen x = -1?

Ejercicio 38: Analiza la gréafica de la funcion coseno y responde.

a) ¢Cual es la interseccion con el eje y de la funcidony = cos x?

b) ;Para qué niumeros x, -n £ x < =, la gréafica de y = cos x es creciente?

c) ¢Para qué nimeros x, -t < x < 7, la grafica de y = cos x es decreciente?
d) ;Cual es el valor maximo de y = cos x?

e) ;Para qué niumeros x, 0 < x < 2x, ocurre que cos x = 07

f) ;Para qué niumeros x, -2 < x < 27, ocurre que cos X = 1?7 ;Y cos x = -1?

Ejercicio 39: Determina el valor de las restantes funciones trigonométricas, sabiendo que:

tlw NIR

a) Cos X y X€EI € tgx=-V2 ycosx>0

b) senx ycosx <0 d) cotgx=1y senx<0

Ejercicio 40: Verifica las siguientes identidades, previa determinacién de su dominio de validez:

a) secx.senx =tgx

b) cosec x.tg x = sec x

C) cosec X .cos X = cotg X

d) tgx.cotgx - cos’x = sen’x

e) cosx(tgx+ ctgx) = cosec x

f) cosecx — cosx. cotgx = senx

g) (senx—cosx)(senx+cosx)=2sen*x —1

h) (senx + cosx) (cosecx — secx) = cotgx — tgx
i) cos?x.(sec®x — tg®x) = cos®x

j) tgx.(cosx — cosecx) = senXx—secXx
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RESPUESTAS

PRIMERA PARTE:

1-

2-

4-

a) V, -32 es un numero entero y es racional. (Zc Q)
b) F, es una fraccién por lo tanto es racional.
) F, el resultado no es un numero entero, no es racional por lo tanto es irracional.

d)V, es % y es racional.
e) F, - (-3) = 3y esracional.

8
f)F, es =Yy no es entero.

V: a)ye)
F: b) contragjemplo: /3.3 = V9 = 3, es racional
c) contraejemplo: 0+ V2 = V2, es irracional

. 4 2 .
d) contraejemplo: \g = 3. es racional

a) -9 f)y 33 =27
b) 9 g) 42 = 16
1 3
Q)= _3y = %
)92 h)( 2) T 8
d)53=25 i)2"3:%
e) 10° =1000 .
) ) (-2 =4
17 25 . 15
A% €)% ey
9 13 H
b)% f)% J)3
1 8
C)1—5 9)5
35
d) h) 6
a) 3x + 3y h) -3t> + 21t - 22
b) 8a - 8b i)8a® + 18a -5
c) 8m j) 2x% + 5xy — 3y?
d) -8y k) 9%x° — 16
e) -5x + 10y [) 9%* + 24x + 16
f) 9a + 3ac - 6a° m) 1 -4y + 4y?
g) 9x + 103
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6- a)x"° d) 1
7 1
C) X f) 43%p°

7- Relaciona el signo de la base con el exponente (par o impar)

(+): b)) e)yf) (-):a) d)
1
9_
Expresion 1 /72 /42 113 V53 1\3 Vaz
cal () )
radica V5 T >
Expresion 5—% 7% 4§ 11_% 5% 2-15 aé
exponencial
10- a) 2v/2 d) -5 g) 2x3y®
b) 232 e) Z
3
95V3 f) 8ba3v/2ba
11- a) V4x3 o) 144xy h 7_24
b)9 36 4x
9
3[72 f) [zm3x°
C) ; 3
d 18x ) : 7—23
) 1728 16a
12- a) 37 b) 1 c) 22 + 8V7 d) 6v/3 - 510
13- a) 2 b) X 0 d)v3 + 1 e) -2V3 + 2v8
14- V: a)b) ) d) y f) F:e)45-29V2
15- a) el 30% de 16
22 416 2 16 X 2 .16 03.16 X 48 X
100 100 100

b) el 12% de 25

22
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22.25 012.25 X | 225 X 3 X 2 425
100 100 100
16- a) 63 empleados c) aumento un 5%.
b) cuesta € 552. d) rebajado un 10%
17- a) 6 d) 0,5 g)2
b) 2 e)0 h) -1
o)1 f) -2
18- a) 25 ) 17 e) 4
b) 7 d) 48 f) -9
19- a) S ={-3} dS={-3;3} g9)S={2}
b)S = (-2} &S={2;2 hs=1(3)
QS={-2} NS={-1;-3)

20- a) El nUmero es el 9
b) Hay 15 chicas en la clase
c) El precio era de $14 011

21- a)S = (-o0; -1]
b) S = (-0 ; -1]
c)S =[3;6]

22-a)s={§;1}

b) S = (-4)
23-

ayx=0;y=-2

byx=4; y=-1

ax=05;y=05

24-
a)(-3;9 y 4;16)
b)2;-2) y (-2;2)
25-

d) El precio original era de $2500
e) El precio marcado es $550

d)S=1[45;5)
e)S=(2;3)
f)S=(-00;-35]U[0; +o0)

OS={-1:1}
d)S={-6;2}

dx=-2;y=-4
e) No tiene solucion
f) Infinitas soluciones

9(-3;0y (2;5)
d) (-25;-5) y (-25;5)

23



APROXIMACION A LA MATEMATICA

a) Compatible determinado: k € R—{-3, 3} b) Compatible determinado: k € R — {1}
Compatible indeterminado: k = 3 Compatible indeterminado: k =1
Incompatible: k = -3 Incompatible: Z k eR

26- a) P(x) = 53— 2x + 3
b) grado: 3, coef. principal: 5, término independiente: 3

27-a) a=0,b=5y c=-1 b)a=1,b=c=0

28- a) -x* + 3x° + 6x° + 3x— 1 e) -2x° —x° + x* + 9 + x* — 8x
b) -3x* + 4x*> + 5x — 10 f) 9x® — 18x* + 9x?
Q)-2x*+23+5x>+3x+ 4 g)x®=3x" + 3x° -

d) -4x° — 4x* +7x3 + 20x° + 13x — 40

29- a)C(X) =x*+4x+3 ; RX) =7
b) C(x) = -2x> —4x* = 7x—-15 ; R(x) = -16
ACKX)=3x*-3x+3x*-3x+2 ; Rx)=0
d)Cx) =x+3x°+10x+5 ; R(x) =15
30- P(1) =4; P(2) =0; P(3) =38 y P(5) =0.Se anula para 2 y 5. Se llaman raices o ceros.

31- a.1) P(x) = -2 (x - 3) a.2) P(x) = 2x* (¢ + 1) a.3) P(x) = 3x (x = 2 = x°)
b.1) P(X) = (x + 3)(x - 3) b2) PO = 2x+ 1) @2x=1)  b3)PX) = (€ + 4) (x+ 2) (x—2)
CHPX)=2(x+3)(x=2) c2)PX) = 3(x=1)(x=2) c3)PX) =4 (x +2)
dNPX) =2x(x-3)(x+1) d2)PX)=3xx+2)(x-2) d3)Px) =-2x>(x+3)x-1)

32-a)(X*+4) (x+2) conx#2 c)’;—;z1 con x # -1

b)—— con x#3
x-3 )x(x—l) con x#0y x#1

—3x2+x
(x—1)(x+1)
b) 2 conx=1
x+1

33- a) d) = conx=-5yx#-2

e)-1 conx#-2yx=#2

x%—8x+10 f) ?:38 conx=0yx#3
C) 2x(x—1)
34-
a) S={3} d) S ={-5}
b) S ={-6; 1} e) S=0
g S={10} fy S={2
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SEGUNDA PARTE:

7-

a)f(1) =3 0 f(%) =2 e) f(-a) = -2a+1
b) f(-2) = -3 d) f(a) = 2a+1 f) f(a+b) = 2a+2b+1

a) f(x) + f(2) = x?+6; f(x+2) = x>+4x+5
b) f(2x) = 6x—-1; 2.f(x) = 6x—2
o) f(x®) = x*+4;  f(x)*>= x*+8x+16

a) f(a) = 3a+2; f(a+h) = 3a+3h+2; f(a+h) —f(a) = 3h

b) f(a) = 5; f(a+h) =5; f(a+h)-f(a) =0

) f(a) = a®— 1; f(a+h) = a®+h®+2ah - 1; f(a+h) —f(a) = h? + 2ah

d) f(a) = 3 - 5a+4a% f(a+h) = 3 —5a—5h+8ah +4a’+4h?% f(a+h) —f(a) = -5h + 8ah + 4h?

a)g(-2)=4; g0 =7; g(7) = 4
b) Dom=R, Im=R

€ -2,2y7

d) (-2;2) U (7;+0)

a)g(-4)=3;,9(-2)=2,90)=-2;92)=1, 94 =0
b) Domg=1[-4;4]; Img=1[-2;3]

a) f(0) = 3, 9(0) = 0,5, f(0) > g(0)
b)9(-3) =2, f(-3) =-1, f(-3) <g(-3)
c)-2y2

a),b)yfyh) Si

¢) No. No cumple la condicion de existencia, para x €[2 ; 3] no existe valor de y.
d) No. No cumple la condicion de unicidad, para x = 1 hay infinitos valores de y.
e) No. No cumple la condicion de unicidad, para x = 2 hay dos valores de y.

g) No. No cumple la condicion de existencia, para x = 2 no existe valor de y.

i) No. No cumple la condicion de existencia, para x = 0 no existe valor dey.

a) Maximos relativos: 2 enx =-2y Tenx =2, | crecimiento = (-0, -2) U (0, 2)

Minimo relativo: -1enx =0 |. decrecimiento = (-2, 0) U (2, +x)
b) Maximos relativos: 0 enx =0y Tenx =3, | crecimiento = (-2,0)u (1, 3)

Minimos relativos: -2 enx = -2y -Tenx =1 | decrecimiento = (-c0, -2) U (0, 1) U (3, +0)
c) Maximos relativos: 3enx =-2y2enx =1, | crecimiento = (-c0, -2) U (-1, 1) U (2, +o0)

Minimos relativos: 0 enx = -1y -Tenx =2 | decrecimiento = (-2, -1)u (1, 2)
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9- a)f(-1,5)=-1;f(1) =1, f2) = 1
b)x e [1;2]
) 0,75y 2,5
d) f(x) es creciente en (- ; -1,5) U (0,5; 1)
e) f(x) es decreciente en (2 ; +0)
f) f(x) es constante en (-1,5;0,5) U (1;2)
g)Ci =(0,75;25); C.=(-0;0,75) U (2,5; +0)

10-

Ecuacién Pendiente | Ord. al origen Dominio Imagen
a y =2x-3 2 -3 R R
b y=02x-4 0.2 -4 R R
C _________________________________________________________________
d y =-15x-3 -1.5 -3 R R
e | y=2x+1 2 1 R R

3

f y=-2 0 -2 R {-2}
a)

-2
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11-

12-

a b
Ecuacion explicita y=x+3 y = -g X+ 2
Raiz -3 2,5
C+ (_3 r +OO) (—OO ’ 2:5)
C' (—OO r _3) (215 r +OO)
Int. crecimiento R (]
Int. decrecimiento ] R
a)y=—§x C)y=§x-§
b)y =-2 dy=-2x-2

e)y=%x—1

13- a) V, al reemplazar el punto dado en la expresién obtenemos una identidad.
b) V, al reemplazar obtenemos una desigualdad (3 # %)

14-

15-

16-

c) F, al reemplazar obtenemos 6 = 0 y no es posible.

a) 0,5 b) -0,6 c) 0,6 d) -2 e)0
a)a=-1,b=-2yc=15 e)x1=-5; x2=3
b) (-1 16) f)R
) x=-1 g) (- ; 16]
d) 15

a)y=-x-6x-11 Qy=x>-4x

b)y =2x* + 4x- 16

Vértice |Dominio| Imagen Co C. C I. crec. | I. decrec. | Max/ Min

a|(3;-2 | R (-00;-2] © 9 R (-o0;-3) | (-3 +) | Max
b)| (-1;-18)| R [-18;+00)| {-4;2}| (-0, -4)U (2; +0)|  (-4;2) (-1; +00) | (-o0; -1) | Min
Q&4 R (-o0;4] 0;4 ;4 (-0, QU (4; +0) | (-00;2) | (2;+0) | Min

17- a) 600 unidades y el ingreso maximo de 3600 dolares
b) 150 unidades y el costo minimo de $15,50

18-

19-

a)5S={0;-2)}

a)y<—%x+3

b)S={@;-1}

1
b)yZE

0S=0

X+ 2

dS={(x;y)eR cony=-x}
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20-

22-

23-

a) b)

b)

a) (0; -6)

b) Co = {-7; -3; 2; 5}

¢) Impar: -7y 2; par.-3y5

d) Ci = (w00, -7) U (2;5) W (5, +00)  y C.=(-7;-3)U(-3;2)
e) f(x) = o= (x +7) (x +3) (x = 2) (x - 5

f) Im f = [-6; +c0)

a) (0; 1)

b) Co={-1;1; 2}

¢) Impar: -1y 2; par:1
dAC=(C11Nu(12)y C=(-00-1)U (2 +)
&) f(x) = —— (x +1) (x = 2) (x— 1)?
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24-
raices | Multiplicidad Cs C Interseccion | Interseccion
conelejex |conelejey
A |xi=1 |simple (1, + ) (-0, -2)U (-2, 1) [(1,0) y(-2,0) |(0,-4)
X2 = -2 |doble
B |x1=3 |doble (1, 3) U3, + ) (-0, 1) (3,0) y (1,00 {(0,-9)
x2=1 |simple
C |x1=2 |simple (-1, 1) U2, +©) (-0 -1)u(1,2) |(-1,0),(1,0)y |(0,2)
x2=1 |simple (2,0)
x3= -1 |simple
D [x1=0 |simple (- o0, -2) U(-2, 0) U(1, +x0) 0,1 (0,0, (1,0)y {(0,0)
x2=1 |simple (-2,0)
x3= -2 | doble
al N B / B / d) i
=) ) |
;. I / / /' \\ /
|lr | 2 3
/ | ] / 2 [0 \_A 3 |
|/ . '
/ !_,.J -2 A !
- -+ \/ |
| & | | . \\J/
25-
Dom 0.0| raices| AV AH Im Co C. C- | Crec | decrec
a | R-{0) x=0 |[y=0]R-{0 @ (-00:0) (0;+00) R-{0} 2
b|R{3} [0 |0 x=-3 |y=-2[R{2) © |30 (-09;-3)U(0;+00) | @ R-{-3}
c | R-{0} x=0 y=0 | (0;+c) %) R-{0} 2 (-00;0) (0;+00)
d | R-{-2) 2 R-{-4} 2y | @+oo) (-00-2)U(-2;2) | R-{-2} 2
e | R-{-22)| -05] -- x=2 |y=0/[R{30) @ (2;+0) (-0-2)(-22) | @ R-{-2:2}
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a) b) o)
i
/A \
E ;.a \lI Y
Ir |l_.' 'I B
d) e)
|
P
(|
~\ E
[
26-
Dom Int.ejex | Int.ejey | AV AH Im
A R-{2} 3 3 X =2 y=2 R-{2}
B | R-{-1;2} 0 0 x=-lTyx=2 y=0 [R
C R-{-2;2} -1y 1 0,25 X=-2yx=2 y=1 (-00;0,25]U(1;+c0)
D |R 2y2 -6 -- y=2 | [62)
27-
a) Dom =R e) Dom = (-o0; 0,5]
b) Dom = [-2; +) f) Dom = (-00; -2]U[2 ;+ )
¢) Dom = [-1;1] g) Dom = (-0 ; -3]U[2 ;+0)
d) Dom =R h) Dom =[-3;1]
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28-
a)
b)
29-
a)

30-a)F, f(1) =4, (1;4)estaenlagrafica
b) V

31-a) f(x) = 3. 2*
b) f(x) = -3 . G)

o F f(-1) = i (-1 ;%) esta en la grafica
d)F, k=05

Q) f(x) = -5 . (i)x

10

d) f0 = -64. (2)"
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32- a) Dom = (-0 ; 3)
b) Dom = (1,5 ; +)
c)Dom=(4;5 U (5; +x)

33- a)S={7}
b) S = {0,5}
34- a) 3 b) Zm
35-
a) 30° c) 315°
b) 22° 30’ d) 330°
36- a) 0,47 b) 0,97 c) 0,38 d)0,36
37- a)06 (0,0
m T
b)xe(—;,;)
Q) xe(m,—2)UG,m)
38- a)En16 (0,1
b) (-, 0)
0 (0,
39- a) senx:\/z—g; tgx =3 ; cotgx= ?
_ 4. __ 9. _ 20,
b) cos x = - tgx = e cotg x = 5
Q) senxz—%; cosx =~
d)senx:—g; cosx:—g;

secx= 2 ;

3 2 6
A cotgx:—g; secx =3 cosecx = —¥8

tgx=1,; secx= —/2 ;

d) Dom = (-0 ; -2) U (2 ; +)
e) Dom = (-00; -3) U (-2 ; +0o0)
fyDom= (-1;00u(©0; 1)

e)S = {5}
f)S ={47}
C)ZT[
e) 160° 25" 41"
f) 40° 6" 25"
e) 1,22 f) 1,33 g) 0,31 h) 0,92 i) 5,67
d) 1
e){0,m 2%}
3m T T 3T
-3ty {(=3. 7}
d) 1
™ 3T
e) {517}

f) {-2n,0,2n} y{-n, n}

2
cosec X = 5\/§

5 5
seCcXx=—-—, coseCcx=r-
4 3

2

cosec x = —/2
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NUMEROS REALES

Los diferentes tipos de nimeros reales fueron conocidos para satisfacer necesidades especificas. Por
ejemplo, los nimeros naturales se necesitan para contar, los nimeros negativos para describir una
deuda o temperaturas bajo cero, los nimeros racionales para conceptos como “medio litro de leche," y
numeros irracionales para medir ciertas magnitudes, como la diagonal de un cuadrado.

El siguiente esquema muestra la clasificacion de numeros con los cuales trabajaremos.

Z* = N (Naturales)

0 Z (Enteros)
Z" (Enteros negativos)
| Q (Racionales)
Decimales exactos R (Reales)
Decimales periodicos I
Fraccionarios

| (Irracionales)

¢ Un ndmero es RACIONAL si puede expresarse como cociente entre dos nimeros enteros.
Existen dos maneras de escribir un mismo namero racional: como fraccion o en forma decimal;
una y otra designan exactamente el mismo nimero.
La expresion decimal de un ndmero racional tiene un ndmero finito de cifras decimales, o es

periodica.
M _3777.-37 SB35 17 _28333..-2,83
9 4 6

¢ Un numero se llama IRRACIONAL cuando no puede ser expresado como un cociente entre dos
numeros enteros por tener infinitas cifras decimales no periodicas.
Todas las raices no exactas de base entera son nimeros irracionales.
J5=2.236067... /6 =1.817120... 421 =2,140695...

APROXIMACION

Cuando se trabaja con nimeros que tienen muchas o infinitas cifras decimales, se realizan
aproximaciones cometiendo un pequefio error que es aceptado por razones de orden practico.

Para aproximar por redondeo se considera la cifra siguiente a la ultima que se va a dejar; si es mayor

0 igual que 5, se suma uno a dicha cifra y si es menor, se deja igual.

? =6,6666..=2667 (A<0,01) 2—32 =7,3333..27.33 (A< 0,01)

Otra manera de aproximar es por truncamiento, que consiste en eliminar directamente las cifras que
no desean considerarse.

J5=2236067..=223 (A< 0,01) e=2,7182818...= 2,7182 ( A< 0,0001)
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OPERACIONES - PROPIEDADES

SUMA: Seana byceR

Conmutativa: a+b=b+a

Asociativa: a+b+c=(@a+b)+c=a+(b+¢q

Existencia del elemento neutro: a+0=0+a=a, 0 esel neutro

Sl o

Existencia del elemento opuesto: a + (-a) = (-a) + a = 0, -a es el opuesto de a

MULTIPLICACION: Sia b yceR
Conmutativa: a.b=b.a

2. Asociativa: a.b.c=(@a.b).c=a.(b.q)
3. Existencia del elemento neutro: a.1=1.a=a, 1esel neutro
4 Existencia del elemento inverso: a.a'=za'.a=1, a' eselinversodea cona=0

DISTRIBUTIVA: Sia,byceR, (a+b).c=a.c+b.c
Al proceso inverso se denomina extraccion de factor comiin

Ejemplo:  3mn+2m =m (3n +2), m es el factor comin

POTENCIACION

Potencia de exponente natural:
SiaeR y neN,siendonz=1, sedefine a"= a.a.a....a a: base
n factores n: exponente

¢ Fl exponente (n) indica las veces gue se debe multiplicar la base.

PROPIEDADES: SiabesRyn,m N,

- aﬂ:,l . {a"]m:a"'m
* anlam:anﬂn . {alb]n:anlbn
e a":ta™=a"" , az0 e (a:b)"=za":b" ,bz0

Potencia de exponente entero: Sia eR-{0} yn = Z", sedefine a" = —
a
ACLARACION: La potenciacién NO es distributiva con respecto a la suma y a la resta.
» (@a+b)"=a"™+b"

e (a-b)"=za"-b"
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Ejemplos:
. 5021 . .f‘i'. 7 = ‘E-'_3= i
. il }9 ¥ 5 =
x o 95 4
-3 1 3 1 s
e (—2)7%= (_E = —3 . (b“f’ — p*5S = p0
o xoxT=x"T=x" o (3x)°=3.3=27¢
SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES CON EXPONENTES
Eiemplo:  (2a’b?) . (3ab%)® =2.a°. b% 3°.a°. b*? propiedad distributiva
=2.a.b%27.a°. b" resolvemos la potencia
=2.27.a%.a.b%b""  agrupamos los factores con la misma base
= 54.a%. b" aplicamos propiedades
RADICACION
Raiz enésima: SiacR y ne N,sedefine Ya=b < b"=a a: radicando
n: indice
Paranparya=0, Ya=b < b"'=a y b20
Paranimpar Ya =b < b"=a
PROPIEDADES:
SiabeR*yn,mypeN, Yab = 9a.% ; Yarb =%a:%b, bzo

Ya = ™Ya;
Va" =|a| paranpar ; VYa"=a para n impar

Propiedad fundamental: B T Qfa—m = "Hame (%

Potencia de base real y exponente racional: Simyn 77, se define: a

Ejemplos:
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SIMPLIFICACION DE EXPRESIONES CON RAICES

o Vx* = V¥x factorizamos la base de manera que el exponente sea multiplo del indice
= V¥x%.3x  aplicamos propiedad distributiva
= x Vx simplificamos
o i/81x8y* = {BLVx®.i/y*  aplicamos la propiedad distributiva
=3 .t.f (x2)*. |y| aplicamos la propiedad fundamental y simplificamos
= 3.x2.|y|

SIMPLIFICACION AL ESCRIBIR RADICALES COMO EXPONENTES RACIONALES

Ejemplo:
e 2Vx .3Vx=2 w:% .3 xﬁ expresamos como potencias
=6 x:_% aplicamos propiedad de potencias de igual base
=6 .x%

OPERACIONES CON RADICALES

SUMA DE RADICALES SEMEJANTES

Ejemplos:
e 2V3+5V3=(2+5W3=7V3 Aplicamos propiedad distributiva
e +/32+200=+16.2 + +100.2 Factorizamos los radicandos
= V16.vV2 + V100.V2 aplicamos la propiedad distributiva
= 4.424+ 10.42 resolvemos las raices
= 14.42 sumamos terminos semejantes
e Sib>0, v25b— Vb3 = V25.4b—VbZyb  Aplicamos propiedad distributiva
= 5.4b—b.vb resolvemos raices y simplificamos
=(5—b).\vb sumamos terminos semejantes
MULTIPLICACION

Para multiplicar radicales es necesario que tengan el mismo indice.

Ejemplo:
e V2.4/8=1+12.8=116 =4  Aplicamos propiedad distributiva

Si los radicales tienen distinto indice, primero debemos expresarlos con el mismo indice. El indice de los
nuevos radicales debe ser el minimo comun multiplo entre los indices originales.
Aplicamos la propiedad fundamental (*)

4 §3="VYa1.2.33 llevamos a indice 6 el primer radical, multiplicamos por 2 el
= V16.3 indice y el exponente
= V48 aplicamos distributiva y resolvemos
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RACIONALIZACION DE DENOMINADORES

Racionalizar consiste en obtener una fraccion equivalente a una dada, pero que no tenga raices en el

denominador.

Segun la expresion que aparece en el denominador el proceso es diferente.

¢ Si el denominador contiene sélo un término formado por una raiz cuadrada, basta con multiplicar
numerador y denominador por esa raiz:

Ejemplo:

3l

|

fZ z - . —
- “? multiplicamos numerador y denominador por +2 y operamos

a2z

-
-

W

¢ Si el denominador de la fraccion contiene dos términos en uno de los cuales o en los dos hay una
raiz cuadrada, se multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador. Es decir, si
es una suma se multiplica por la resta, y viceversa.

Ejemplo:
2 _ 2.3+ _ 23+ _ A(BHY) o
V-1 (VI-L.(3+1) 3oz =Vv3+1

- multiplicamos numerador y denominador por 3 + 1
- tenemos una diferencia de cuadrados en el denominador: (a + b).(a-b) = a°-b?
- simplificamos y operamos

PORCENTAJE

Ejemplo: Calcula el 40% de 60.

Las siguientes expresiones son equivalentes: 40% ; 40 de cada 100; 40:100; 04

Entonces el 40% de 60 = 0,4 . 60 = 24

VARIACION PORCENTUAL

Ejemplo: Un producto cuesta inicialmente $180. Su precio sube un 15%. ;Cual es el nuevo precio?
$180+15%-%$180= $18D+% -$180=%180+0,15.$180=(1+015)-$180=1,15-$180=$207

El nuevo precio es de $207.

En general, cuando una magnitud aumenta o disminuye en un tanto por ciento, la relacion entre
el valor inicial y el nuevo es:

Nuevo valor = coeficiente de variacion x valor inicial

tanto por ciento Signo +: aumento
100 Signo -: disminucion

Coeficiente de variacion = 1z
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LOGARITMOS

La logaritmacion es una operacion por la cual se calcula el exponente al que se tiene que elevar un
numero a positivo y distinto de 1 para obtener otro nimero b.

Esto se escribe loga b, se lee logaritmo en base a de b.

a recibe el nombre de base y b es el argumento

Se define como: logab=c¢c < a“=b,donde a>0,a=1y,b>0

EJEMPLOS: a) logz 16 = 4, porque 2*=16

b) Ic-gs% = -2, porque 37 = %

Existen dos logaritmos cuya notacién es especial:

¢ ¢l decimal (base 10), que se simboliza logw b = log b;
¢ ¢l natural o neperiano (base e = 2,71), que se simboliza logeb = Inb

PROPIEDADES DE LOGARITMOS

¢ log, 1 = 0, el logaritmo de cualquier base de 1 es igual a cero. Cona sR™—{1}
Ejemplo: logs 1 =0 pues 5°=1

¢ log,a =1, el logaritmo en base a de la base es siempre iguala 1. Cona € R™- {1}
Ejemplo: logs3 =1 pues 3' =3

e loga (b. ¢) = loga b + loga ¢, el logaritmo del producto es igual a la suma de los logaritmos

e Ejemplo: log: (4.8) =log2 4 + log:= 8 ConbyceR"
log232 = 2+3
5 =5

s log, (b: ¢) = log, b - log, c, con log, c£0, el logaritmo del cociente es igual a la diferencia de los

logaritmos Conbyc eR*
Ejemplo: logs (27 : 3) = logs 27 - logs 3
logs 9 = 3-1
2 =2

s log, b" = n log, b, el logaritmo de la enésima potencia de un numero es igual a n veces el
logaritmo del nimero. Conb R
Ejemplo: logz 2° =3 .l0g:2=3.1=3

e a'9X= x, Ejemplo: 5'9%%= 2

EJEMPLO: Calcula aplicando propiedades.

a) logs32=2.logs3=2.1=2
b) logs 125 =logs5*=3.logs5=3.1=3

3

) loga ‘\@:%Iong =2.3=3

e
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EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Una expresion algebraica es una secuencia de operaciones entre numeros y letras. Las letras se
denominan variables.
Vi - 32 -5+ 6 ; (2x + 3) (4y-5) ;

2ab?-3

4ab

Las letras representan numeros, no determinados por el momento. Las operaciones con letras, y sus
propiedades, son las mismas que con nimeros.

IDENTIDADES NOTABLES

Las siguientes expresiones son utiles para simplificar los calculos y se escriben directamente los
resultados de estas operaciones.

CUADRADO DE UN BINOMIO: | (a+b)*=a’+2ab + b’

CUBO DE UN BINOMIO: | (a + b)* = a*+ 3.a’b + 3.ab® + b’

SUMA POR DIFERENCIA es igual a DIFERENCIA DE CUADRADOS (@a+b).(a-b) = a-b°

Ejemplos:

o X+2P=x+2.x.2+22=x"+4dx+4

o (2X—1P =[x+ (NP =(2x*+2.2X. (-1) + (1) =dx’ =dx + 1

o (x=2P =[x+ (2P =xX+3.3.(-2+3.x.(-2P+(-P=x-6x+12x-8
o (x+3).(x=3)=x-3=x-9

TRADUCCION DE ENUNCIADOS A LENGUAJE ALGEBRAICO

Mediante el uso de expresiones algebraicas podemos escribir en forma abreviada relaciones entre
cantidades, lo que nos permite traducir enunciados desde el lenguaje coloquial al lenguaje algebraico.

Algunos ejemplos:

ELAObBle A X oo 2K
El doble de x mas 3........ccccoveveeeerecnrceerieesererienens 2X + 3
ELtriple de X ..o 3X
La cuarta parte de X ........ceeeeceneeeceneseeieanes %x

80

ex 100 X X

Perimetro de un cuadrado de lado 2x .................. 4. 2x = 8%
Longitud 8 unidades menor QUE X ......c.cccvcvevvarnes X — 8

Otro ejemplo:
El precio del café es de x $/kg, y el del azdcar, y $/kg.
¢ (Costo de tres kg de café y de dos kg y medio de azdcar: 3x + 2,5y
* (Costo de 2 kg de café si nos hacen un 30% de descuento: 2x—0,3. 2x = 2x— 0,6x = 1,4x



APROXIMACION A LA MATEMATICA

ECUACIONES

Una identidad es una igualdad que se verifica para cualquier valor de la/s variable/s
h+h==2h m+n=n+m cn+dn=(c+d).n

Una ecuacion es una igualdad que se verifica para uno, algunos o ningun valor de la/s variable/s
Xx+3=0 B-2x=0 Xx+5=x-2 a+2b+c=0

Resolver una ecuacion es encontrar, si existen, el o los valores de las variables que verifican la igualdad
planteada. Dichos valores determinan el conjunto solucion de la ecuacion.

ECUACIONES LINEALES: a.x=Db, siendoa,beR

» Si a=0, laecuacion es compatible determinada (Unica solucion)
« Sia=0y b=0la ecuacién es compatible indeterminada (infinitas soluciones)
« Sia=0y b=0, laecuacion es incompatible (no existe solucion)

Ejemplos de resolucion:

« /Xx—b="0x+3 o IX+3=2(x+5-7 s ¥x—3=2+x
Tx-5x=3+6 2x+3=2x+10-7 X—-x=2+3
2x=9 2x—2x=10-7-3 0=5 ! absurdo
x=9:2 0=0 Identidad No tiene solucicn
x=45
S={45} Tiene infinitas soluciones S={}
APLICACIONES

Los metodos algebraicos a menudo son dtiles en la solucidn de problemas aplicados en diversos campos.
El siguiente procedimiento por etapas con frecuencia es util en la aplicacion de este proceso.

Paso 1 Representar la cantidad desconocida (es decir, la cantidad que debe determinarse) mediante
una letra, tal como x.

Paso 2 Expresar todas las demas cantidades, si las hay, en téerminos de x.

Paso 3 Traducir las expresiones verbales que aparezcan en el problema en expresiones algebraicas en
las cuales intervenga x.
En este contexto, palabras tales como es o era se traducen al simbolo algebraico =.

Paso 4 Resolver la expresidn o expresiones algebraicas de acuerdo con los métodos algebraicos.

Paso 5 Transformar la solucion algebraica en forma verbal.

EJEMPLO: Determina dos numeros enteros consecutivos cuya suma sea 19.

Paso 1 Dado que debemos encontrar dos nimeros enteros, debemaos decidir a cual de ellos llamar x.
Denotemos con x al entero mas pequefio.
Paso 2 Luego, el segundo entero es x+1, pues son consecutivos.

Paso 3 La expresion suma de dos enteros se puede expresar como X+ (x+1)
La afirmacion de que esta suma es 19, equivale a la ecuacion Xx+(x+1)=19
Paso 4 Operamos y despejamos x. X+ x+1)=19
2x+1=19
2% =19 -1
x=18:2

X=9 entonces x+1=9+1=10

Paso 5 Por lo tanto los nimeros enteros son 9y 10.
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ECUACIONES CUADRATICAS: ax*+bx+c=0, ab,ceR a=0

—b+b? -4ac

2a

Se resuelve aplicando la formula:  x1, %2 = . A = b? - 4ac (discriminante)

Analizando el valor de A obtenemos que:
¢ Si A>0,laecuacion tiene dos soluciones reales distintas.
¢ Si A=0,laecuacion tiene una tnica solucion real.
¢ Si A <0 ,laecuacion no tiene solucion real.
Para resolver una ecuacion cuadratica, podemos usar la formula de la siguiente manera.

En primer lugar, reducimos la ecuacion a la forma ax® + bx + ¢ = 0 (igualamos a 0).

Luego, identificamos g, b y ¢, los tres coeficientes de la expresion, y sustituimos estos coeficientes en la
formula.

EJEMPLO: Resolver la ecuacion -2x*> + 6x —4 =0

Solucién: La ecuacion esta igualada a cero. Los coeficientesson: a=-2,b=6yc=-4.
Aplicando la formula y reemplazando queda:

o0 xs =28 +/6F—a(—2)(—%) _ —6+/36-32 _ —6+/F _ —6z2
A 2.(-2) T
—6+2 -4 -6-2 -8
X1 = = —=1 0 Xo = = —=2
-4 —4 —4 -4

La solucién de la ecuaciones S={1;2}

APLICACIONES

EJEMPLO: Juan es 7 afios mayor que Luis. Si el producto de sus edades es 60, jcual es la edad de Luis?

Solucion: Llamemos x a la edad de Luis. Entonces Juan tiene: x+7 afios.
Si el producto (Edad de Luis) . (Edad de Juan) = 60,

reemplazando obtenemos X.(x+7)=60

Esto es, X+ 7x—60=0

Aplicamos la formula: a=1, b=7yc=-60

X x» = -7 +/(-7)7—4.1.(-60) -7+/45+240  -7+/289 -7 #17
1,42 = 2.1 - 2 - 2 -2
-7+17 10 -7-17  -24
X = = —=25 o X2 = = —=-12
2 2 2 2

Xx1=5 ¥y x2=-12

Como x (es una edad) no puede ser negativa, la edad de Luis es 5.
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INTERVALOS REALES

Se denomina intervalo real a toda semirrecta o segmento de la recta real.

Algebraicamente se designa un intervalo por sus extremos encerrados entre paréntesis o corchetes:
* Paréntesis, si los extremos no estan incluidos (intervalo abierto)
» Corchetes, si se incluyen los extremos (intervalo cerrado)

Ejemplos:

A={xeR A 3<x<1}=[-3:1]

F 3
L J

-3 1 - >
B={xeRAand<x<7}=(4:7) 4 7
C={xeRA-5<x<0}=[-5:0) D={xeR A -4<x <-1}=(-4:-1]

-5 0 -4 -1

INTERVALOS INFINITOS

E={xeR A x2 35}=[35; +c) G={XeR A X € 1}=(o0;1]
) 3,5 +co —co 1 i
F={xeR A X >-6}=(-6;+x) H={xeR A X < 2}=(-c;2)
B -6 +co -0 2 .
DESIGUALDADES

Propiedades de las desigualdades:
Seana,b,cydeR;

e Sia<bab<c=ac<c Propiedad transitiva

e Sia<b = a+c<b+c Sumar un nimero a cada miembro de la desigualdad da
una desigualdad equivalente.

e Sia<b Aac>0=a.c<b.c Multiplicar un nimero positivo a cada miembro de la
desigualdad da una desigualdad equivalente.

e Sia<b anc<0 = a.c>b.c Multiplicar un nimero negativo a cada miembro de la
desigualdad invierte la direccion de la desigualdad.

e Sia<b ac<d = a+c<b+d Lasdesigualdades se pueden sumar.
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INECUACIONES

Las desigualdades que contienen variables se llaman Inecuaciones.

Resolver una inecuacion es encontrar todos los valores de la incognita que la verifican, y el conjunto
solucion es un intervalo real o el conjunto vacio.

Una inecuacion se resuelve como una ecuacion, salvo en el caso en que se divida o se multiplique por un
numero negativo se debe invertir el sentido de la desigualdad.

Ejemplos de resolucion de inecuaciones lineales:

e x-5<11 e -9-4x < 11 . le 26+3 27
2x <11 +5 Ax = 11 +9 -1-3<2x+3-3=27-3
2% < 16 -dx = 20 4 2x =24
¥=16:2 xz20:(-4) 2222 242
x<8 Xx2z-5 2<x =2
S5=(-;8) S=[-5;+) s=(-2;2]
Ejemplos de resolucion de inecuaciones cuadraticas:
+ X°>5x-6
X —5x+6>0 - Pasamos todos los términos para un mismo miembro
(x—2)(x—3)>0 - Calculamos las raices de la expresion cuadratica que son 2y 3 y,
T escribimos la expresidn en la forma factorizada.
a . b >0 - Nos queda un producto mayor que 0 (positivo), es decir que las dos

expresiones deberan ser mayores que 0 (positivas) o menores que 0
(negativas)

a>0 A b>0 v a<0 A b<0O
En este caso quedaria: X-2>0 A x-3>0 v x-2<0 Ax-3<0
Despejamos: X>2 A x>3 v X<2 A xX<3
Representamos: “« 2 0O o ) >
2 3 2 3
Escribimos los intervalos que cumplen (3; +o0) 0 (-e;2)

las condiciones de cada parte:

La solucion seria: S=(-0;2)U(3; +e)
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VALOR ABSOLUTO Y DISTANCIA

El valor absoluto de un nimero x, es la distancia de x al 0 en la recta de numeros reales.

Notacion: | x| ; se lee: valor absoluto de x 0 modulo de x

Ejemplos: |-3]=3

|5]=5

Y

Fy
Y
r

La distancia es siempre positiva o cero, de modo que tenemos | x | 2 0 para todo numero x.

Recordando que -x es positivo cuando x es negativo, tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION DE VALOR ABSOLUTO

Si x = IR, su valor absoluto es:

Ejemplos:

|31=3. |-3]=-(-3)=3,

X_J'x si x20
| |_L—x si x<0
|3-m|=m-3 (porque 3<nm =3-m<0)

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS SOBRE LA RECTA REAL

Si x1y X2 son numeros reales, entonces la distancia entre los puntos x1 y xz sobre la recta real es

d(xi; x2) = | x1—-xz2|

PROPIEDADES

Six eR;y € Ry nelZ severifica:

o Ix.yl=Ix].lyl

X

¥

b
=m V0

ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO
Ejemplo: Halla la solucion de | 2x-5| =3

Aplicamos la definicion de valor absoluto:
Si|2x-5|=3

Despejamos x en cada ecuacion:

Solucién:

es equivalente a

e |x|= V&2 o |x]?=x2
N
o [x=yl=ly-x]|
si|k|=a entonces k=a v k=-a
2x-5=3 v 2Xx-5=-3
2x=3+5 v 2%x=-3+5
2x =8 v 2x =2
x=4 v x=1
S={1:4}

12
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DESIGUALDADES CON VALOR ABSOLUTO (x,ceR, c>0)

Desigualdad Forma equivalente Grafica

L]
F 3

[x]<c C<x<C T 0 &

- s »
e |x|=c -C<XZ2C -C 0 C
e |x|>c X<-C 0 X>¢C « % 0 of >
e |x|z2cC X<-C 0 X2¢C -C 0 % *
PROPIEDAD: |x+vy|=<|x|+|y| desigualdad triangular
Ejemplos de resolucion de inecuaciones con valor absoluto:
* Halld la solucion de | x-5| < 2
La desigualdad | x— 5| < 2 es equivalente a -2<x-5=<2

Despejamos x, sumamos 5 a los tres miembros -2 +5<x-5+5<2+5

Operamos en cada miembro 3ex<7

La solucion es: S=(3:7)

Halla la solucion de | 3x + 2| = 4

La desigualdad | 3x + 2 | 2 4 es equivalentea 3x+ 2 <-4 v 3x+224
Despejamos x en cada inecuacion: 3xz-4-2 Ixz=4-2
3x=-6 3Ix=z2
x<=2 x>2
3 3
2
X<-2 Xz
La solucién es: S=(-00:-2]U [z; +00)

13
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de dos o mas ecuaciones. En este caso trabajaremos con dos
ecuaciones lineales con dos incognitas.

EJEMPLO: { 2Xx+3y=5 Es un sistema de dos ecuaciones y las incognitas son x e y.
5x —3y = 2

CLASIFICACION DE SISTEMAS

Cuando un sistema admite solucidn se dice que es COMPATIBLE

Si esa solucidn es Unica entonces el sistema resulta COMPATIBLE DETERMINADO mientras que si las
soluciones son infinitas entonces se clasifica como COMPATIBLE INDETERMINADO.

Por ultimo, cuando un sistema no admite solucidon se dice que es INCOMPATIBLE.

SCD : una solucion
SCI: infinitas soluciones

Sl: no tiene solucion

METODO DE IGUALACION

EJEMPLO: Ix+y=1

| 4x- 2y =18
« Despejamos la misma incognita de ambas I+y=1
ecuaciones (en este caso elegimos la y). y=1-3x (l)
4x-2y =18
y = (18 —4x): (-2) (1)
« |gualamos (1) y (Il). 1=-3x=(18-4x):(-2)
(1-3x).(-2) = 18 —dx
s Resolvemos la ecuacion que obtuvimos y -2 + 6x =18 —4x
averiguamaos x. Gx+4x=18+2
10x = 20
x=2
¢ Reemplazamos en (I) o en () para averiguar y. y=1-3.2
y=-3

e lasolucibnesx=2ey=-5
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METODO DE SUSTITUCION

EJEMPLO: {2x +y=5

3x—2y =-3
» Despejamos una de las incognitas en 2x+y=5
una de las ecuaciones. y=5-2x (I)
» Sustituimos la expresion (1) en la otra Ix—2y =-3
ecuacion del sistema. Resolvemos la 3x-2(5-2x)=-3
nueva ecuacion y averiguamos X que 3x—10 +4x = -3
obtuvimos, y averiguamos y. Tx=7
x=1

1

* Reemplazamos en (l) el valor de x

5-2.
5-2
3

y
y
y

e lasolucionesx=1ey=3

METODO DE REDUCCION POR SUMAS Y/O RESTAS

(se desarrollara en los encuentros presenciales con los docentes tutores)
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POLINOMIOS - GENERALIDADES

Un polinomio reducido es el que no tiene mas de un término con el mismo grado. Cuando hagamos
referencia a un polinomio, sera siempre al reducido.

EJEMPLO: P(x) = -3x" —4x + 7+ T~ x + 4 = 4x*-5x + 11 - es el polinomio reducido
Sumamos los términos semejantes y obtenemos el polinomio reducido.

En un polinomio reducido:

» El grado lo determina el término de mayor grado.

» El coeficiente principal es el coeficiente del término de mayor grado.

» El término independiente es el término de grado 0.

* Segun la cantidad de términos, se denomina monomio si tiene uno solo; binomio, si tiene dos;
trinomio, si tiene tres; y cuatrinomio, si tiene cuatro. Los demas se nombran como polinomios de
5, 6 0 7 términos, respectivamente.

EJEMPLO: P(x) = 4x°— 5x + 11, es un trinomio de grado 2, cuyo coeficiente principal es 4 y su término
independiente, 77.

Un polinomio esta:
» Normalizado, si su coeficiente principal es 1.
* Ordenado, si sus términos estan ordenados de manera creciente o decreciente respecto al valor de
los exponentes de la variable.

+ Completo, si tiene todas las potencias decrecientes del grado vy, si esta incompleto, se agregan los
términos con las potencias que faltan con coeficiente 0.
EJEMPLO: Sea M(x) = -2x° =3 + x + 3x°
M(x) = 3x° — 2x° + x — 3, estd ordenado
M(x) = 3x° + Ox*— 2% + Ox* + x — 3, estd completo y ordenado

s El valor numérico de un polinomio es el resultado de reemplazar x por un numero real.

EJEMPLO: para x = 2 en P(x) = 3x° — 6x — 3, el valor numéricoesP(2) =3.2°-6.2-3=-3

OPERACIONES CON POLINOMIOS
SUMA Y RESTA
Para sumar o restar polinomios, se suman o restan sus términos semejantes.

EJEMPLO: Dados P(x) = 4x°~ x* —2x + 1y Q(x) = 2x° + 3x” + 2x - 5, halla P(x) + Q(x) y P(x) — Q(x).

P(x) + Q(x) = (- —2x+ 1)+ (2 + 3’ + -5 =6x + 2x° -4
P(x) —Q(x) = (d-x"-2x+1)— @+ 3"+ 2x-5) =2 -’ -dx + 6

MULTIPLICACION

Para multiplicar dos polinomios aplicamos la propiedad distributiva.
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EJEMPLO: Dados P(x) = x* —4x + 3 y Q(x) = 5x° —x, halla P(x) . Q(x)

P(x).Q(x) = ¢ —4x+3).(5-x)= 5= =200+ 4x* + 15x° = 3x = 5x*-27x° + 19x° - 3x

POTENCIA DE POLINOMIOS

« Para resolver la potencia de un monomio, aplicamos la propiedad distributiva de la potenciacién
respecto de la multiplicacion y la potencia de otra potencia.

EJEMPLOS: (4x)% = 435 = 64x°3
(-2x%)2 = (-2)2. (%)% = 4x®

Cuadrado de un binomio
Al resolver el cuadrado de un binomio, obtenemos un trinomio cuadrado perfecto.

EJEMPLO: (x*=3)°=0)* + 2 . %* . (-3) + (-3 =x*-6x*+9

Cubo de un binomio
Al resolver el cubo de un binomio, obtenemos un cuatrinomio cubo perfecto.

EJEMPLO: (2x+5)°= (2P +3. (2x)2. 5+ 3. 2x. 5% + 57 = 8x® + 60x2 + 150x + 125

DIVISION POLINOMIOS

Dividir dos polinomios P(x) y Q(x), (grado de P(x) = grado de Q(x) ), es encontrar dos polinomios C(x) y R(x)
(con R(x) de grado menor a Q(x) o nulo) tales que verifican la siguiente identidad:

P(x) = C(x) . Q(x) + R(x)
Un esquema familiar es:
dividendo «—— P{x) | Qx) —— divisor
resto +—— R C(x) ——» cociente
Para obtener los polinomios cociente C(x) y resto R(x) realizamos los siguientes pasos.

1. Colocamos el polinomio dividendo completo y ordenado en forma decreciente y el polinomio divisor
ordenado de la misma forma.

2. Para calcular el primer término del cociente, dividimos el monomio de mayor grado del dividendo por
el monomio de mayor grado del divisor.

3. El monomio obtenido en 2, lo multiplicamos por el divisor, lo colocamos bajo el dividendo y restamos,
obteniendo el primer resto. A partir de aqui repetimos los pasos 2 y 3, hasta que el polinomio resto tenga
grado menor que el del polinomio divisor o se obtenga el polinomio nulo.

17
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EJEMPLO: Dividamos P(x) = 3x* —2x + 5x> + 3por Q(x) = x* - 3x + 2

Usamos el esquema anterior:

3t + 5 + Ox—2x + 3 x> —3x+2

3 -9 + 6 3x% +14x + 36
-
[ 143 -6 —2x+ 3 C(x) — cociente

14x°— 4257 +28x

/ 36 -30x+3

36x—108x + 72

J T8x-69

[

R(x) — resto

DIVISION DE UN POLINOMIO DE GRADO MAYOR O IGUAL A 1 POR OTRO DE PRIMER GRADO

¢ SiEl divisor es de la forma x + a, un método practico que podemos aplicar para calcular el cociente
y el resto de la division es la regla de Ruffini.

EJEMPLO: Halla el cociente y el resto al dividir (3x - 2x° - 4) por (x + 2)

El polinomio dividendo debe estar completo y ordenado — . -2x*+ 0x° + 3x -4

Se escriben alineados los coeficientes del dividendo — |2 0 3 A

El coeficiente principal se "baja” sin modificarlo; luego, se lo l +¢ N v +¢
multiplica por la raiz del divisor (en este caso -2) y se suma 2 _2/’1 ’:gfﬁlﬁ_
con el segundo coeficiente; y asi sucesivamente, hasta llegar b

al resto. Los nimeros obtenidos son los coeficientes del l l l
cociente. I C(x) =2%* +4x -5 g

El cociente es un grado menor que el dividendo cociente resto

TEOREMA DEL RESTO

El resto de la division de un polinomio por otro de la forma x + a es el valor numérico del polinomio
para X = -a (la raiz del polinomio divisor)

EJEMPLO: Vamos a calcular el resto de la division del ejemplo anterior aplicando el teorema del resto.
Debemos hallar el valor numérico del dividendo para que x = -2.
Llamemos P(x) al dividendo, P(x) = 3x — 2%’ — 4 y hallamos P(-2),

P(-2) =3.(-2)-2.(-2)’-4 = -6 + 16 — 4 = 6, es decir el resto es 6 y coincide con el valor hallado al
aplicar la regla de Ruffini.

18
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RAICES DE UN POLINOMIO
La raiz o cero de un polinomio es el valor de x para el cual el valor numeérico del polinomio es 0.

s aesraizdeP(x) =Pla)=0
s aesraizdeP(x) < P(x) es divisible por (x — a)

Un polinomio puede tener tantas raices como lo indique su grado.

El orden de multiplicidad de una raiz es la cantidad de veces que la raiz se repite como tal.

FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Factorizar un polinomio es expresarlo como producto de dos o mas polinomios primos.

Veamos algunas herramientas que nos facilitaran dicha factorizacion.

FACTOR COMUN

Para extraer el factor comun, aplicamos la propiedad distributiva de manera inversa.
a.b+a.c=a.(b+c),elfactora se repite en ambos términos

Primero, debemos reconocer cual es el factor que se encuentra repetido en cada término y luego, para
encontrar el factor que va entre paréntesis, se divide cada termino por el factor comun.

El factor comun puede ser la variable del polinomio, elevada a la menor potencia, y/o el dcm (divisor
comun mayor) de todos los coeficientes del mismo.

EJEMPLO: Factoriza el polinomio P(x) = 6x* — 3x, extrayendo el factor comuin

Calculamos el factor comiin:
+ El dcm de los coeficientes es 3, dem (6, -3) = 3
+ La variable con menor exponente es x
* Elfactor comun es 3x

Dividimos cada término del polinomio por el factor comun.
6x*: 3X = 2%, 3x:3x=1

Finalmente expresamos el polinomio como producto del factor comun por los cocientes obtenidos
P(x) =6x*—3x =3x.(2x-1)
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DIFERENCIA DE CUADRADOS

La diferencia de dos nimeros elevados al cuadrado es igual al producto entre la suma y la diferencia de
sus bases.
i‘bz. = £a+b}.(b—al
diferencia de cuadrados ~ suma por’ diferencia

Se aplica cuando el polinomio tiene:

¢ dos términos de distinto signo.
+ ambos términos deben ser cuadrados, es decir, se les puede calcular la raiz cuadrada.

Cumplidas las condiciones anteriores, factorizamos el polinomio multiplicando la suma de las raices por la
resta de las misma.

EJEMPLOS:
1) Px)=4x*-1=(2x)°-1*=2x+ 1).(2x-1)
2) Pp)=x*—64 = ()-8 =[x+ 8).(x*-8)
3) P)=xP-16 = ()P -42 =2+ 4). (-4

SUGERENCIAS PARA LA FACTORIZACION DE POLINOMIOS:

» Si el grado es 2, aplico resolvente [encontramos las raices, si es que tiene, y escribimos la forma
factorizada: P(x) = a (x - %1) (X -x2) ]

» Siel grado es mayor que 2.
¥ Intentamos sacar factor comun (f.c.).

- Si tiene dos términos y grado par, vemos si es una diferencia de cuadrados (d.c.), si no es
busco una raiz aplicando el Teorema de Gauss y aplico la regla de Ruffini.

(Al aplicar Ruffini bajo un grado al polinomio original y quedan polineomios mas sencillos para
factorizar), este procedimiento puedo aplicarlo hasta obtener un polinomio de grado 2.

Observacion: en los ejemplos propuestos en la practica no incluimos el uso del Teorema de Gauss

EJEMPLOS: Factorizar los siguientes polinomios.
1) P(x) = 3x° + 18x% + 27x - El polinomio es de grado 3, y podemos sacar factor comiuin, en este
P(x) = 3x (x* + 6x + 9) caso es 3x

- Queda un polinomio de grado 2 y podemos aplicar la resolvente,

—6+/6%-4.1.9 —ib +y/36—3206 —-6+0 . -
X1,Xp = ~ = 5 = —,— = —3 tiene una raiz doble y

P(x) = 3x (x +3)° escribiendo la forma factorizada quedaria (x+3)?

P(x) = 3x (x +3)° « Es la factorizacién del polinomio
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2)
P(x) = 2x° - 32%° - Sacamos factor comun, el f.c. es 2x°

- queda un polinomio de grado 2, es una diferencia de cuadrados,

P(x) = 2x% (x* - 16)
la desarrollamos.

P(X) = 2 (x*+ 4) (3 — 4) - queda otra diferencia de cuadrados y la desarrollamos
P(x) = 2% (*+ 4) (x+2)(x - 2)
P(x) = 2x2 02+ 4) (x+2)(x - 2) < Es la factorizacion del polinomio

ECUACIONES POLINOMICAS DE GRADO MAYOR A DOS

Para resolver ecuaciones del tipo an X" + @n-1 X" + ... + @2 X° + a1 x + ao = b, se debe igualar a cero,
factorizar y aplicar la propiedad de nulidad del productoom.n=0=>m=0 06 n=0

EJEMPLO: Halla los valores de x que verifican la ecuacion 3x® — 12x + x* = 4

+ Igualamos a 0: 3 —12x+ ¥ -4=0
s factorizamos: K+2)(x-2)Bx+1)=0
¢ Identificamos las raices: -2 2 %
e Los valores que verifican la ecuacion son: x = -2, x = 2y x = —%
s S={-2, - % . 2} es la solucion de la ecuacion.
EXPRESIONES ALGEBRAICAS RACIONALES
Una expresion algebraica racional (EAR) es toda expresion de la forma % donde P(x) y Q(x) son
x

polinomios reales y Q(x) #0.

X XS—X

EJEMPLOS: = Y Zous

son expresiones algebraicas racionales.

P

Xx—1

* Una EAR es irreducible cuando no tiene factores comunes ni en su numerador ni en su
denominador.

» Simplificar una EAR es hallar su expresion equivalente irreducible, que permite operar de manera
mas sencilla.
Para ello, debemos factorizar su numerador y denominador y, simplificar el o los factores comunes.
Debemos descartar los valores de la variable que anulan los factores simplificados.
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EJEMPLOS:

x*+2x%-3x% _ x*.(x*+2x-3) /f.x.fk-lv-.‘i"}(x—l} _ x(x—-1)

xZ—4x+4 o (x—2)2 . (x72'§(x—2} _ x-2

. con x = 2 (es la condicion para poder simplificar)
X

5x2—-10x Ex (x—2) ~ 5x (x72) 5

Factorizacién:

- El numerador es de grado 2, podemos aplicar la formula resolvente. Obtenemos que 2 es una
raiz doble.

- En el denominador sacamos factor comun 5x.

Finalmente reescribimos el numerador y simplificamos.

36 1% (x2—9) 1) (=3) | 2(x=3) con x = 0y -3 (es la condicién para

poder simplificar)
Factorizacion:

En el numerador sacamos factor comuin (x°) y luego aplicamos la férmula resolvente (las raices
son -3y 1).
En el denominador sacamos factor comun (4x) y nos queda una diferencia de cuadrados.

Finalmente reescribimos el numerador y simplificamos.

OPERACIONES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS RACIONALES

Para operar con EAR aplicamos propiedades y técnicas similares a las utilizadas para operar con
fracciones numeéricas.

SUMAY RESTA

Si tiene igual denominador, se suma o se resta sus numeradores.

Si tiene distinto denominador, buscamos EAR equivalentes con el mismo denominador y se suma
o se resta los numeradores obtenidos.

Simplificamos la expresion hallada y aclaramos la condicion que debe cumplir la variable.

EJEMPLOS:

2
* — 1 — = + — = — 4+ — =
X

3x-5  x+1 _ 4x—4 _  4(x=1] 4
x2—-1  xI-1 x2—1 (z~1T)(x+1) x+1

conx =1

x+5 4-x  2.x%  (x+5).x 4-x 2% x%+45x 4-x _ 3x*+6x—4

2 2 2 3

X x x. X2 %%, x X %3 X
El comun denominador es x°.

Buscamos fracciones equivalentes con ese denominador multiplicando respectivamente por x*

Yy X
Aplicamos propiedad distributiva y luego sumamos y restamos los numeradores.
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2x  3x-1 _ 2x.(x—3) 3x—1 _ 2x°-6x+3x—1 _ 2x°—-3x-1

x+3 | x2-9  (x+3).(x—3) ' (x+3)(x-3)  (x+3)(x—3)  (x+3)(x—3)

- Factorizamos el segundo denominador (diferencia de cuadrados)

- El comun denominador es (x+3) (x — 3).

- Buscamos fracciones equivalentes con ese denominador multiplicando la primera fraccion por
(x-3).

- Aplicamos propiedad distributiva y luego sumamos y restamos los numeradores.

MULTIPLICACION Y DIVISION

Para multiplicar o dividir dos EAR, aplicamos las mismas definiciones que para operar con fracciones.

A(x) C(x) _ A(x).C(x) A(x) C(x) _ Alx) D(x
B(x) D(x) B(x). D(x) B(x) D(x)  B(x) C(x)

Sugerencia: Es conveniente factorizar numeradores y denominadores y, simplificar antes de operar.

EJEMPLOS:

2x+4 3x+3 2 (n’—fzj}. 3 (R%1) _ 6

x2-1 x+2  (Re)(x-1) (A2)  x-1

- Sacamos factor comin de cada numerador.
- En el denominador desarrollamos la diferencia de cuadrados.

Simplificamos, multiplicamos y aclaramos la condicion que debe cumplir la variable.

conx=-2y-1

x2—9 4x-12 x2—9 x*  (x+3) (x\\?:}}té _ x+3

3x2 T %% 3x2  4x—12 327, 4(:{\-‘\3) 12

- Invertimos la segunda fraccion.

- Desarrollamos la diferencia de cuadrados del primer numerador y sacamaos factor comun en
el segundo denominador (4).

- Simplificamos, multiplicamos y aclaramos la condicidn que debe cumplir la variable.

conx=0y3

ECUACIONES RACIONALES

P(x)

Se denomina ecuacién racional a toda expresion del tipo: m =0 con Q(x) =0.
X

Resolverla significa hallar los valores de x que pertenezcan al dominio de la funcién racional asociada y

que anulen el numerador.

EJEMPLO: Resuelve las siguientes ecuaciones.

1 1

a) lc+2+x—3 =0y x=-2yx=3

) 2 3

oEawi? 0, resolvemos el término de la b) PE —1yx=0

(x+2)(x-3) 5 2

izquierda - —;+ 1 =10, igualamosa0
2x—1 — 2

——— =10 = Sqﬂa =10, resolvemos
(x+2)(x—3) =

¥ +2x—3 =0, para q la fraccién sea igual a 0 el

2x — 1 =0, para que la fraccion sea igual a 0 el
numerador debe ser 0

numerador debe ser 0.

X = ; despejando x (x + 3) (x— 1) = 0, factorizamos

x=-3 0ox=1

5={-31}
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FUNCIONES

El concepto de funcion es una de las ideas fundamentales en matematica. Cualquier estudio que se refiera
a la aplicacion de la matematica a problemas practicos, o que requiera el analisis de datos, emplea este
concepto matematico.

Una funcion expresa la idea de que una cantidad depende o esta determinada por otra. Los ejemplos
siguientes aclaran esta idea:

1. El costo semanal de producir cualquier articulo depende del nimero de articulos producidos. Decimos
que el costo se da en funcion del numero de articulos.

2. La cantidad de cierto articulo que el fabricante ofrecera depende del precio que pueda lograr. La
cantidad esta en funcion del precio.

Empezaremos dando la definicién formal de una funcién.

DEFINICION: Se llama funcién a toda relacién entre los elementos de dos conjuntos A y B, de modo
que a todo elemento perteneciente al conjunto A le corresponde un Unico elemento del conjunto B.

¢ Una funcion f: A — B es una correspondencia que a cada x que pertenece a A le asigna un dnico y
gue pertenece a B.

Por lo general, una funcion se denota por letras como f, g, h, ...

Al conjunto A lo llamamos dominio (Dom f = A) y al conjunto B codominio (Codom f = B)

+ El dominio de f es el conjunto de elementos para los que la funcion existe.

* |Laimagen de f es el conjunto de valores que alcanza f, es decir:
Imf={yeB/IxcAconf(x)=y}
La imagen de una funcion es un subconjunto del codominio. (Im f = Codom f)

EJEMPLO: Sea A el conjunto de estudiantes en una clase. Sea [ la regla que asigna a cada estudiante su
calificacion final. Dado que cada estudiante tiene una sola calificaciéon final, esta regla define una funcion.
En este caso, el dominio es el conjunto de todos los estudiantes en la clase y la imagen es el conjunto
de todas las calificaciones obtenidas.

Si una funcion fasigna un valor y en el codominio a cierta x en el dominio, escribimos y = f{x)

Leemos fix) como “f de x"; se denomina el valor de f en x.

Si una funcion f se expresa por una relacion del tipo y = f(x), entonces x se denomina la variable
independiente e y se conoce como la variable dependiente.

En general, encontraremos funciones que se expresan estableciendo el valor de la funcién por medio de
una formula algebraica en terminos de la variable independiente de que se trate.
Por ejemplo, f(x) =5x*-7x+2 o f(x)=3x+1
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FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE

En esta parte trabajaremos con funciones en las que, tanto el dominio comeo el codominio, seran
conjuntos de nimeros reales. Se expresa:

fFA—>B/y=fx, AcRaABcR A: dominio, B: codominio

En gran parte de los casos, los dominios e imagenes de las funciones con las cuales estaremos trabajando
son subconjuntos de los nimeros reales. En tales casos, la funcion por lo regular se representa por su
grdfica. La grafica de una funcion f se obtiene dibujando todos los puntos (x, y), en donde x pertenece al
dominio de fe y = f (x), manejando x e y como coordenadas cartesianas.

EJEMPLO: Los siguientes graficos corresponden a funciones cuyo dominio es R, codominio es R
(Codom=R), y sus imagenes varian.

fx) = 2
' ¥ Domf=R
/ Im f= {2)
f(x) = x° ~
Domf=R
Im .I:: [0‘ +0{:} f{x} = Ki = )(2 — 2)(
Domf=R
Imf=R

EVALUACION DE UNA FUNCION

En la definicion de una funcidn, la variable independiente x desempeiia el papel de un simbolo o digito.
Para evaluar f en un nimero, sustituimos el nimero por el simbolo o digito.

EJEMPLO: Dada f (x) = 2x* — 5x + 1, calcule el valor de fcuandox =0, x =3 y x = -2.

Es decir, determine f(0), f(3) y f(-2)

Solucién: Calculemos f (0), reemplazamos a x por 0 en la expresion:  f(0) = 2.0°-5.0+1=1

Para hallar f (3), sustituimos 3 en lugar de x en la expresion: f(3)=2.3°-5.3+1=18-15+1=4

De manera similar, f(<2) = 2. (-2)°-5.(-2) + 1= 19
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EJEMPLO: Si f(x) = 2x° + 3x — 1, evalle f(a), f(-a) y f(a + h)
Solucién: Calculemos f (@), reemplazamos a x por a en la expresion: f(a) = 2.a®> + 3.a—1=2a* + 3a-1
Para hallar f (-a), reemplazamos a x por -a en la expresion: f(-a) = 2.(-a)° + 3.(-a) -1 = 2a*-3a-1

Para hallar f(@ + h), reemplazamos a x por a + h en la expresion y resolvemos:
fla+h)=2(a+h*+3(a@a+h-1=2(+2ah+h)+3a+3h-1=2a’+4dah + 2h’°+ 3a + 3h-1

EXTRACCION DE INFORMACION DADO EL GRAFICO

EJEMPLO: Dado el grafico de la funcion f, que se muestra en la figura, halla:
a) el dominiodef b) los valores f{-1) y f(2) c) laimagendef.

Solucidn: a) El punto cerrado en (-1,1) indica que x = -1 esta 3
en el dominio de { y el punto abierto en (5,2) indica que x = 5
no esta en el dominio. Por lo tanto, el dominio de f es toda x en
el intervalo [-1,5), es decir Dom f = [-1,5).

b) Como (-1,1) es un punto en la grafica de f, se deduce que
f(-1) = 1. Del mismo modo, como (2,-3) es un punto en la
grafica de f, se deduce que f(2) = -3.

c) Como la grafica no se prolonga debajo de f{2) = -3 ni arriba
de f{0) = 3, la imagen de f es el intervalo [-3,3], es decir
Im f = [-3.3]

Dominio

FUNCION CONTINUA

El uso de puntos (abiertos o cerrados) en los puntos extremos izquierdo y derecho de una grafica indica
que la grafica no se prolonga mas alla de estos puntos. Si no se muestran esos puntos, suele considerarse
como dominio y codominio el conjunto R.

Una funcidn se llama continua si su grafica no tiene “rupturas” o “huecos”.

0] I 5

f:R>R, fix)=]x| |
f es continua f:R— R, esdiscontinuaenx =1
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PRUEBA DE LA RECTA VERTICAL PARA FUNCIONES

La grafica de una funcion es una curva en el plano xy. Pero surge la pregunta: ;Cuales curvas del plano
xy son graficas de funciones? Esto se contesta por medio de la siguiente prueba.

Por la definicién de una funcién, a lo sumo un valor de y corresponde a un valor de x determinado. Esto
significa que la grafica de una funcion no puede tener dos o mas puntos diferentes con la misma
coordenada x; dos puntos en la grafica de una funcion no pueden estar verticalmente arriba o abajo uno
del otro. Se deduce, por lo tanto, que una recta vertical puede intersecar la grafica de una funcion a lo
sumo una vez. Esta observacién da una cémoda prueba visual llamada prueba de la recta vertical para

funciones.

s Una curva en el plano de coordenadas cartesianas es la grdfica de una funcion si y sélo si ninguna
recta vertical cruza la curva mds de una vez.

EJEMPLO:

0 a X 0 o X
Es funcion No es funcion
(cruza la curva una sola vez) (cruza la curva dos veces)

CALCULO DE DOMINIOS

¢ Sila expresion de la funcion es un polinomio, el dominio son todos los reales.
Ejemplo: f(x) =2x*-3x+ 1, DOM f = R

* Sila expresion de la funcidn es un cociente, el dominio son todos los reales excepto los que anulan el
denominador.
Ejemplo: f(x) ==, DOM f = R- {1}

+ Sila expresion de la funcion es una raiz cuadrada, el dominio esta formado por los numeros reales
para los que el radicando es positivo o cero.

Ejemplos: f(x) = V¥ + 3, DOM f = [-3 ; +oo); f(x):%, DOM f = (2 ; +0)
N
x+3z0 x-22z0 y x-2=0
x=20-3 XxXz2 y X2
Xz-3
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FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Es util saber en donde sube la grafica y en donde baja. En la siguiente grafica se ve que sube, bajay luego
sube de nuevo a medida que avanzamos de izquierda a derecha: sube de A a B, baja de B a C y sube otra
vez de C a D. Podemos observar que la funcion f es creciente cuando su grafica sube y decreciente cuando
baja.

¥ ) fes decreciente D
fes creciente

fes creciente
A

0 {-: B t- e.l' X

f es creciente en [a, b) y en (¢, d], f es decreciente en (b, ¢).

DEFINICION:

» fes creciente en un intervalo del dominio de f, si para todo par de nimeros de dicho intervalo,
si Xy < X2 = f(x4) < f(x2)

¢ fesdecreciente en un intervalo del dominio de f, si para todo par de niimeros de dicho intervalo,
si X1 < X2 = f(x1) > f(x2)

e« f es constante en un intervalo del dominio de f, si para todo par de nimeros Xy y Xz del
intervalo, tales que x4 < %2, & cumple que (%) = f(xz)

flxa)
fixg)

0 o' .1jg 5 0

F es creciente F es decrecienie

MAXIMOS Y MiNIMOS RELATIVOS (O LOCALES) DE UNA FUNCION

Hallar los valores maximo y minimo de una funcion es importante en numerosas aplicaciones. Por
ejemplo, si una funcion representa ingreso o utilidad, entonces estamos interesados en su valor
maximo. Para una funcion que representa costo, deseariamos hallar su valor minimo.

Podemos hallar estos valores a partir de la grafica de una funcion.

Definiciones:

+ FElvalor de una funcion f{a) es un maximo relativo de fsi f(a) = f{x) cuando x es cercana a a
(esto significa que f(a) = f(x) para toda x en algun intervalo abierto que contenga a a)
En este caso decimos que f tiene un maximo relativoenx = a

+ Elvalor de una funcion f{a) es un minimo relativo de fsi f{a) < f{ix) cuando x es cercanaa a
(esto significa que f(a) < f(x) para toda x en algun intervalo abierto que contenga a a)
En este caso decimos que f tiene un minimo relativoen x = a
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, Méximo relativo

¥ i
/ Maximo relativo
I
2 =
G / .
Minirmo relative ~ Minimo relativo

CEROS O RAICES DE UNA FUNCION

Si la grafica de una funcion tiene una interseccion con el gje x en (g, 0), entonces a es un cero o raiz de la
funcion.

» |los ceros de una funcion f son los valores de x pertenecientes al dominio para los cuales f(x) = (.

I 3
2 4 i
/ : e 5 I
! / — ceros
.f. '
f 10 /3 2 3 4
r s
- 1 ’ 2 3 4 ; \ 3 0 2
f CETO
/ \
= §
/ Cero B

Para hallar los ceros de una funcion, la igualamos a 0 y despejamos la variable independiente.
* Conjunto de ceros, Cy = { x € Dom f / f(x) = 0}

EJEMPLO: Halla los ceros de cada una de las siguientes funciones. Escribe el conjunto de ceros.

a) f(x) =3x*+x-10 b) g(x) = V10— =2 9 he) = 2;—53

Solucion:

a) -Igualamosa0, f(x)=0 = 3x*+x-10=0
- Resolvemos la ecuacion, aplicando la formula de la resolvente, x =§ y X = -2son los ceros de
la funcion.
Co={-2 .;—] es el conjunto de ceros.

b) -lgualamosaO0, g(x)=0 = V10— x2=0 = 10-x*=0
- Resolvemos la ecuacion, 10-x*=0 = 10=x* =410 =|x| = x=%10
=v10 y x =-V10 son los ceros de la funcién.
Co = {-v10.V10}

c) -Ilgualamosa0, h(x) =0 = z"‘+"53 -0, Para que una fraccion sea equivalente a 0 el
X . . e
— 2x—-3=0 = x =% es el cero de guni;lerador debe ser 0y el denominador distinto
e
la funcion
Co = {;3}
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CONJUNTO DE POSITIVIDAD Y NEGATIVIDAD

¢ Los intervalos en los que la funcidn es positiva se llama: "conjunto de positividad”, se simboliza como
C+y se define como: €+ = { x € Dom f / f(x) > 0}

¢ Losintervalos en los que la funcion es negativa se llama: “conjunto de negatividad”, se simboliza como
C-y se define como: C- = { x € Dom f / f(x) < 0}

EJEMPLO: Halla los conjuntos de positividad de la funcion f(x) = 3x* + x — 10

En el ejemplo anterior hallamos el conjunto de

ceros (aplicando la resolvente), Co={-2, ;}. 5
' ) . o + +
Graficamos las funciones para identificar C+ y C.
8 ] 5
Co=(-20; -2 UE 5 +0) R '

C=(-2:3) \

FUNCION LINEAL

Se llama funcién lineal a aquella cuya formula es f(x) =ax+ b, cona y beR

a recibe el nombre de pendiente y representa cuanto varia f(x) por cada unidad que aumenta x.
b es la ordenada al origen vy es la ordenada del punto en el que la grafica de la funcion corta al eje y.
La representacion grafica de una funcion lineal es una recta.

Ecuacidn explicita de larecta: y=ax+b

* La pendiente (a) de una recta es el cociente entre la variacion de la variable dependiente (Ay) y la
variacion de la variable independiente (Ax) de cualquier punto de la misma. Es un numero asociado a
su inclinacion.

Si conocemos las coordenadas de dos puntos de unarecta p = (x1; y1) ¥ q = (x2; ¥2), podemos calcular
su pendiente mediante la siguiente formula:
_ Ay _N=h

Ax x,-x

a

e La ordenada al origen es el valor donde la recta cortaal ejey. f(0) = b

¢ El valor de la pendiente determina el comportamiento de la funcion lineal: Sia > 0, es creciente
Sia < 0, es decreciente
Sia = 0, es constante

El dominio de una funcién lineal es el conjunto de todos los nimeros reales debido a que la ecuacién
de la recta representa un nimero real para todo niumero real x. (Dom f = R)

e Sia# 0, laimagen de la funcion lineal es el conjunto de los reales. (Im f = R)

e Sia =0, lafuncidn seria f(x) = b por lo tanto la imagen es b. (Im f = {b})
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REPRESENTACION GRAFICA
Para graficar una funcién lineal, se puede utilizar distintos métodos.
1) Se realiza una tabla de valores, se ubican en un sistema de ejes cartesianos y se unen.

2) Se tienen en cuenta la ordenada al origen y la pendiente: Se marca la ordenada al origen (b) y, a
partir de ella, se representa un par de valores cuyo cociente sea igual al valor de la pendiente (a).

EJEMPLO: Grafiquemos larecta y =§ x — 4 (aplicamos el método 2)

s 23 :; y b=-4
» Marcamos sobre el eje y la ordenada al : /,/
origen (-4). (Punto A) IR RN
e A partir de ese punto avanzamos 3 ki J,«”’
unidades hacia la derecha y 2 unidades : A
hacia arriba, y marcamos otro punto. , ‘_,-“’/ 2,
(Punto B) o
¢ Trazamos la recta uniendo los dos puntos J,/’/_:
que marcamos. . /,z“’

ECUACION DE LA RECTA DADA LA PENDIENTE Y UN PUNTCI) POR DONDE PASA

EJEMPLO: Hallemos la ecuacion de la recta cuya pendiente es 2 y pasa por (1; 3)
¢ laecuaciondelarectaesy=ax+b

¢ Reemplazamos el valor de la pendiente (a = 2, y=2x+Db
¢ Para buscar el valor de b, reemplazamos el punto (1 ; 3) 3=2.1T+b
y despejamos: 3=2+b
3-2=D
1=b

e laecuaciondelarectaesy=2x+ 1

ECUACION DE LA RECTA DADOS DOS PUNTOS DE LA MISMA

1°) Si se conocen dos puntos p = (X1 ; yi) ¥ g = (X2 ; y2), se calcula la pendiente reemplazando en:
Y=

Xy —X

a=

2°) Con la pendiente y uno de los puntos dados, busco la ecuacion de la recta.

EJEMPLO: Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4 ; -1) y (2; -3)

1) g=2tl_22
—4 -2
2°) Reemplazamos la pendiente: y=1x+b
elegimos uno de los puntos, (4 ; -1) -1=1.4+Db
reemplazamos y despejamos -1=4+b
1-4=b
5=b

La ecuaciéon de larectaes: y=x-5
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RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES

e Dos rectas son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales.
R:iy=ax+bi y Riy=ax+b:, Ri//R 4 a1=a

e Dos rectas son perpendiculares siy solo si el producto de sus pendientes es -1.
R:y=ax+b1 y Riy=ax+bz, RilLR o ar1.a2=-1; ar= -

a2

Las pendientes son inversas y opuestas.

EJEMPLOS:
Ri: y=2x-3, ar=2
Riy=2¢+3, @=2 . 1 1
Rzy=2x-1, a=2 Rz y=—x+1, @=—c
= g Wy
ai=az=2 Ri//R a1.a2_2.( 2)_ 1
RiLR;
h, ;.?x
£ ; / -/r. S . x"f;
/ RIS 2 /
/ / . /
A TS
.*"/ -'// ik i /’
3 ; - ur,." 1 x_'h._‘_ f
/ | . S/
.J'/ I -p— 2 \\;';:
[ LTS
’;.-’ /.; }."'II ety .
/ A f
/ .-"'J ' i

.rj) !_.f’
/ / ,r'l)l

GRAFICO DE FUNCIONES POR TRAMOS

una funcién definida por tramos es una funcién cuya expresion varia segun el valor que toma la variable
independiente x.

EJEMPLO: X+2 six<]1
f(x) =
2Xx+8 sixz=1

La funcion tiene dos tramos distintos: 1) si x es menor que 1 la funcion es x+ 2
2) six mayor o igual que 1 la funcion es -2x + 8.

Vamos a graficar los dos tramos en el mismo sistema de coordenadas cartesianas.

El tramo 1) es una funcion lineal y su grafico es una recta (en este caso es una semirrecta ya que los
valores de x € (-e=; 1). Podemos realizar una tabla de valores y representarla.

En el final del tramo dibujamos un "0" (cero) ya que el valor 1 para x no esta incluido.

El tramo 2) también es una funcion lineal y su grafico es una semirrecta, los valores de x € [1 ;+eo).
Podemos realizar una tabla de valores y representarla.

En el inicio del tramo dibujamos un “circulo” ya que el valor 1 para x esta incluido.
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El grafico que obtenemos es el siguiente:

DESIGUALDADES LINEALES

Consideremos la recta y = 2x + 1. Esta recta divide al plano cartesiano en tres regiones: la parte de arriba
de la recta, la parte de abajo de la recta y la parte sobre la recta, lo que representamos en la figura:

E ".' 2 r/
i F i |
’ 'f |
Bl ; S )
.’J r |

I + = By o ' ¢ 1 it e i 180 1 z 2 n 3 ] 1/ o H
3 i |
= P A
d F |
y>2x+1 y<2x+1 y = 2% +

Como la region encima de la recta tiene ordenada mayor, la region esta representada por la desigualdad
y > 2x + 1. De la misma formay < 2x + 1, representa la region de abajo de la linea recta, mientras que
y = 2x + 1 representa los puntos sobre la linea recta.

Toda recta no vertical divide al plano en tres regiones: la region que esta por encima de la recta dada por
y > ax + b, la region que esta por debajo de la recta dada por y < ax + b y la region que esta exactamente
sobre la recta dada pory = ax + b.

Si la recta es vertical, las regiones en que queda dividido el plano son: la parte a la derecha de la recta, la
parte la izquierda de la recta y la parte sobre la recta.
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EJEMPLO 1: Representa laregiondadapor: a)y =2x -2, bjy<2x-2, y<2x-2, d)y#2x -2

a)

b)

c)

d)

La region consiste en todos los puntos
que estan sobre la recta, o
representamos:

En este caso, como la ordenada y es
menor que 2x — 2 (y < 2x — 2), la region
consiste en los puntos que estan por
debajo de la recta y no incluye los puntos
de la recta. Esto se representa con la linea
recta punteada (para indicar que no se
incluye) y sombreando la region.

Para este caso, recordemos que el
simbolo < representa una de dos
opciones: y < 2x — 2, 0 bieny = 2x - 2,
pero ambos casos son precisamente los
anteriores, asi que la region corresponde
a la union de los mismos. En ofras
palabras, la region consta de los puntos
en el plano cartesiano que estan por
debajo de la recta y también de los
puntos de la recta. Representamos esto
sombreando la region, igual que en el
inciso anterior, pero la recta no es
punteada, sino  completa para
representar que también se incluye.

y # 2Xx - 2 representa que o bien
y <2x-2,0bieny > 2x - 2, es decir, la
region consiste en los puntos del plano
que estan encima de la recta y debajo de
la recta, pero no sobre la recta. En este
caso la representacion consiste en
sombrear todo el plano y dibujar la recta
con una linea punteada para representar
que no se incluye.

3

-1

LA

2

“

34



APROXIMACION A LA MATEMATICA

EJEMPLO 2: Representa la region dada por las desigualdadesy <2x+1 e y <3 -x

La region esta dada por dos desigualdades,

asi que su grafica corresponde a la interseccién
de la grafica de cada desigualdad.

La region consiste en los puntos en el plano que
simultaneamente estan por debajo de las rectas
Yy=2+1 & ¥=3-X

FUNCION POLINOMICA

Toda funcion f: R — R de la forma: f(x) = an X" + @n1 X" + ... + a2 x> + a1 x + ap con aie Ryn e No
Se denomina funcién polinémica de variable real.

La expresion P(x) = an X" + @n1 X"’ + ... + @2 + a; x + ao se denomina polinomio en una
indeterminada de x.

¢Si a, # 0 entonces el grado del polinomio esta dado por el exponente “n".

« Si el grado es7, la funcion asociada corresponde a una funcion lineal.
«Si el grado es 2, la funcidon asociada corresponde a una funcién cuadratica.
FUNCION CUADRATICA

Una funcion de la forma f () = ax* + bx + ¢ (@ # 0) con a, b y ¢ constantes, se denomina funcién
cuadratica.

¢ El dominio de f (x) es el conjunto de todos los nimeros reales.

¢ La grafica es una pardbola que se abre hacia arriba si a>0 y hacia abajo si a<0.

e Su vertice (que es el punto mas bajo si a>0 y el punto mas alto si a<0) es el punto con
coordenadas V = (xv; yv)

GRAFICOS:

=

=
i
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Notas: 1. Si b = ¢ = 0, la funcion cuadréatica se reduce a f (x) = ax’. Las coordenadas del vértice serfan
X,=0ey, =0 esdecirV=(0;0)
2. La parabola es simétrica con respecto a la recta vertical que pasa por el vértice. Esta recta se
conoce como eje de simetria de la parabola y la ecuacion es X = Xu.
3. La ordenada al origen es ¢ o el punto (0 ; c).

Para realizar el grafico de una parabola, se debe hallar las raices, el vértice, el eje de simetria y la

ordenada al origen.
Buscamos los elementos:

, —b+JB®_dac . !
» Raices: xq %= — °°¢ !']\ .
2a :
i i
o Vértice: V= (wiy) w=-5o , we=flx) s
Para buscar y,, reemplazamos x, en la funcién. A |
P i | &
; . . ¢ ; x
e Eje de simetriaeslarecta x=x, \ : B
vertice
i, ~ejede
W | T simetria

» Ordenada al origen: ¢ o el punto (0; ¢)

Nota: Una funcion cuadratica puede tener ninguna, una o dos raices reales distintas.
Analizando el discriminante A = b? - 4ac obtenemos que:

raices grdfica
A>0 Dos reales y distintas Corta al eje x en dos puntos
A=l Una real (doble) Corta al eje x en un punto
A<O No tiene raices reales No corta al gje x
A=0 A< A>0

EJEMPLO: Realiza el gréfico aproximado de f(x) = 2x* — 4x + 7 hallando previamente los elementos.

Comparando con la ecuacién y = ax® + bx + ¢, obtenemos quea =2, b= -4yc=17.

-4 4

+ Buscamos las coordenadas del vértice. %, = -5 =3 1, Xe=1

Para encontrar y, reemplazamos x, por 1,yy=2.12-4.1+7=5 El vértice es V = (1; 5)

* Dadoquea =2 > 0, la parabola se abre hacia arriba; es decir, que el vértice (1, 5) es el minimo de la
parabola.

* Fl eje de simetria es la recta x = 1.
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El grafico aproximado seria:

Al dibujar la grafica de una funcion dada, a menudo es Util

encontrar los puntos en que su grafica corta los ejes de
coordenadas: ordenada al origen (corta al eje y) y las raices
(cortan al eje x).

» lLa ordenada al origen es 7 (pasa por el punto (0 ; 7) ).
Como no esta en el gje de simetria se puede ubicar el
punto simétrico[ (2; 7) ]

* Se pueden buscar las raices aplicando la formula
resolvente y en este caso al obtener un discriminante
negativo podemos afirmar que no tiene raices reales, es
decir no corta al eje x.

* En caso de ser necesario busco un punto adicional que
pertenezca a la funcion, lo marcamos en el grafico y
ubicamos su simétrico. ( Se marcaron los puntos (3 ; 13)

y(-1;13))

f)=ax’+bx+c = a(x—x)*+yv = ax—x1) (x—x2)
i, S % 4 \_—v—,.l

Ll T

polinémica canonica factorizada

Desarrollando la ecuacion candnica o la factorizada, se obtiene la ecuacion polindmica.

EJEMPLO: Hallala ecuacién candnica y factorizada de y = 2x* —4x -6

Forma factorizada:

Buscamos las raices,

R
e Xa = 44/(-4)7-22.(-6) _ 4£B8 _ 438 . e _12_ o 48 -4
’ 2.2 4 4 ' 4 4 ! 4 4

las raices son Xy =3 y Xz = -1; reemplazando en y = a (x - X1) (x - xz)
quedarimay =2 (x-3)(x—-(-1))=2x-3)(x + 1)

la forma factorizadaes y =2 (x-3) (x + 1)

Forma candnica:

Buscamos el vértice: V= (1;-8)

Xy = —£= —_f= —(—1)=1 e y.=-8; reemplazando eny = a (x —x)* +
quedaria y =2 (x—1)°+ (-8) =2 (x—-1)°-8

la forma candnicaes y =2 (x-1)°-8

Desarrollando las ecuaciones, se vuelve a obtener la ecuacion polinomica.
2(x=3)(x+ 1) =2 -3x+x-3)=2(x* -2x-3)=2x*-4x-6

2(X—1P-8=2(x-2x+1)-8=2x*—4x+2-8=2x’-4x-6
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GRAFICO DE FUNCIONES POLINOMICAS
Para realizar el grafico aproximado de una funcion polinémica debemos:

+ Hallar la ordenada al origen, esta determinada por el término independiente y es el punto (0, ag)
¢ Factorizar el polinomio.
« Hallar las raices indican las intersecciones con el gje x.
¢ Identificar el orden de multiplicidad de las raices que indica que la gréfica:
- Rebota, sies paro
- Atraviesa el eje x, si es impar
+ Hallar los conjuntos de positividad y negatividad, para lo cual se buscan valores del dominio

entre dos raices consecutivas para determinar si la funcian es positiva o negativa en ese intervalo.
EJEMPLO: Realiza el gréfico aproximado de la funcion f(x) = x* — 4% + 2x% + 4x -3

¢ Ordenada al origen: -3, paso por (0, -3) l ! [

e Factorizacion: f(x) = (x + 1) (x—1)* (x = 3) \ i |

* Intersecciones con el eje x (raices): !
‘..-'"
xi=-T,%2=1yxs=3 5P ; 3 %HH‘ 7
¢ Orden de multiplicidad: \ El / [
x1 = -1, raiz impar = la grafica atraviesa al eje x |

X3 = 3, raiz impar = la grafica atraviesa al eje x

x2 = 1, raiz par = la grafica rebota en el eje x \
—® ¢ Ordenada
/ al origen }J

* Conjunto de positividad y negatividad:
Observando el grafico Vx:x € (-o0, -1), f(x) >0 )

xxe (-1, N=fx)<0 Ci = (-00, -1) w (3, +c2)

vxx = (1,3) = f(x) <0 C=¢1LNud

Vx:x € (3, +o0) = f(x) >0
FUNCION RACIONAL

Se denomina funcién racional a toda funcion f: A — B tal que f(x) :%, donde P(x) y Q(x) son
X

polinomios y Q(x) = 0.

El dominio de una funcion racional es el conjunto de valores de la variable independiente que no anulan

el denominador.

EJEMPLOS: Halla el dominio de las siguientes funciones.

o f(x) :i el denominador es x +1, debeserx + 1=0=x=-1, Domf=R-{-1}
x+3 2
o f(x)= — el denominador es x -2, debe serx-220=x%2, Domf=R-{2}

-2x%+x

e f(x)= el denominador es x, debe ser x =0, Dom f = R - {0}
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GRAFICO DE FUNCIONES RACIONALES

Para realizar el gréfico aproximado de una funcion racional, debemos:

» Determinar el dominio.

« Hallar la interseccion con el eje y, la cual existe si O (cero) pertenece al dominio de la funcién y es el

punto (0; f(0)).

« Hallar las raices o ceros de la funcion, que son los valores que pertenecen al dominio de la misma y

que anulan la funcion, o sea, las raices del numerador.
P(x)

» Calcular la asintota vertical de f(x) = m Para ello, transformamos f(x) en su expresion racional
X

irreducible y luego buscamos el valor a para el cual se anula el denominador pero no el numerador,

entonces: x = a es asintota vertical (A.V))

« Calcular la asintota horizontal, que en una funcién racional existe si el grado del polinomio

numerador es menor o iqual al grado del polinomio denominador.
SigrP(x) < grQfx) = y =0 es asintota horizontal (A.H.)

coeficiente principal de P(x)
coeficiente principal de Q(x)

es A.H.

SigrP(x) = grQ(x) = y =

Nota: Informalmente hablando, una asintota de una funcion es una recta a la que la grafica de la funcion

se acerca cada vez mas cuando nos movemos a lo largo de la recta.

EJEMPLO: Busca los elementos de cada funcién y representa graficamente las siguientes funciones.

a) f)=——

s Domf=R-{-1} s« En caso de considerarlo necesario
* Interseccion con el gje y: (0; f{0)) = (0; 1) podemos completar una tabla de valores
* Raices: para valores de x especificos.

Son los valores que pertenecen al dominio
y anulan el numerador, el numerador es 1
que es distinto de cero. No hay raices.
Asintota vertical:

En este caso el denominador se anula en
-1y el numerador no.

AV.esx=-1

Asintota horizontal: ~
grPx) =0ygrQx) =1, grP( < grQx \
= AH e y=0 \
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b) f(x) = :_i e Asintota horizontal:

—1_
o B 5 grP(x) =grQx) =1, :»A.H.esy-;—l

o Interseccion con el gje y: (0; f(0)) = (0; -1,5) ¢ En caso de considerarlo necesario

podemos completar una tabla de valores
para valores de x especificos.

e Raices:
Son los valores que pertenecen al dominio
y anulan el numerador, x+3=0=x=-3, v 1]
-3 esta en el dominio entonces -3 es raiz
* Asintota vertical:
En este caso el denominador se anula en 2 :
y el numerador no. e R b 11 AR g e e =
AV.esx =2 e

Importante: Si antes de graficar simplificamos la expresion racional, y trabajamos con la expresion
equivalente, nos facilitan los calculos. Debemos prestar atencion a los dominios de la funcion original.

—2x24+x
c) f(x) =
Si buscamos la expresion irreducible nos \
quedaria:
—2x%%+ —2x+1
fx) = ——— - M, -2x+1, con

x = 0 (condicion para poder simplificar) :

» En este caso al simplificar la expresion " B BT
racional, obtuvimos una funcion lineal que
no esta definida para x=0. Recordemos que

el dominio de la funcion original es R —{0}. " \

Para representarla graficamente dibujaremos la
rectay = -2x + 1 con un "hueco” enx =0
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FUNCION IRRACIONAL

Una funcion irracional y = f(x) es aquella que puede obtenerse efectuando sobre la variable x la operacion
de radicacion.

EJEMPLOS: y=vx, y=—Vx+2, y=%Vx, y=

DOMINIO DE UNA FUNCION IRRACIONAL

Para determinar el dominio de una funcion irracional: y = %/f(x) debemos discriminar dos casos en
relacion al indice n.

e Sines par, la funcion esta definida cuando el radicando es positivo o cero.

EJEMPLO: y = vx, x tiene que ser positivo o cero, es decir x = 0 con lo cual: Dom = [0 ; +0)

e  Sinesimpar, la funcion esta definida para todo valor de x.

EJEMPLO: y = ix , x puede tomar cualquier valor real con lo cual: Dom =R

s Enel caso en que f(x) sea fraccionaria, tendremos que tener en cuenta las restricciones del dominio
para este tipo de expresiones.

EJEMPLO: y =%, por ser una funcién fraccionaria el denominador debe ser distinto de cero:
v

vx + 1= 0 y por ser irracional con indice par, el radicando debe ser positivo o 0: x + 1 = 0.
Para que se verifiquen ambas condiciones deberiaser: x +1>0=x > -1,

con lo cual: Dom = (-1 ;+e0)

GRAFICO DE FUNCIONES IRRACIONALES

Para graficar funciones irracionales determinamos el dominio y luego realizamos una tabla de valores
que nos faciliten los calculos.

EJEMPLO: Realiza el grafico aproximado de las siguientes funciones.
a) f(x) = vx— 2. Buscamos el dominio, como el indice es par: x-2>0=x2 2, Dom = [2; +)

Completamos una tabla de valores (los valores de x deben pertenecer a dominio de la funcion)
y los representamos en un sistema:

X |y ]

2 1o 1

301 ;

6|2

11 3 RETNNReEETEEE: {SRaE TR aT TRaY ThEnY TRERE e Rt TR T Taant

b) f(x) = Yx+ 1. Como el indice es impar el Dom = R

Completamos una tabla de valores (los valores de x deben pertenecer a dominio de la funcion) y
representamos los puntos en un sistema:
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X |y
9|2
2 [
1o
0] 1
7|2

FUNCION EXPONENCIAL

Las funciones exponenciales se usan para modelar numerosos fenomenos del mundo real, como por
ejemplo el crecimiento de una poblacién o el crecimiento de una inversion depositado a interés

compuesto.

Una funcion exponencial es una funcion f; R — R™ tal que f(x) = k. @* donde a € R*-{1} y k € R-{0}

Sik = 1, la funcion resulta f(x)=a” y su grafica puede distinguirse de acuerdo a los valores que toma "a™:

Cuando a > 1, la funcion se conoce como una funcion exponencial creciente, mientras que si a < 1, se

llama una funcion exponencial decreciente.

La siguiente figura ilustra las graficas de dos funciones, y =a*e y=b", cona > b > 1.

Se advierte que si x > 0, estas dos funciones
crecen a una tasa cada vez mayor a medida que
X se incrementa.

Puesto que a > b, la grafica de y = @" para valores
positivos de x esta por encima de la grafica de
y = b*y crece de manera mas pronunciada.

Por otra parte, cuando x < 0, ambas funciones
decrecen hacia cero a medida que x se hace mas
y mas negativa. En este caso, la funcion y = @" cae
de manera mas pronunciada que y = b* y su
grafica esta situada por debajo de la grafica
correspondiente a y = b".

e Las gréaficas se intersecan cuando x = 0, dado que a”= b°= 1.

La grafica de y = @" cuando a < 1 aparece en la
siguiente figura.

En el caso de que @ < 1, y = a“decrece cuando x
se incrementa y se aproxima a cero a medida que
x se hace mas grande.

En consecuencia, la grafica se aproxima al eje x
cada vez mas cuando x se hace cada vez mayor.

\{o.ﬂ

34

ac<i

'S
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EJEMPLO: Representa graficamente las siguientes funciones f(x) = 2* y g(x) = (%]"

Para realizar el grafico completamos una tabla de valores y los representamos en un sistema de

cartesiano.
-'llll \
= o / 3
x |y=2 X y=(® \
-2 0,25 / 8
P -2 4
=1 05 v > \
0 1 . : \
r \.
' = o 1 05 LY
2 4 5 2 0.25 .
L L B "
= —— g "'“1-____
1 2 4

Analizando las graficas anteriores podemos observar que en la funcion exponencial f (x) = a*

el dominio es el conjunto de todos los numeros reales (Dom = R).
la imagen es el conjunto de los numeros reales positivos (Im = RY)
Corta al eje y en el punto (0 ; 1)

No tiene ceros o raices.

C.=RyC.=@

Sia> 1, la funcion es estrictamente creciente.

Si0 < a <1, lafuncion es estrictamente decreciente.

Tiene como asintota horizontal ay = 0 (eje x) (AH: y = 0)

No tiene asintota vertical.

A continuacion veremos un ejemplo para obtener la funcion exponencial f(x) = k. a* dados

elementos de la misma.

EJEMPLO: Encuentra la formula de la funcién exponencial que corta al eje de las ordenadas eny = -2

y pasa por el punto (-1; —S}

» Si corta al eje de las ordenadas en y = -2, significa que pasa por el punto (0; -2)
» Sabemos que pasa por el punto (-1; — 2)

e

Si tenemos dos puntos podemos reemplazar en la formula y nos quedaria:

Para(0;-2) — -2=k.d®
Es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.
.2 2 -1
Para (-1;—2) — —E:k.a

Para resolverlo podemos despejar de la primera ecuacion: -2 = k. a° = k=-2

> 2 _ 2 - .
Reemplazamos en la otra ecuacion: — == k. a = ~=-2.a 'y despejamos a:

2 1 2 2
— = - =a=_—_=-_—_" = qg=e
e a a a

La funcion quedaria: f(x) = -2 . e*

43



APROXIMACION A LA MATEMATICA

APLICACIONES

EJEMPLO: Se determind que la poblacion de cierta nacion en desarrollo esté dada por medio de la
formula P = 15 . "%, donde t es el numero de afios medidos a partir de 1980 y P el nimero de
habitantes en millones. Determine la poblacion en el afio 2000 y la poblacion proyectada en el 2025,

suponiendo que esta formula continua cumpliéndose hasta entonces.

Solucién: En el 2000, t = 20 (tiempo transcurrido desde el afio 1980). Reemplazando quedaria:
P=15.€%2-20- 15 % =15.1,4918 = 22,4 (con un decimal)

En el afio 2000, la poblacion fue de 22,4 millones.
Después de 25 afios méas, t =45y asi P =152 % =15 % = 15.2,2255 = 36,9 (con un decimal)

La poblacién proyectada para el 2025 sera de 36,9 millones

FUNCION LOGARITMICA
La funcion f: R — R™ tal que f(x) = a*, con a= R™- {1}, es una funcion biyectiva y existe su funcion
inversa.

Aclaracion: En este curso no analizaremos la biyectividad de las funciones.

Para obtener la inversa de una funcion f{x) procedemos asi,

1. Escribimosy = f (x). y=a
2. Despejamos x de esta ecuacion en términos de y (si es posible). x =logg y
3. Intercambiamos x e y. La ecuacion resultante es y £'(x). y =loga x

La expresion obtenida y = loga x recibe el nombre de funcion logaritmica.

Definimos funcién logaritmica como toda funcion f: R*— R tal que f(x) = loga x donde ae R*- {1}

EJEMPLO: Construye la grafica de la funcion logaritmo de base 2.

Usemos x como la variable independiente y escribimos y = logz x

Aplicando la definicion, esto es lo mismo que x = 2¥

Completamos la tabla en la que damos una serie de valores de "y" y calculamos los valores
correspondientes de "x".

Y -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 3
X 025 | 0354 | 05 |0707 1 1.414 2 2,828

En el grafico estan representados los puntos de la tabla.
Estan unidos por medio de una curva suave.

Observamos que el eje x estd dibujado de manera
horizontal ya que cuando escribimos y = logax, estamos
considerando que x es la variable independiente.

El dominio de esta funcion es el conjunto de los nimeros positivos y su imagen es el conjunto de
todos los nimeros reales. Esto es cierto para y = log, x con cualquier base a.
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Analicemos los graficos de las funcicnes y = 2* e y = log:x

Completando las tablas obtenemos:

y =2% f y =X
X y=2¢ X y = logz x i f
-2 | 025 0,25 -2 \ Pl
-1 0,5 0,5 -1 i =
0 1 1 0 2 3 ey = logz x
1 2 2 1 / A g
2 4 4 2 B2 e

Representamos en un mismo sistema de '
coordenadas y observamos que los graficos son /
simétricos respecto de la rectay = x. . 2| f

Las funciones y = 2* e y = logz x son inversas y son simétricas respecto de la rectay = x.

MAS GRAFICOS DE FUNCIONES LOGARITMICAS

EJEMPLO: Construye la grafica de y = log: x
2

Completamos la tabla dandole valores a "y" y calculamos \
los valores correspondientes de x. : 1'
yl-2{-15]|-1]-05]0]05 1| 15| 2] 3 .
x| 4 |2828( 2 |1.414|1|0707|05]0354|025]|0.125 b
=4 -2 -.1 [ 1 2 3 4 -] t
. - . M .\‘\
Llevamos los puntos a un sistema de ejes cartesianos y e~
obtenemos el siguiente grafico: 7} "‘“-«,_
e

De los graficos realizados podemos observar que:

* Todas las funciones de la forma f(x) = logax pasan por el punto (7 ; 0).

+ Sia>1,losvaloresde f(x) aumentan al aumentar x, entonces f(x) es creciente

s Si0<a<1,losvalores de f(x) disminuyen al aumentar x, entonces f(x) es decreciente
s Domf=R"; Imf=R

s X = 0 es asintota vertical de f(x).

DOMINIO DE FUNCIONES LOGARITMICAS
EJEMPLO: Halla el dominio de las siguientes funciones.
a) f(x) = log (1-x%)

El argumento de la funcién debe ser positivo, es decir: 1 -x*> 0
despejando x obtenemos: 1-x*>0 = 1>% =1>|x| = -1<x<1 Domf=(-1;1)

b) f(x) = logx(x - 4)
El argumento de la funcion debe ser positivo, es decir: x-4>0=x> 4

Y la base debe ser positivo y distinto de 1, es decirr x> 0y x =1
De las tres condiciones obtenemos que Dom f = (4 ; +e)
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

ANGULOS ORIENTADOS

Consideremos en el plano un punto o y dos semirrectas con origen en dicho punto (oF y @%), llamamos
angulo orientado ros (&) al angulo generado por la rotacion, en sentido contrario a las agujas del reloj,
de la semirrecta dF hacia la posicién de la semirrecta 0%.

Ya
Il cuadrante I cuadrante . .
a es un angulo positivo
y +
{I ra * Fa

/- B ¥ es un angulo negativo, estd generado

\ j/ T X en el sentido de las agujas del reloj
I cuadrante IV cuadrante

lado inicial

lado terminal

y o

lado terminal

lado inicial

8 es positivo f es negativo

SISTEMAS DE MEDICION DE ANGULOS

Para medir angulos se pueden utilizar tres sistemas: sexagesimal, radial o circular y centesimal. Los mas
utilizados, son los dos primeros.

SISTEMA SEXAGESIMAL

En este sistema, la unidad de medida es el grado sexagesimal, que se define como la noventa-ava parte
de un angulo recto.

_ 1R
T 50

1° = 1R=90°

Un angulo recto mide 90°, un angulo llano 180° y un giro 360°.
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SISTEMA CIRCULAR y

A
En general, la medida de un angulo se obtiene: n

5
med o= JOngarco _ s « o/ m_ x
long radic  om

med o € IR

v

En el sistema circular, la unidad de medida es el radian, que se define como la medida del angulo
central a que abarca un arco que es igual al radio de la circunferencia.

Si om =s = meda =1 radian
« Un radian es el angulo cuyo arco mide lo mismo que el radio de la circunferencia.

Calculemos |la medida de un angulo de un giro o (o = 360°), en el sistema circular:

longitud de la circunferencia 2mr .
& = 2 =21 (en radianes)

o= -
radio r

Observacidn: La circunferencia de ese circulo mide 2T] radianes, por lo cual deducimos que

a 180° le corresponden TJ radianes

REGLAS DE CONVERSION

Observemos que:

360° ——— 2nradianes (1 giro) X — X radianes

180

180° ———» 7 radianes (%giro}

1° — »-T radianes
180

. - . ™ .
* Para pasar de grados a radianes, un angulo de x grados mide x - radianes

« Para pasar de grados a radianes, un angulo de x grados mide x 'T:u radianes
EJEMPLOS: Expresa 50° y 112° 24" en radianes
50° ——— 50 .7 radianes = Z'T“ radianes = %7{ radianes

112°24'=112°4 4 1124 % radianes = 1,96 radianes
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. . . . 180 .
* Para pasar de radianes a grados, un angulo de x radianes mide x -—— radianes

EJEMPLOS: E:-:presag radianes y 1 radian en el sistema sexagesimal.

Kk 180 = A5o

4 4" m,

1 radian ————» 1 ‘%" = 5792957795... = 57° 17 45~

EQUIVALENCIAS ENTRE LOS SISTEMAS DE MEDICION DE ANGULOS

Sexagesimal Circular
1 giro 360° 27 rad
1 llano 180° nrad
1 recto g0° g rad

Aplicando los pasajes anteriores podemos obtener la siguiente tabla, que muestra las medidas en
radianes y grados de algunos angulos especiales.

2w | 3w | 5w 7 | 5m | 4nm | 3w | B | 7m | 11m

T
4 3 | 4 | 6 6 | 4 | 3| 2 3 | 4| 6
Grados |0 [30(45|60|90 (120|135 |150 (180|210 | 225 | 240 | 270 | 300 | 315 | 330 | 360

Radianes | 0

ol A
wla
e | =

RAZONES TRIGONOMETRICAS

Si consideramos en el plano cartesiano el punto p = (x ; y) (distinto del origen) y el vector op, queda

determinado un angulo a con el semieje positivo de las abscisas { ox™ ).

p=(x:y), x abscisadep, y:ordenadadep
a es el angulo

p: medida del radio vector

—

Por Teorema de Pitdgoras obtenemos que p =/ x*+y? con p>0

Observando el dibujo podemos definir las siguientes razones entre x, vy, p:
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ordenada
» senodeq = —— sena = —
radio vector
abscisa
e cosenodeot = —M8M8— cosa= —
radio vector
ordenada
e tangentedea = —— lga = Y. x#0
abscisa x
abscisa X
e cotangentedeaq = ———— cofga=— ; y#0
ordenada y
radio vector p
e secantedead = ———— seca = ox#0
abscisa X
radio vector P
e cosecantedeo= ———— coseca = — ,;y#0
ordenada ¥

ACLARACION: Los signos de las coordenadas x e y del punto proporcionan el signo de las razones

trigonomeétricas.

EJEMPLO: Halla las razones trigonometricas para el angulo o cuyo lado terminal tiene el punto (5;3).

Representamos el punto p = (5;3) en un sistema de ejes cartesianos.

x=5e y =3, reemplazamos y calculamos el valor de p.

p=+52+ 32= \25+0=1/32

3 3 32 3,34 3 V34
== == * == = —
seno === = == tga=; cosec o = —
3 3 V34 /34 5 v 34
O — = — f— = —— & = - -
oSO === 7= "/H= u cotg a . seca =~

*En el calculo del seno y el coseno del angulo racionalizamos el denominador.

RELACIONES FUNDAMENTALES ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO

Las siguientes identidades son muy utiles en el calculo y se usan con mucha frecuencia.

¢ RELACION PITAGORICA: sen’a +cos’a =1

Despejando obtenemos:  cos®a =1-sen’a y sen’a=1-cos’a
sen cos o
e tga= ; cosa= 0 y cotg a= ; sena=x 0
Cos sen o

con cosa= 0 coseca=
coS o sen o

e SsSeCa=

con sena= 0 y cotga= =L contga = 0
tg a
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CUADRANTES Y SIGNOS

Los ejes x e y dividen al plano cartesiano en cuatro regiones llamadas cuadrantes. Observemos los
signos de las coordenadas en cada uno de ellos.

| cuadrante: x>0,y>0 y

Il cuadrante: x<0,y>0 ! I |

Il cuadrante: x<0,y<0 ‘ X

IV cuadrante: x>0,y<0 i v
CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA Y SIGNOS Ve
Es aquella que tiene centro en el origen de coordenadas y . -

o = seny >0 | sen x>0
como radio la unidad. cosx <0 | cos x>0
[ . | ..

Las razones trigonométricas dependen de la amplitud de cada dngulo, \ seny.c0 | senxecd

g o 5% <0 | 05%>0
es decir, se definen en funcion de ellos. o | e

Los signos de las restantes razones los podemos obtener mediante la
aplicacion de las relaciones fundamentales vistas anteriormente.

USO DE LA CALCULADORA PARA APROXIMAR EL VALOR DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Funciones Inversas Elecciéon del modo

Funcién seno y
su inversa

Funcién tangente y
su inversa

Funcion coseno y
su inversa

Conversion de grados sexagesimales a decimales y viceversa

Debemos fijarnos en el modo de la unidad angular en la que estés trabajando. Generalmente, la unidad
por omision es el grado sexagesimal.
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Podemos comprobarlo en la pantalla de la calculadora que aparezca la letra D o DEG. En caso contrario

pulsamos la secuencia de teclas| SHIFT | |[MODE| y elegimos|DEG|para trabajar con grados sexagesimales.

« Para calcular las razones trigonométricas de un angulo agudo, pulsa la tecla correspondiente

y después el valor del angulo.

EJEMPLO: Halla el valor de sen 30°.

=) ) ) ) )—

sin(30) .
sen 30° =0,5

85

Si sabemos el valor de una razon trigonométrica y queremos averiguar el angulo, usaremos las funciones
inversas con ayuda de la tecla SHIFT (en algunas calculadoras es INV).’

EJEMPLO: Halla el angulo cuyo seno es 0,5.

(o) (e e (o J__ (s

) 0 e

arcsen 0,5 = 30° (se lee angulo cuyo seno es 0,5)

EJEMPLO: Halla el angulo cuyo coseno es 0,187

Y

cns“{ﬁjair}

9223005

cos’(0.187) - =
—e () () — J

79°13 20.87

En pantalla aparece el nimero 79.22224085. El resultado es en grados decimales. Para expresarlo en el

sistema sexagesimal pulsamos la tecla de conversion.

arc cos 0,187 = 79° 13’ 20"

De la misma forma, si queremos introducir un angulo dado en grados sexagesimales usamos la misma

tecla para introducir los grados, minutos y segundos.

EJEMPLO: Halla la tangente de 63 34" 18"

[tan Jes[ o Jaa[ o> Jre[ o] =2011988117

tg 63° 34" 18" = 2,011988117
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GRAFICAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
FUNCION SENO: y = sen x

La funcion seno tiene periodo 27, graficaremos solo en el intervalo [0, 27]. El resto de la grafica consistira
en repeticiones de esta parte de la grafica.

x y=senx (xy)
0 0 (0,0)
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La grafica anterior es un periodo, o ciclo, de la grafica de y = sen x. Para obtener una grafica completa,
repetimos este ciclo en cada direccion.
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Caracteristicas:

¢ El dominio es el conjunto de todos los nimeros reales.

e laimagen toma los valores entre -1y 1, inclusive.

e Es periodica, con periodo 27.

e las intersecciones con el eje de las x son: ..., -2x, -7, 0, , 27, 3m, ...
* lainterseccion con el gje de las y es 0.
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APROXIMACION A LA MATEMATICA

FUNCION COSENO: vy = cos X

La funcion coseno tiene periodo 2m, graficaremos solo en el intervalo [0, 2x]. El resto de la grafica

consistira en repeticiones de esta parte de la grafica.
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Una grafica mas completa de y = cos x se obtiene repitiendo este periodo en las dos direcciones.

Caracteristicas:
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El dominio es el conjunto de todos los nimeros reales.
La imagen toma los valores entre -1 y 1, inclusive.
Es periodica, con periodo 2.
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Las intersecciones con el eje de las x son: ..., - —- 5,5, 5.5

La interseccion con el gje de las y es 1.

El valor maximo es 1y ocurreenx = ..., -2x, 0, 2m, 4x, 6m, ...
el valor minimo es -1y ocurre en x = ..., -m, T, 37, 5, ...
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APROXIMACION A LA MATEMATICA

FUNCION TANGENTE:

y=tgx

Debido a que la funcign tangente tiene periodo m, solo es necesario determinar la grafica en un intervalo
de longitud n. El resto de la grafica consiste en repeticiones.

Como la funcion tangente no esta definida en ...,

2

i @m T 3Im oy
T concentraremos la atencion en el

intervalo (—% : %}, de longitud =, realizamos una tabla de valores y graficamos.
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Para completar un periodo de la grafica, podemos investigar el comportamiento de la funcion cuando x
se acerca a —g y % La funcion tangente no esta definida para esos valores. Para determinar el

comportamiento usamos la identidad tgx =

SEn X

cosx

Observando la siguiente tabla podemos ver que:
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* Sixseacercaa s 1,5708, es menor que -y sen X es cercano a 1y cos x es positivo y cercano a

i SEN X - ey # .
0. Entonces, la razon ———serfa un valor positivo y grande. De hecho, cuanto mas cerca esta x

de%, sen x se acerca mas a 1y cos x a 0, de manera que tg x tiende a e, Es decir, la recta

. m r " "
vertical x = 3 €s una asintota vertical de la funciony = tg x
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Mo definida

Si x se acerca a —g €sy es mayor que —% y Sen X es cercano a -1y cos x es positivo y cercano

Fi SEeny ,. . " 8 P .
a 0. Entonces, la raznnmtiende a -oo. Es decir, la recta vertical x = — esuna asintota vertical

de la funciony = tg x.
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APROXIMACION A LA MATEMATICA

Con estas observaciones completamos un periodo de la grafica. Podemos obtener la grafica

completa de y = tg x repitiendo ese periodo.
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Caracteristicas:
¢ El dominio es el conjunto de todos los nimeros reales, excepto los multiplos impares de%.

* Laimagen es el conjunto de todos los numeros reales.

¢ Es periddica, con periodo .

e las intersecciones con el eje de las x son: ..., -2=n, -7, 0, , 2, 37, ...
» lainterseccion con el gje de las y es 0.
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS NOTABLES

La siguiente tabla permite encontrar los valores exactos de las razones trigonométricas sin necesidad de

usar la calculadora.
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APROXIMACION A LA MATEMATICA

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Una identidad trigonométrica es una igualdad que se verifica para cualquier valor de los angulos que
intervienen en ella.

No siempre las identidades se verifican para todo x € R, es necesario analizar su dominio para hacer las
restricciones correspondientes.

Para demostrar la validez de una identidad, partimos de uno de los miembros de la “supuesta” igualdad,
aplicamos propiedades y relaciones que sean necesarias y obtenemos el otro miembro.

EJEMPLO: Verifica que cos X (sec X — cos x) = sen’ X
Vamos a trabajar con el primer miembro:

€os X . (sec X — €os X) = cOs x.sec X —cos-x,  aplicamos propiedad distributiva

COS X.(SeCX—COSX) = COSX. ——— cos” X, reemplazamos sec x por su equivalente
cosx.(sec x—cosx) = 1-cos’x, simplificamos y operamos
COS X . (Sec X — cos X) = sen’ X reemplazamos por su equivalente y obtuvimos el

segundo miembro.

Analicemos el dominio de validez de la identidad: Intervienen las razones, cos x y sec x.

e cos x esta definida para todos los reales.
e sec x esta definida para los x donde el cos x= 0

por lo tanto, el dominio de validez de |a Identidad es R - { §+ kn,k e Z}
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